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摘 要::  为深入认识微观粒子的波粒二象性, 探索波态和粒子态之间的转变并制备多路径波态和粒子态的共存状

态, 提出了通过引入量子控制实现量子行走中波态和粒子态之间的连续调控的理论方案, 并分别计算了量子行走的

位置分布及方差随着辅助比特系数的变化情况。计算结果表明量子调控使得行走者不仅可以处于粒子和波的混合

态, 还能处于相干叠加态。波态和粒子态之间的连续调控通过相干和混合方式的位置方差展示，, 并且给出了混合态

和相干态两种调控方式的差异。量子行走为深入研究微观粒子的波粒二象性提供了一个实用的平台。
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AbstracAbstractt::  In order to deeply understand the wave particle duality of microscopic particles, explore the 

transitions between wave state and particle state, and prepare the coexistence states of multi-path wave 

state and particle state, a theoretical scheme to realize the continuous transition from wave- to particle-

state in quantum walks by introducing quantum control is proposed. The variation of the position 

distribution and variance of quantum walks with auxiliary bit coefficients is calculated respectively. It is 

shown that quantum control can make the walker not only in the mixed state of wave and particle, but also 

in the coherent superposition state. The continuous morphing from wave state to particle state is displayed 

by the position variance in both the coherent way and the mixed way, and the difference between the 

mixed state control and the coherent state control is also demonstrated. Quantum walks provide a useful 

platform for in-depth study on the wave-particle duality of microscopic particles.
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0 引 言

经典随机行走在数学、物理、计算科学等领域有着广泛的应用, 是随机过程、算法设计理论的基础[1]。

量子行走是经典随机行走在量子世界的对应产物, 其动力学演化是幺正的[2]。与基于经典随机行走的算法相

比, 基于量子行走的算法的效率与性能都有很大提升[3−9], 因此量子行走已经成为量子计算的重要分支。量

子行走的实验实现也取得了很多进展, 已有文献报导了其在核磁共振、囚禁离子、原子以及光子系统中的

实现[10−13]。

量子行走的位置分布以及扩散速度等性质与经典随机行走有很大不同, 比如量子行走扩散速率相比较

经典行走呈平方增长。显著的差别来源于微观粒子的基本属性波粒二象性, 微观粒子可以处于波和粒子的

量子相干叠加态。近期大量的理论和实验结果表明, 微观粒子具有波粒二象性, 即: 微观粒子同时表现出两

种完全不同的属性, 人们通过量子控制操作, 可以将微观粒子制备处于波的状态 (有相干性)、粒子态 (无相

干性) 以及波和粒子的中间状态[14−16]。基于量子行走平台讨论从有量子相干性的波的状态到无相干性的粒

子的状态的过渡。通过消相干或测量, 实现量子行走 (有相干) 到经典随机行走 (无相干) 的调控, 这类调控

使两种不同性质的行走处于混合状态[17−20]。研究发现通过引入量子调控不仅能够制备两种行走的混合态, 还

能得到相干叠加态, 即同时实现有 (无) 多路径的两种状态的相干叠加。

本文主要讨论将辅助比特与硬币-行走者体系相互作用后, 通过对辅助比特的不同操作, 实现行走处于

量子 (有相干) 状态、经典 (无相干) 状态以及中间状态, 中间状态包含混合态和叠加态两种不同形式; 通过

微观粒子位置分布以及方差刻画不同类型的行走的性质, 并定量描述混合态和叠加态的区别。本文所提出

的理论方案可以在具体物理系统中实现, 每次行走换一枚二维的新 "硬币" 操作等效为一个高维状态的硬币

操作。目前在光学系统中, 光的轨道角动量就是一个很好操控的高维的系统[21, 22]。并且辅助比特与光子系统

的相互作用也是能够实现的, 比如通过电子和光的相互作用[23]。

1 不同类型的行走模型

标准量子行走包括硬币和行走者, 硬币态用基矢{| R | L }表示, 行走者将根据硬币状态 | R 、| L 决定

向右或向左走 , 量子硬币可以处于两个不同基矢态的叠加状态。行走者的位置状态用分立的坐标

{| x }( xÎ Z ) 描述。量子行走的一步演化过程包括抛硬币和根据硬币态行走两个步骤, 用幺正演化算符U Q

表示为
U Q = Ŝ ( Ĥ⊗ I )  (1)

式中: 上角标Q代表量子行走, 因为此时行走者处于有相干性的波的状态; I 是作用在行走者上的单位算符, Ŝ

是条件行走算符, 表示行走者根据硬币状态| L  (| R )向左 (右) 行走一步, 具体表示为

ì
í
î

ïï

ïï

Ŝ | R | x = | R | x + 1

Ŝ | L | x = | L | x - 1
 . (2)

抛硬币操作用Hadamard操作表示为

Ĥ =
1

2

é
ë
êêêê ù

û
úúúú1 1

1 -1
  (3)

918



第 6 期 陈斌, 陈天豪, 等: 量子行走到经典行走的连续调控

重复幺正演化操作U Q构成一维链上标准量子行走。

如果行走者每次抛掷新的硬币, 量子干涉将会被完全擦除[24, 25], 初态对行走性质没有影响, 行走者处于

没有相干性的粒子态。t 步行走后共使用 t 枚硬币, 所有硬币都与行走者关联, 每一步都对硬币进行测量可

以准确地得到行走者所处的位置。幺正演化过程是U P =U P
t ···U P

3 ·U P
2 ·U P

1 , 每一步的幺正演化算符是

U P
t = Ŝt( Ĥt⊗ I )   (4)

式中: 上角标p代表粒子态, 下角标 t 表示第 t 步行走, Ŝt是条件行走操作, Ĥt是第 t个新的硬币操作, 根据第 t

步的硬币行走

Ŝt| R t | x = | R
t
| x + 1 Ŝt| L t

| x = | L t | x - 1   (5)

经过不同的硬币初态演化后, 对行走者位置进行测量而得到经典高斯分布。图1为50步以后无多位置相干

的量子行走的位置分布, 其呈现粒子出现在原点的几率最大、而远离原点处的几率呈指数衰减的分布规律。

图中横坐标x表示行走者的位置, 纵坐标p ( x)表示行走者在位置x处的几率。

图 1　 50步以后无多位置相干的量子行走的位置分布

Fig. 1　 Position distribution of quantum walks without multi-position coherence after 50 steps

另一方面, 如果每次使用同一枚硬币, 其他硬币状态保持不变, 此时的动力学过程为

U Q
t = Ŝ1( Ĥ1⊗ I )   (6)

这种情况下硬币初始状态对位置分布产生影响, 图2 (a)、(b) 分别展示了 | R 、
1

2
(| R + i | L ) 两种不同硬

币初态的行走者位置分布, 由图可见行走者处于原点的几率很低而远离原点处的几率增大, 呈现非高斯分

布。选择硬币初态 | R  导致的分布是非对称的 [如图2 (a) 所示], 其与选择硬币初态
1

2
(| R + i | L ) 导致的

对称分布不同 [如图2 (b)所示]。
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图2　 多位置相干量子行走的位置分布。硬币初态为 (a) | R  , (b) 1

2
(| R + i | L )

Fig. 2　 Position distribution of quantum walks with multi-position coherence for the initial state of the coin

 (a) | R  , (b) 1

 2
(| R + i | L )

2 量子控制下的行走演化

通过将辅助比特与硬币-行走者关联引入量子控制, 整个系统的演化表示为

Ût = |0 0 ⊗U Q
t + |1 1 ⊗U P

t . (7)

当辅助比特处于|0 态, 行走者遵循量子行走演化 (有路径相干); 当辅助比特处于|1 态, 行走者遵循经典随机

行走 (无相干)。辅助比特还可以处于|0 和|1  的任意叠加态, 此时, 行走者同时存在量子和经典两种不同的

演化。

假设行走者初始处于原点 | x = 0 , 硬币处于 α | R + β | L , 满足 |α |2 + | β |2
= 1, 辅助比特处于任意叠加态

cosθ |0 + eiϕsinθ |1 , 此时, 整个系统初始态为

Ψ (0) = (cosθ |0 + eiφsinθ |1 ) ⊗ (α | R + β | L )⊗t

⊗ |0 . (8)

根据 (7) 式, t 步演化后整个系统的状态是

Ψ (t ) = cosθ |0 |Ψ
Q
+ eiϕsinθ |1 |Ψ

P
 (9)

式中: |Ψ
Q
是有多路径相干的状态, |Ψ

P
是无路径相干的状态。|Ψ

P
由所有在位置x处的几率幅直接相加得

到, 即

|Ψ
P
=

1
2t/2∑

x

 
é

ë
êêêê

ù

û
úúúú( )α + β

NR( )α - β
NL∑

n = 1

h

 |Ψn | x   (10)

式中: NL =
t - x

2
、NR =

t + x
2

分别表示向左、右行走的次数, h = t!

NR!( )t -NR !
是所有导致行走者处于x处的路

径个数, | x 是行走者的位置状态, |Ψn 是相应位置 x处所有可能的硬币状态。比如 t = 3时, 对于x = 3, |Ψ1 =

920
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| RRR
C1C2C3

。|Ψ
Q
的具体形式为

|Ψ
Q
=∑

x
( )gR( )xt | R + gL( )xt | L

C1

⊗ (α | R + β | L )⊗C2 ×××⊗Ct⊗ | x  (11)

式中: C1、C2、Ct 代表第1、2、t 枚硬币, 即第1枚硬币的状态为 (gR( xt ) | R + gL( xt ) | L ) , 另外 t - 1枚硬币

的 状 态 为 (α | R + β | L ) , 且 gR( xt ) = αpL( xt ) + βqL( xt ) gL( xt ) = αpR( xt ) + βqR( xt ) , 其 中 pL( xt ) =
1

2t

é

ë
êêêê∑

m = 1

N

( - 1) NL -m( )NR

m - 1
ù

û
úúúú、pR( xt ) = 1

2t

é

ë
êêêê∑

m = 1

N

( - 1) NL -m( )NR

m
ù

û
úúúú、qL( xt ) = 1

2t

é

ë
êêêê∑

m = 1

N

( - 1) NL -m( )NR

m - 1
NR - 2m + 2

NR

ù

û
úúúú、qR( )xt =

1

2t

é

ë
êêêê∑

m = 1

N

( - 1) NL -m( )NR

m
NR - 2m

NR

ù

û
úúúú  .

如果将辅助比特投影到叠加态
1

2
(|0 + |1 )上, 可以得到 |Ψ

P
和|Ψ

Q
 的相干叠加态

Φ = cos θ |Ψ
Q
+ eiϕ sin θ |Ψ

P
; (12)

另一方面, 如果对辅助比特进行求迹操作, 得到|Ψ
P
和|Ψ

Q
的混合态

ρ = cos2θ |Ψ
Q
Ψ | + sin2θ |Ψ

P
Ψ | . (13)

由 (12)、(13) 式, 改变系数θ和ϕ, 能够以两种不同的方式实现量子行走到经典随机行走的连续调控, 可

以通过位置分布和方差来描述两种不同方式的调控。

对|Ψ
Q
的不同位置求几率幅的平方而得到位置几率分布。在x = t 处的几率为

PC(tt ) = 1
N (  

|

|

|

|
||
|

|
agR(tt )αt - 1 + b ( α + β2 ) t |

|

|

|
||
|

|
2

+ | a |2| gR(tt ) |2
|α |2 ( )t - 1 (2t - 1 - 1) )   (14)

在 x =-t 处的几率为

PC( - tt ) = 1
N (  

|

|

|

|
||
|

|
agL( - tt ) β t - 1 + b ( α - β2 ) t |

|

|

|
||
|

|
2

+ | a |2| gL( - tt ) |2
|α |2 ( )t - 1 (2t - 1 - 1) )   (15)

在x =-t + 2 × × × t - 2处的几率为

PC( xt ) = 1
N (  é

ë
êêêê ù

û
úúúút - 1

NR + 1
 

|

|

|

|
||
|

||

|

|

|
||
|

|
agR( )xt αNR - 1 βNL +

1

2
t
b ( )α + β

NR( )α - β
NL

2

+

é
ë
êêêê ù

û
úúúút - 1

NL - 1
 
|

|

|

|
||
|

|
agL( xt )αNR βNL - 1 +

1

2
t
b (α + β ) NR(α - β ) NL

|

|

|

|
||
|

|
2

+

| a |2| gR( xt ) |2(1/2) t - 1(  2t - 1 - é
ë
êêêê ù

û
úúúút - 1

NR - 1 ) + )|| a 2 || gL( )xt
2( )1/2

t - 1( )2t - 1 - é
ë
êêêê ù

û
úúúút - 1

NR - 1
   .

(16)

对于混合态|Ψ
P
, 将几率直接相加得到几率分布

Pmix( xt ) = | a |2(| gL( xt ) |2
+ | gR( xt ) |2 ) + |b |2 s

2t

|
| (α + β ) NR(α - β ) NL |

|
2

 (17)

由位置分布进一步计算位置方差 ν =∑x
P ( xt ) || x - xm

2, 其中xm =∑
x

P ( xt ) X。

首先讨论将辅助比特投影到 |0  态上, 行走者遵循量子行走演化, 始终用同一枚硬币, 因此硬币初始状
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态对分布有影响。另一方面, 如果辅助比特投影到 |1  态上, 行走者的多路径相干性被每一步的新硬币完全

擦除, 遵循的是经典随机行走的演化, 硬币初始状态对分布没有影响, 行走者的位置几率呈高斯分布。

如果将辅助比特投影到叠加态
1

2
(|0 + |1 )上, 行走者处于量子和经典的相干叠加态, 如 (12) 式所

示。此时, 改变硬币初态可以得到从量子到经典性质的连续调控, 通过计算位置方差 ν 体现行走者位置变化

的活跃程度, ν 越大也即扩散速度越快。考虑 t = 20步, 比较量子相干叠加和混合态调控方式, 分别用实线和

点线表示, 发现这两种方式是不同的, 并且选择合适的θ, 相干态的位置方差比混合态大, 也即扩散速度更大, 

如图3所示。

图3　 量子行走中相干混合波态和粒子态的位置方差ν

Fig. 3　 Position variance ν of coherent and mixed wave-state 

and particle-state in quantum-walks

图4　 位置方差ν 随步数 t的变化情况

Fig. 4　 Position variance ν as a function of the step t

进一步讨论相干调控过程中初态参数θ对量子行走者位置方差v 的影响。如图4所示, 当θ = 0, 量子行

走者位置方差v 随步数 t 二次方增大, 称为弹道扩散 (Ballistic diffusion); 而 θ =
π
2
时, 位置方差v 随步数 t 一

次方增大, 称为一般扩散 (Diffusive diffusion); 当 θÎ (0 
π
2 ) 时, 其扩散速度介于一次方和二次方之间, 称为

亚弹道扩散 (Sub-ballistic diffusion)。

3 结 论

通过行走者的位置方差v 展示了从波到粒子状态的连续调控, 并具体给出相干和混合两种调控方式的

差异, 提出通过引入量子控制实现量子行走中波态和粒子态之间连续调控的理论方案。结果表明, 量子调控

可以使行走者处于粒子和波的混合态以及相干叠加态。通过改变硬币初态可以得到从量子到经典性质的连

续调控, 并且可以通过调整初态参数 θ 得到弹道扩散、亚弹道扩散以及一般扩散。该理论方案不仅能够实

现有 (无) 量子相干性这两种状态的连续调控, 还可以制备多路径的有相干 (波) 和没有相干 (粒子) 同时共存

的状态。
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