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摘 要::  多元量子逻辑比二元量子逻辑具有更多的优点, 是量子计算技术中一个重要的研究领域, 而加法器电路和

减法器电路是计算机和其他复杂计算系统中各种计算单元的主要组成部分。提出了一种四元量子可逆半加器电路, 
该电路由四元1-qudit门、2-qudit Feynman门和Muthukrishnan-Stroud门构成, 以及一种四元量子可逆全加器和四元量

子并行加法器电路, 并将所提出设计与现有电路进行了比较, 优化了其性能。
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Design of quaternary quantum reversible half⁃adder, 
full⁃adder and parallel adder circuits
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AbstracAbstractt:: Multiple valued quantum logic has more advantages than binary quantum logic and is a 

promising research area in quantum computing technology. Adder circuits, as well as subtractor circuits, 

are the major components of various computational units in computers and other complex computational 

systems. A quaternary quantum reversible half-adder circuit is put forward, which consists of quaternary 

1-qudit gates, 2-qudit Feynman gates and Muthukrishnan-Stroud gates, as well as a quaternary quantum 

reversible full adder and a quaternary quantum parallel adder circuit. The proposed designs are compared 

with the existing designs and the improvements on the performance of the proposed circuits are reported. 

KKeyey  wordswords::  quantum information; reversible logic; quaternary logic; quantum reversible adder circuits

0 引 言

能量耗散是硬件设计中的一个重要方面。Landauer[1] 已经证明, 对于逻辑计算中丢失的每一位信息, 能

量耗散量至少为KTln2 J, 其中K是玻耳兹曼常数, T 是执行计算时的绝对温度。Bennett[2] 指出, 对于量子电

路, 要耗散零能量, 计算必须是信息无损或可逆的。如果输出向量和输入向量之间存在一一对应的关系, 则
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门是可逆的。此外, 在可逆逻辑设计中不允许扇出和反馈[3−5], 量子信息本质上是可逆的[6, 7]。

量子技术研究中, 多元量子逻辑因比二进制量子逻辑有更多优点而得到关注, 例如其量子密码的安全性

更好[8, 9]、量子信息处理更强大[10]、功耗更低、容错性更高[11]。三元和四元量子逻辑都是多元量子逻辑, 文

献 [12−22] 介绍了基于三元量子逻辑的重要工作, 其局限性在于经典的二元逻辑函数不能很容易地用三元

基来表示, 因此所提出的方法只适用于三元逻辑函数。四元量子逻辑是一种很有前途的技术, 经典的四元逻

辑函数是通过将2个量子位组合成四元量子值来表示的[23], 文献 [24−33] 描述了设计四元量子组合电路的一

些工作, 利用离子阱量子技术可以实现四元量子电路[21, 34]。加法器电路是其他算术运算的基础, 文献 [35−
43] 研究了基于量子可逆逻辑的加法器电路, 能较好地完成加法器功能, 但电路的性能均有待提升。

评价可逆电路性能的指标主要包括量子代价[44]、硬件复杂度、恒定输入数、垃圾输出数, 这些重要参

数的最小化可以使四元量子可逆逻辑设计具有更高的效率。本文简要介绍了四元量子逻辑的概念、四元

Galois Field逻辑和用于构建加法器电路的四元量子门, 详细阐述了所提出的加法器电路设计, 并将提出的设

计与现有加法器进行了比较。

1 四元量子逻辑

在四元量子系统中, 存储信息的单位称为qudit, 其四种可能的状态为 |0〉、|1〉、|2〉 和 |3〉, 可以由 4 × 1 向

量表示为
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Qudits存在于基态的线性叠加态中, 叠加态用 ψ 表示。在四元量子逻辑中, 𝛿ψ = α|0〉+β|1〉+γ|2〉+δ|3〉, 其

中 𝛿α、β、γ𝛿、δ是复数。状态 |0〉、|1〉、|2〉、|3〉发生的概率度量分别为 |α|2、| β |2、|𝛿γ𝛿|2、|𝛿δ|2, 且 |α|2+ | β |2+

|𝛿γ𝛿|2+|𝛿δ |2 = 1。

通常, 一个 N-qudit 系统表示 4N 个不同计算基态, N 代表多元量子单元的指数。这些基态可用 |000...0〉, 
|000...1〉,..., |333...3〉 来描述, N-qudit系统的所有可能状态均由N qudit的张力表示[6]。

1.1 四元Galois Field逻辑

四元Galois Field 4 (GF4) 由一组元素T = {0, 1, 2, 3} 和两个基本的二进制运算组成。二进制运算是加法

模4和乘法模4, 此外, 这些二进制运算是交换的和结合的, 乘法运算是分配给加法运算的。

1.2 四元1-qudit量子

四元1-qudit量子有4! = 24个可能排列的0、1、2和3, 可以由4 × 4单矩阵表示。每一个四元1-qudit单

体排列转换都可以用量子技术构建为一个四元1-qudit门[34]。四元1-qudit门的符号表示如图2所示, 输入是

A, 输出是P, 其中P 等于A的Z 变换, 其真值表如表1所示。

A PZ
 

图1　 四元1-qudit门符号表示

Fig. 1　 Symbolic representation of quaternary 1-qudit gate

760



第 40 期 汤其妹: 四元量子可逆半加器、全加器和并行加法器电路的设计

表1　四元1-qudit门真值表

Table 1　Truth table of quaternion 1-qudit gate

A
0

1

2

3

A
0

1

2

3

A
0

1

2

3

A
0

1

2

3

Z(+0)=A
0

1

2

3

Z(021)=2A+2

2

0

1

3

Z(23)=A2

0

1

3

2

Z(0231)=2A2+2

2

0

3

1

Z(+1)=A+1

1

0

3

2

Z(032)=2A+3

3

1

0

2

Z(01)= A2+1

1

0

2

3

Z(03)=2A2+3

3

1

2

0

Z(+2)=A+2

2

3

0

1

Z(132)=3A
0

3

1

2

Z(0213)= A2+2

2

3

1

0

Z(13)=3A2

0

3

2

1

Z(+3)=A+3

3

2

1

0

Z(012)=3A+1

1

2

0

3

Z(0312)= A2+3

3

2

0

1

Z(0123)=3A2+1

1

2

3

0

Z(123)=2A
0

2

3

1

Z(023)=3A+2

2

1

3

0

Z(12)=2A2

0

2

1

3

Z(02)=3A2+2

2

1

0

3

Z(013)=2A+1

1

3

2

0

Z(031)=3A+3

3

0

2

1

Z(0132)=2A2+1

1

3

0

2

Z(0321)=3A2+3

3

0

1

2

每个门都有相应的自反门, 用于恢复输入信号。如果两个四元1-qudit门x和y在级联中导致x的输入信

号在y的输出端恢复, 则y被称为x的逆门。在四元量子门中, Z(+1)、Z(+2)、Z(+3)、Z(23)、Z(01)、Z(12)、

Z(03)、Z(13)和Z(02) 是自反门。

1.3 四元2-qudit Muthukrishnan–Stroud 门

Muthukrishnan和Stroud[34] 提出了一系列2-qudit门, 四元2-qudit Muthukrishnan-Stroud (M-S) 门的符号表

示如图2, 其中A是控制输入, B是受控输入, 输出P = A, 如果输入A = 3, 则输出Q等于B的Z变换。

A P

B QZ
 

图2　 四元2-qudit M-S门符号表示

Fig. 2　 Symbolic representation of quaternary 2-qudit M-S gate

1.4 四元2-qudit Feynman门

Khan[45] 提出四元 2-qudit Feynman门, 图 3(a) 是其符号表示, A和B是输入, 输出P = A, 输出Q = A⊕B。

使用四元2-qudit M-S门和1-qudit门实现Feynman门, 如图3(b) 所示, 当输入A = 0时, 所有的1-qudit门都不

会是3, 也不会对B进行转换;如果输入A = 1, 那么第一个1-qudit门将是3, 并且对B应用 +1变换; 如果输入

A = 2, 则第二个1 qudit门将为3, 并应用 +2变换; 当输入A = 3时, 第三个1-qudit门将为3, 并应用 +3变换。
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A P

B Q
 

      (a)　 

A P+2 +3 +1

B Q+1 +2 +3
 

         (b)　 

图3　 四元量子Feyman门。(a) 四元2-qudit Feynman门符号表示; (b) 四元2-qudit Feynman门设计

Fig. 3　 Quaternary quantum Feynman gate. (a) Symbolic representation of quaternary 2-qudit Feynman gate; 

(b) Design of quaternary 2-qudit Feynman gate

2 四元可逆加法器电路设计

2.1 四元可逆半加器电路设计

半加器电路是一种用于两个数相加的组合运算电路。四元半加器电路将两个四进制数作为输入, 相加

产生和以及进位作为输出。四元半加法器的真值表如表4所示, 其中 A、B 为输入变量, C、S 为输出变量。

表2　四元半加器真值表

Table 2　Truth table of quaternary half adder
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根据表2, 对于

C =A1 B3 +A2 B2 +A2 B3 +A3 B1 +A3 B2 +A3 B3                                                                                                      (2)

所示的六种输入组合, 进位输出的值为1; 对于其余的输入组合, 进位输出的值为0。

如果为了构造四元半加法器电路的输出进位, 将真值表分为四部分, 则在第一部分中, 对于所有的输入

组合, 输入A = 0, 输出进位

C0 = 0 .                                                                                                                                                                          (3)
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在第二部分中, 输入A = 1, 当输入B = 3时, 输出进位

C1 =A1 B3                                                                                                                                                                    (4)

可知C1 = 1; 对于其余的输入组合, C1 = 0。该部分的电路如图 4(a) 所示, 图中虚线框内的三个门是最左边

三个门的反向门, 用于恢复输入。使用了2个四元1-qudit门和5个四元2-qudit M-S门, 因此这部分的量子代

价为7, 硬件复杂度为2ε + 5γ。所提出半加法器电路的第二部分四元进位输出的符号如图4(b) 所示。

图4　 提出的四元半加器电路进位输出第一部分。 (a) 进位输出电路; (b) 进位输出电路符号表示

Fig. 4　 The first part of quaternary carry output of the proposed half adder circuit.

(a) Realization of the quaternary carry output; (b) Symbolic representation of the quaternary carry output

在第三部分中, 输入A = 2, 当输入B = 2或B = 3时, 输出进位

C2 =A2 B2 +A2 B3 =A2(B2 +B3 )                                                                                                                              (5)

可知C2 = 1, 对于其他输入组合则C2 = 0。该部分电路如图5(a) 所示。用于恢复输入的最左侧五个门的反向

门是虚线框中的五个门。使用了4个四元1-qudit门和7个四元2-qudit M-S门, 因此这部分的量子代价为11, 

硬件复杂度为4ε + 7γ。所提出的四元半加法器电路的这部分四元进位输出的符号如图5(b) 所示。

图5　 提出的四元半加器电路进位输出第二部分。 (a) 进位输出电路; (b) 进位输出电路符号表示

Fig. 5　 The second part of quaternary carry output of the proposed half adder circuit. (a) Realization of the quaternary carry output; 

(b) Symbolic representation of the quaternary carry output

在第四部分中, 输入A = 3, 当输入B = 1, 2, 3时, 输出进位

C3 =A3 B1 +A3 B2 +A3 B3 =A3(B1 +B2 +B3 )                                                                                                        (6)

可知 C3 = 1; 当A = 3, B = 0时, C3 = 0。该部分的电路如图 6(a) 所示。虚线方框中的六个门是最左边六个门

的反向门, 用于恢复输入。使用了 4个四元 1-qudit门和 9个四元 2-qudit M-S门, 因此这部分的量子代价是

13, 硬件复杂度是 4ε + 9γ。所提出四元半加法器电路的这部分四元进位输出的符号如图 6(b) 所示。

所提出四元半加法器的输出进位可表示为
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C (AB) =C0 +C1 +C2 +C3.                                                                                                                                (7)

图6　 提出的四元半加器电路进位输出第三部分。 (a) 四元进位输出电路; (b) 四元进位输出的符号表示

Fig. 6　 The third part of quaternary carry output of the proposed half adder circuit. (a) Realization of the quaternary carry output; 

(b) Symbolic representation of the quaternary carry output

将所提出的电路级联得到半加器电路的进位输出电路, 如图7所示, 使用了10个四元1-qudit门和18个四元

M-S门, 因此, 该电路的总量子代价是28。当输入AB为13时, 最左边的 +1 变换应用于第二行, 输入为 0 常

量, 其余两个 +1变换。类似地, 当AB为22或23时, 仅应用中间的 +1 变换;当AB为31、32或33时, 仅应用

最右边的 +1变换。应注意, 当输入A 为0时, 不应用变换, 输出进位是0。
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3

B
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C
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0

A

 

图7　 提出的半加器电路进位输出的符号表示

Fig. 7　 Symbolic representation of carry output of the proposed half adder circuit

此外, 根据表2, 当输入A = 0时, 输出和将等于输入 B。同样, 当输入A = 1时, 输出和将等于 B + 1。如

果输入A = 2、3, 输出和将分别等于B + 2、B + 3, 其可表示为

S (AB) =AÅB.                                                                                                                                                           (8)

使用四元Feyman门来构造四元半加法器电路的输出和, 所提出四元可逆半加器电路的实现如图 8所

示。目标输出是S (Sum)和C (Carry)。如果输入A和B等于13、22、23、31、32或33, 则输出C为1, 否则输

出C为0。在该电路中使用了13个1-qudit门和24个M-S门, 因此其硬件复杂度为13ε + 24γ, 量子代价为37。

所提出四元可逆半加法器的符号如图 8 所示。
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23

2

+1

123

3

S

A

C

B

0
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图8　 提出的四元量子半加器

Fig. 8　 Proposed quaternary quantum half adder
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2.2 四元可逆全加器电路设计

四元可逆全加器电路是由3个四元1-qudit级联的组合电路。所提出四元可逆全加器电路如图9所示, 其

使用了2个四元可逆半加器电路, 第一、二个虚线方框分别显示了前半加器、后半加器, 且分别可表示为

S (ABC ) =AÅBÅC                                                                                                                                          (9)
C (ABC ) =C (AB) +C ((AÅB) C )                                                                                                          (10)

目标输入是 A、B 和 C, 目标输出是 S(Sum)和 Cout(Carry)。使用了 26 个 1 qudit 门和 48 个 Muthukrishnan-

Stroud门。因此, 其硬件复杂度为26ε + 48γ, 量子代价为74。
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3
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图9　 提出的四元量子全加器

Fig. 9　 Proposed quaternary quantum full adder

2.3 四进制可逆并行加法器电路设计

N-qudit四元并行加法器电路是产生N个四进制数之和的组合电路。所提出四元2-qudit可逆并行加法

器电路如图10所示, 其使用了2个四元可逆全加器电路, 可分别表示为

S (A0B0C0) =A0ÅB0ÅC0                                                                                                                              (11)
S (A1B1C1) =A1ÅB1ÅC1                                                                                                                                (12)
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 图 10 提出的四元量子并行加法器

Fig. 10　 Proposed quaternary quantum parallel adder
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                      C(A0B0C0)=C(A0B0)+C((A0ÅB0) C0)                                                                                                 (13)

C(A1B1C1)=C(A1B1)+C((A1ÅB1) C1)                                                                                                   (14)

使用了 52个 1-qudit门和 96个Muthukrishnan-Stroud门。因此, 该电路的硬件复杂度为 52ε + 96γ, 量子代价

为148。

3 结果与比较

表3~6分别给出了不同四元可逆加法器电路在硬件复杂度、常量输入、垃圾输出和量子代价方面的比

较结果。

表3　不同四元可逆加法器电路硬件复杂度比较

Table 3　Comparison of hardware complexity of different quaternion reversible adders

Hardware complexity

Existing in [39]

Proposed design

Half adder

24ε + 90γ

13ε + 24γ

Full adder

64ε + 240γ

26ε + 48γ

Parallel adder

144ε + 540γ
52ε + 96γ

表4　不同四元可逆加法器电路恒定输入比较

Table 4　Comparison of constant input of different quaternion reversible adder circuits

Constant input

Existing in [39]

Existing in [40]

Proposed design

Half adder

3

4

2

Full adder

6

5

2

Parallel adder

13

-

4

表5　不同四元可逆加法器电路垃圾输出比较

Table 5　Comparison of garbage output of different quaternion reversible adder circuits

Garbage output

Existing in [39]

Existing in [40]

Proposed design

Half adder

3

4

2

Full adder

7

6

3

Parallel adder

14

-

5

表6　不同四元可逆加法器电路量子代价比较

Table 6　Comparison of quantum costs of different quaternion reversible adder circuits

Quantum cost

Existing in [39]

Existing in [40]

Proposed design

Half adder

114

46

37

Full adder

304

128

74

Parallel adder

684

-

148

与文献 [39, 40] 中的设计相比, 所提出四元可逆加法器电路具有更少的量子代价、更小的硬件复杂度

和更少的恒定输入和垃圾输出, 因此, 指标的最小化使可逆逻辑设计的应用更加有效, 本研究所提出加法器

电路的性能更优。
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4 结 论

提出了四进制可逆加法器电路的新设计, 并与现有设计进行了比较。结果表明, 与现有设计相比, 所提

出设计具有较少的恒定输入、垃圾输出、硬件复杂度和量子开销。因此, 所提出四进制加法器电路具有更

好的应用性, 其可应用于量子计算机、算术处理器及复杂电路的设计等。
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