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摘 要::  详细分析了一维强相互作用的玻色-费米混合气体的空间关联特性， 重点讨论了在绝对零度和有限低温下

处于Tonks-Girardeau原子气区域的玻色-费米混合量子气体的两体空间关联函数， 并将复杂难算的多体波函数的空

间关联函数转化为容易计算的矩阵行列式。研究结果表明， 绝对零度下对于固定数目的玻色子（费米子）， 费米子

（玻色子）的数目对玻色子（费米子）空间关联函数图样影响不大； 而有限温度下， 费米子（玻色子）的数目对玻色子

（费米子）空间关联函数影响较大， 且随着温度的提升， 另一种粒子的数目对关联结果的影响也更显著。此外， 当总

粒子数目一定时， 无论是在绝对零度还是有限低温下， 相同数目的玻色子和费米子的关联结果一致。
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AbstracAbstractt:: The spatial two-body correlations of Bose-Fermi mixture with equal masses of bosons and 

fermions in Tonks-Girardeau regime under periodic boundary conditions are theoretically investigated. 

Combining the exact solution of the quantum many-body system, the analytical formula of the spatial 

correlation functions for Bose-Fermi mixture at both absolute zero temperature and finite low 

temperatures are derived using some calculating techniques. The results show that, for a fixed number of 

bosons (fermions) at absolute zero temperature, the number of fermions (bosons) has little effect on the 

spatial correlation function of bosons (fermions). By contrast, at finite temperature, the number of 

fermions (bosons) has a greater effect on the spatial correlation function of bosons (fermions), and with 

the increase of temperature, the influence of the other particles number on the correlation results will be 
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more significant. In addition,  when the total particle number is fixed, the correlation results of the same 

number of bosons and fermions are consistent whether at absolute zero temperature or at a finite 

temperature.
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0 引 言

描述无相互作用的简并量子气体密度涨落的高阶关联函数包含了系统的量子统计特性、量子相干性、

相结构以及量子系统初始状态等重要信息。这一关联函数最早被Hanbury Brown和Twiss用于测量双脉冲

星两子星之间的距离[1]。光子高阶关联函数的定义和应用是量子光学领域一项开创性工作。该量子关联技

术也被广泛应用于天文学, 高能物理, 原子物理、量子信息物理学和凝聚态物理等学科领域[2−7]。

近年来, 量子光学中的高阶关联分析方法也被广泛应用于冷原子分子的实验和理论研究中。在冷原子

量子系统研究中, 人们对于无相互作用的量子简并系统的关联特性进行了广泛研究, 一些重要的研究如下: 

处于热平衡态的无相互作用超冷原子的高阶关联研究[8,9], 原子激光的量子统计性质研究[10], 费米子和玻色子

高阶关联函数的对比实验研究[11], 费米子对的高阶关联研究[12]等。量子高阶关联函数还可以用于描述量子

系统的相, 如实空间的两体关联函数可以用来区分理想玻色气体和准凝聚体[13]。量子高阶关联函数也可以

很好地描述非平衡态动力学特征, 如当系统受到一个微扰之后, 其两体关联函数揭示了其动力学演化过程的

光锥效应[14]。量子高阶关联函数还被用于光晶格中玻色子、费米子以及任意子的量子行为的研究[15]。量子

关联特性也被用于刻画量子系统拓扑化[16]、晶体有序化[17]、量子混沌系统[18]的行为特点, 以及量子和经典系

统的各态遍历性[19]。高阶关联函数这一有力工具在冷原子领域的应用为认识微观粒子的量子统计、干涉特

性开辟了新的方向。

然而, 对于有相互作用的量子系统关联特性研究还比较少见。在光学领域, 从辐射源到探测器的传播过

程中系统的非线性相互作用得到了研究[20], 然而作为光源的具有粒子间相互作用的光子流体[21]还尚未被探

测。在冷原子领域, 关联函数被用于刻画具有弱相互作用的玻色子气体在玻色爱因斯坦凝聚相变点附近的

相干性质[22], 在这一区域热运动的能量超过了相互作用能量。在相反的情形下, 当系统的相互作用占主导地

位时, 人们也通过对关联函数的研究, 观察到系统量子统计性质与粒子间相互作用之间的交互影响[23]。

本文将着重研究一维具有无限大排斥相互作用即处于Tonks-Girardeau(T-G)原子气区域的玻色-费米混

合气体的空间两体关联函数特性。分别探讨处于绝对零度以及有限低温下的玻色和费米粒子的空间关联函

数。研究揭示了在绝对零度和有限低温下处于T-G原子气区域的玻色-费米混合气体的空间关联函数图样

对量子系统粒子数目以及量子统计特性的依赖关系。

1 理论模型

一维玻色-费米混合气体可以由如下哈密顿量描述

H = ∫
0

L

dx ( )ℏ2

2mb

¶xΨ
†
b¶xΨb +

ℏ2

2mf

¶xΨ
†
f ¶xΨf + ∫

0

L

dx ( )1
2

gbbΨ
†
bΨ

†
bΨbΨb + gbfΨ

†
bΨ

†
f ΨfΨb    , (1)

式中: Ψb和Ψf分别是玻色和费米算符, mb和mf分别是玻色和费米子的质量, 而gbb和gbf分别为玻色子之间以
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及玻色费米子之间的相互作用强度。当mf =mb =m以及 gbb = gbf = g > 0 时, 该模型严格可解[24]。在后面研究

中, 将考虑粒子间的相互作用强度g®¥, 即量子系统处T-G原子气区域, 且考虑该量子系统具有周期性边界

条件, 详细研究这一量子系统在绝对零度和有限低温下的关联特性。

在绝对零度下, 处于T-G原子气区域总粒子数为N、玻色子数目为M的玻色-费米混合气体的多体波函

数正比于轨道自由度以及自旋自由度两个Slater 行列式的乘积[25], 即

Ψ ( x1x2xN)  det [eiki xj ]det é
ë
êêêêe

i
2π
N
κi yjù

û
úúúú   , 

这里波函数 “轨道” 自由度部分det [eiki xj ]以及 “自旋” 自由度部分det é
ë
êêêêe

i
2π
N
κi yjù

û
úúúú中的波矢量分别为

κ i = { - (M - 1) /2 +N/2N/2(M - 1) /2 +N/2}   ,

ki = { - π (N - 1) /L - π/Lπ/Lπ (N - 1) /L}   .

x1xM为玻色子的坐标, 而 xM + 1xN为N -M个费米子的坐标。将所有粒子的坐标 xi按由小到大的

序列排列, 即0 £ xQ1
£ xQ2

£ £ xQN
£ L, yi为坐标xi在序列中出现的位次序, 即yi =Q-1(i )。为了后续表述的方便

设 zi = xQi
, 绝对零度下处于T-G区域的玻色-费米混合气体的多体波函数为 [23]

Ψ ( z1z2zN; ŷ) = 1

( )N -M !M!LN N M
det [eiki zj ]det é

ë
êêêêe

i
2π
N
κi yjù

û
úúúú ( - 1) y   . (2)

而在有限低温下 Ef /γ TEf [这里 γ =mg/ℏ2n, Ef = (nπℏ) 2
/2m, 而在T-G原子气区域 γ 1], 系统将处于自旋

无序状态[26,27], 忽略波函数轨道自由度激发, 只考虑自旋自由度激发。自旋自由度激发态的数目与系统玻色

子数目对应, 自旋波矢量κ的选择范围将扩大至 K̂ = {κ iÌ {1N}κ i < κ j for i < j}[25], 自旋激发态的单粒子能

量为

ε (κ ) = 4Ef

3γ (cos
2πκ
N

- 1)   . (3)

最低的能级对应κ =N/2, 随着激发态数目的增加, 自旋波矢量κ =N/2附近的量子态也将被占据。体系最小能

量态对应的波函数“轨道”部分的波矢ki将变为

{2π
L ( -N/2 +D/N )  2π

L ( -N/2 + 1 +D/N )  
2π
L (N/2 - 1 +D/N )}   ,

式中D =∑
i = 1

M

κ i mod N由系统的边界条件限定给出。

2 绝对零度下处于T-G原子气区域的玻色-费米混合气体的关联函数

处于位置x1和x2两个玻色子的空间两体关联函数定义为

Gb( x1x2 ) =M (M - 1) ∫ψ*( x1x2x3xN)ψ ( x1x2x3xN)dx3dxN   , (4)

这个关联函数反应了位置 x1和 x2均可探测到玻色子的联合概率分布。利用上节中的多体波函数, 首先研究

绝对零度下处于T-G原子气区域的玻色-费米混合气体的空间关联函数特点。 如果直接按照(2)和(4)式计

算, 需要对N - 2个粒子的坐标在不同区间[0x1 ), (x1x2 )或 (x2L]做积分, 且这样的积分运算要做 (N!) 2
次, 显
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然这样的计算是非常复杂和耗时的。利用该量子体系波函数的高度对称特点和行列式的计算规律, 本文将

复杂难算的多体波函数的空间关联函数转化为若干容易计算的矩阵行列式, 在此基础上对玻色-费米混合气

体的玻色-玻色、费米-费米两体空间关联函数进行了详细的计算和分析。

将绝对零度下的多体波函数代入(4)式可得

Gb( x1x2 ) =∑
ŷ
∫ 1

( )N -M !(M - 2)!LN N M
det [ ]eiki zj det é

ë
êêêê ù

û
úúúúe

i
2π
N
κi yj det [ ]e-iki zj  ́det é

ë
êêêêe

-i
2π
N
κi yjù

û
úúúú dx3dxN   .

对于一组x1xN按大小顺序排列, 假设x1 = zd1
 , x2 = zd1

 , 即y1 = d1, y2 = d2 , 再考虑关联函数中对整个空间

积分和各种排列次序求和的运算, 可按照如下方式计算关联函数

Gb( x1x2 ) = 1

( )N -M !( )M - 2 !LN N M∑
d1d2

I (d1d2 ; x1x2 ) S b( )d1d2    , (5)

式中 I (d1d2 ; x1x2 )是与波函数 “轨道” 部分相关的函数, 可表示为

I (d1d2 ; x1x2 ) = ∫det [eiki zj ]det [ ]e-iki zj dx3dxN   , (6)

而S b(d1d2 )则是与波函数 “自旋” 部分相关的函数, 可表示为

S b(d1d2 ) =∑
ŷ

det é
ë
êêêêe

i
2π
N
κi yjù

û
úúúú det é

ë
êêêê ù

û
úúúúe

-i
2π
N
κi yj    . (7)

下面分别计算 I (d1d2 ; x1x2 )和Sb(d1d2 )两个函数, 最后再分析绝对零度下该量子体系关联函数特性。

2.1 I (d1d2 ; x1x2 )的计算

利用Vandermonde公式可以得到

det [eiki zj ] = e-iπ ( )N - 1 ( )z1 + z2 + + zN det [ei2π ( )l - 1 zj ] = e-iπ ( )N - 1 ( )z1 + z2 + + zN∏
j1 < j2

( )ei2πzj2 - ei2πzj1  这里 l = {1N}。除去位于 x1

和x2两点处的粒子, 其他N - 2个粒子的坐标位置重新按大小顺序排列并设为 t1t2tN - 2, 排列顺序设为

0 £ t1 £ t2 £ £ td1 - 1 £ x1 £ td1
£ £ td2 - 2 £ x2 £ td2 - 1 £ £ tN - 2 £ L   ,

再将行列式det [eiki zj ]结果代入(6)式, 并展开其中的行列式可得

I (d1d2 ; x1x2 ) = || ei2πx1 - ei2πx2
2

(d1 - 1)!(d2 - d1 - 1)!(N - d2 )! ∫ tiÌ T
∑

PÎ SN - 2

∑
P′Î SN - 2

(-1)P (-1)p' ´

                                  ∏
i = 1

N - 2

ei2π ( )( )Pi - 1 - ( )P′i - 1 ti| ei2πti - ei2πx1 |2| ei2πti - ei2πx2 |2
dti   . (8)

因不同 ti积分区间有所不同, 为方便下面的数学处理, 定义如下几个分段函数

f 1( x1x2 ; t ) = ì
í
î

ïï
ïï

|| ei2πt - ei2πx1
2 || ei2πt - ei2πx2

2
   t < x1

0         t > x1

   ,

f 2( x1x2 ; t ) = ì
í
î

ïï
ïï

|| ei2πt - ei2πx1
2 || ei2πt - ei2πx2

2
   x1 < t < x2

0          t < x1 t > x2        
   ,

f 3( x1x2 ; t ) = ì
í
î

ïï
ïï

|| ei2πt - ei2πx1
2 || ei2πt - ei2πx2

2
    t > x2

0         t < x2

   ,
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于是 I (d1d2 ; x1x2 )可以表达为

I (d1d2 ; x1x2 ) = || ei2πx1 - ei2πx2
2

(d1 - 1)!(d2 - d1 - 1)!(N - d2 )! ∑PÎ SN - 2

∑
QÎ SN - 2

(-1)P (-1) p' ´

                                     ∏
i = 1

d1 - 1∫
0

1

ei2π ( )Pi -P′i ti f 1( )x1x2ti dti∏
i = d1

d2 - 2∫
0

1

ei2π ( )Pi -P′i ti f 2( )x1x2ti dti ∏
i = d2 - 1

N - 2 ∫
0

1

ei2π ( )Pi -P′i ti f 3( )x1x2ti dti , (9)

上述公式中的求和以及积分运算依然难以计算, 按照参考文献[23]的处理方法, 引入相位φ1和φ2可将以上公

式简化为 (在后面的计算中将反复使用这一计算技巧)

I (d1d2 ; x1x2 ) = || ei2πx1 - ei2πx2
2

( )N - 2 !
∑

P

( - 1) P∫
0

2π∫
0

2π dφ1

2π
dφ2

2π
e-i(d1 - 1)φ1e-i(d2 - d1 - 1)φ2 ´

∑
P′Î SN - 2

(-1)P′∏
i = 1

N - 2∫
0

1

ei2π ( )Pi -P′i ci[ ]eiφ1 f 1( )x1x2ci + eiφ2 f 2( )x1x2ci + f 3( )x1x2ci dci   . (10)

这里利用 ∫
0

2π

einφdφ只有当 n = 0时才不等于零, 考虑积分运算 ∫
0

2π∫
0

2π dφ1

2π
dφ2

2π
e-i(d1 - 1)φ1e-i(d2 - d1 - 1)φ2 ´ [] , 因此

[]展开项中只有 eiφ1 f 1( x1x2ti)连乘 d1 - 1次、eiφ2 f 2( x1x2ti)连乘 d2 - d1 - 1次、f 3( x1x2ti)连乘N - 2 - d2

次的结果积分后才不为零 , (9)式第二行展开式计算结果与 (10)式相应连乘结果相同的重复度是

( )N - 2 !

( )d1 - 1 !( )d2 - d1 - 1 !( )N - d2 !
, 因此(10)式与(9)式的计算结果完全相同。对于(10)式, 第二行的积分部分可以

写成矩阵形式, 再考虑所有排列P的求和, 于是得到

I (d1d2 ; x1x2 ) = | ei2πx1 - ei2πx2 |2∫
0

2π∫
0

2π dφ1

2π
dφ2

2π
e-i(d1 - 1)φ1e-i(d2 - d1 - 1)φ2 ´

det

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

úc0( )φ1φ2 c1( )φ1φ2  cN - 3( )φ1φ2

c-1( )φ1φ2 c0( )φ1φ2  cN - 4( )φ1φ2

   
c-(N - 3)( )φ1φ2 c-(N - 4)( )φ1φ2  c0( )φ1φ2

   , (11)

其中

cj(φ1φ2 ) = ∫
0

1

ei2πjti[eiφ1 f 1( x1x2ti) + eiφ2 f 2( x1x2ti) + f 3( x1x2ti) ]dti   .

2.2 S b(d1d2 )的计算

计算除去 x1和 x2点对应的排序 d1和 d2, 其余M - 2个玻色子的位置次序按大小顺序排列并重新标记为

l1lM - 2 , 于是将S b(d1d2 )表达式(7)中行列式展开并整理得到

S b(d1d2 ) =∑
ŷ

det é
ë
êêêêe

i
2π
N
κi yjù

û
úúúú det é

ë
êêêê ù

û
úúúúe

i
2π
N
κi yj =∑

ŷ

|
|
|||| e

i
2π
N

d2 - e
i

2π
N
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|
|
||||

2

´

                                           det é
ë
êêêêe

i
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N

(l - 1)ljù
û
úúúú det é

ë
êêêêe

-i
2π
N

(l - 1)ljù
û
úúúú∏

i = 1

M - 2|
|
|||| e

i
2π
N
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i

2π
N

d1
|
|
||||

2|
|
|||| e

i
2π
N

li - e
i

2π
N

d2
|
|
||||

2

   , (12)

假设 l1lM - 2与d1d2为如下排列顺序: 1 £ l1 < < lr1 - 1 < d1 < lr1 < < lr2 - 1 < d2 < lr2 < < lM - 2 £N, 

则有
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S b(d1d2 ) = (N -M )!(M - 2)!
(r1 - 1)!(r2 - r1 )!(M - 1 - r2 )!

S b(d1d2 ; r1r2 )   , (13)

式中

S b(d1d2 ; r1r2 ) = |
|
|||| e

i
2π
N

d2 - e
i

2π
N

d1
|
|
||||

2 ∑
QÌ SM - 2

∑
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( )-1
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                                  ∏
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Pi ∏
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i = r2
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Pi    , (14)

而其中
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(( )Pi - 1 - ( )P′i - 1 )ti
|
|
|||| e

i
2π
N

ti - e
i

2π
N

d1
|
|
||||

2|
|
|||| e

i
2π
N

ti - e
i

2π
N

d2
|
|
||||

2

   
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(( )Pi - 1 - ( )P′i - 1 )ti
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|
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|
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   .

再考虑各种其他排列的可能性, 对 r1和 r2的各种可能情况求和可得

S b(d1d2 ) =∑
r1r2

(N -M )!(M - 2)!
(r1 - 1)!(r2 - r1 )!(M - 1 - r2 )!

S b(d1d2 ; r1r2 )   ,
引入相位因子φ1和φ2 , 可将S b(d1d2 ; r1r2 ) 转化为

S b(d1d2 ; r1r2 ) = (r1 - 1)!(r2 - r1 )!(M - 1 - r2 )!
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i
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úc ( )φ1φ211 c ( )φ1φ221  c ( )φ1φ2M - 21

c ( )φ1φ212 c ( )φ1φ221  c ( )φ1φ2M - 22
   

c ( )φ1φ21M - 2 c ( )φ1φ22M - 2  c ( )φ1φ2M - 2M - 2

   , (15)

式中: c (φ1φ2jl ) = eiφ1c1(d1d2jl ) + eiφ2c2(d1d2jl ) + c3(d1d2jl )。将(15)式中的行列式按照 eiφ1 和 eiφ2 的幂

级数展开得到det [c (φ1φ2jl ) ] =∑
mn

fmne
imφ1einφ2, 于是得到

S b(d1d2 ; r1r2 ) = (r1 - 1)!(r2 - r1 - 1)!(M - 2 - r1 - r2 )!
|
|
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i
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i

2π
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|
|
||||

2

f
(r1 - 1) ( )r2 - r1 - 1

   , (16)

再将结果代入(15)式可得

S b(d1d2 ) = (N -M )!(M - 2)!
|
|
|||| e

i
2π
N

d2 - e
i

2π
N

d1
|
|
||||

2∑
r1r2

f
(r1 - 1) ( )r2 - r1 - 1

   . (17)

由于∑
r1r2

f
(r1 - 1) ( )r2 - r1 - 1

= det [c (00jl ) ] , 可以得到

S b(d1d2 ) = (N -M )!(M - 2)!
|
|
|||| e

i
2π
N

d2 - e
i

2π
N

d1
|
|
||||

2

det [c (00jl ) ]   . (18)

2.3 关联函数结果分析

图(1)~(3)展示了不同参数条件下玻色-费米混合气体绝对零度下的玻色-玻色关联函数图样。玻色-玻色
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关联图样呈现出对称的平台状结构, 平台上还具有波浪状的条纹结构, 且一侧平台上波峰数目与玻色子的数

目有关为M - 1。由于系统的周期性边界条件和波函数的交换对称性导致最后的关联结果取决于两点之间

的距离即G ( x1x2 ) G (| x1 - x2 | )。两个平台中间的深沟状结构是由于当 x1 = x2时G ( x1x2 ) = 0, 这是因为在

T-G原子气区域粒子间强排斥相互作用将禁止两个粒子相互靠近所致。由于没有其他势阱束缚, 所有粒子

在[0L]区间的分布是均匀的。关联图样中的平台状结构也证明: 除了两个粒子不能相互靠近以外, 两个粒子

同时处于两个位置x1 x2的概率是相当的。对于均匀分布于[0L]区间的M个玻色子粒子, 再考虑周期性边界

条件, 则在两个粒子相距L/M 2L/M (M - 1) L/M处同时探测到两个粒子的概率较大, 即为关联图样平台

上的M-1条条纹。而关联图样中间深沟的宽度与波函数的构成有关, 按(2)式在绝对零度下应直接取决于总

粒子以及关联粒子的数目。

还可以从图1~3中观察到在绝对零度下处于T-G原子气区域的玻色费米混合气体中, 费米子数目对于系

统玻色-玻色关联函数图样的影响。在图1中, 当玻色子数目固定为M = 5时, 随着总粒子数目从N = 6增加至

N = 30, 玻色-玻色关联图样始终呈现出对称的平台状结构, 一侧平台上波动条纹数目也始终保持为M - 1。

图 2和图 3分别展示了固定总粒子数目N和具有固定费米子数目N -M两种情况下的玻色-玻色关联图样。

关联图样始终呈现出对称且具有平移不变性的平台结构, 且一侧平台上波峰数目与玻色子的数目有关。只

是当玻色子数目较多时, 平台上的波浪条纹结构已经不能分辨。随着玻色子数目的增多, 关联函数的平台区

域不断扩大, 两个平台中间的间隔也不断收窄。

计算结果揭示了绝对零度下在T-G原子气区域的玻色-费米混合气体中, 对于固定玻色子数目的系统, 

费米子的数目对玻色子空间关联函数图样影响不大。从数学计算角度分析, 根据(11)式关联函数轨道部分

I (d1d2 ; x1x2 )的计算结果与总粒子数目N有关, 而与玻色子数目M无关; 而自旋部分 S b(d1d2 )与总粒子数

目N和玻色子数目M均有关。如图2所示, 固定总粒子数目的玻色-玻色关联函数的研究结果表明: 在绝对零

度下玻色费米混合气体的多体波函数的自旋自由度部分对于关联函数的最终图样影响较大。

图1　 玻色子数目固定为M = 5, 绝对零度下处于T-G原子气区域的玻色-费米混合气体在不同费米子数目情形下的玻色-玻色

关联函数图样: (a) N = 6; (b) N = 8; (c) N = 10; (d) N = 12; (e) N = 20; (f) N = 30

Fig. 1　 Zero-temperature Bose-Bose correlations of Bose-Fermi mixture with fixed 5 bosons (M = 5) in T-G regime. In the 

numerical evaluations, N is taken as (a) N = 6; (b) N = 8; (c) N = 10; (d) N = 12; (e) N = 20; (f) N = 30
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图2　 总粒子数目固定为N = 10 [(a)~(c)]和N = 20 [(d)~(f)], 绝对零度下处于T-G原子气区域的玻色-费米混合气体在不同玻色

子数目情形下的玻色-玻色关联函数图样。 (a) M = 3; (b) M = 5; (c) M = 7; (d) M = 3; (e) M = 5; (f) M = 7

Fig. 2　 Zero-temperature Bose-Bose correlations of Bose-Fermi mixture with fixed 10 particles [(a)-(c)] and 20 particles [(d)-(f)] in 

T-G regime. In the numerical evaluations, M is taken as (a) M = 3; (b) M = 5; (c) M = 7; (d) M = 3; (e) M = 5; (f) M = 7

按照玻色子同样的研究思路, 可以得到费米-费米关联函数的表达式。结果表明在绝对零度情形下, 费

米子的关联函数与玻色子的计算结果在相同关联粒子和总粒子数目的情况下是一致的, 即当总粒子数目N

一定时, M玻色子的关联结果和M个费米子的关联结果一致。在一维空间, 粒子不能互相跨越交换位置, 因

此空间关联函数并不能体现费米子与玻色子统计行为上的差异。

图3　 费米子数目固定为N -M = 15, 绝对零度下处于T-G原子气区域的玻色-费米混合气体在不同玻色子数目情形下的玻色-

玻色关联函数图样。(a) M = 3; (b) M = 5; (c) M = 7; (d) M = 9; (e) M = 11; (f) M = 13; (g) M = 15; (h) M = 17

Fig. 3　 Zero-temperature Bose-Bose correlations of Bose-Fermi mixture with fixed 15 fermions (N -M = 15) in T-G regime. In the 

numerical evaluations, N is taken as (a) N = 8; (b) N = 10; (c) N = 12; (d) N = 14; (e)N = 20; (f) N = 30

3 有限温度下处于T-G原子气区域玻色费米混合气体的关联函数

以上绝对零度下的关联函数只适用于温度处于区间TEf /γEf 的情形。下面将着重研究处于温度

Ef /γ TEf这一“自旋无序”的温度区间、T-G原子气区域的玻色-费米混合系统的关联函数特性。已有的

研究表明处于这一温度区间的玻色-费米混合量子系统展现出诸多有趣的物理性质[24,25]。

首先计算有限温度下的费米-费米关联函数
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Gf( xN - 1xN; T ) = ( )N -M ( )N -M - 1
Z ∑κiÌ K̂

e
-∑

i

ε ( )κi /T∫ψ*(κ1κM ; x1xN - 1xN) ´
ψ (κ1κM ; x1xN - 1xN)dx1dxN - 2   , (19)

式中的分母部分为系统的配分函数, 可引用相位因子θ转化如下方式计算

Z =∑κiÌ K̂
e
-∑

i

ε ( )κi /T

= ∫
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2π

e-iMθ dθ
2π∏κ = 1

N
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于是可得
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式中
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采用与前面绝对零度下的关联函数类似的处理方法, 可以得到

S f(κ1κM ; d1d2 ) =∑
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而其中Sf(κ1κM ; d1d2 ; r1r2 )可以通过引入相位因子变成矩阵行列式的形式
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式中
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将(28)式代入(26)式, 可以得到
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。再次引入相位因子θ, 可将上式转换为
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   . (30)

利用(23)式和(30)式, 图4给出了不同粒子数目情形下的玻色-费米混合气体在不同温度下的关联函数图

样。在有限低温下, 系统的量子关联函数始终还是呈现出对称分布的平台结构, 但平台上波动条纹的数目将

图4　 有限低温下处于T-G原子气区域的玻色-费米混合原子气体在不同粒子数目情形下的费米-费米关联函数Gf( xN - 1xN; T )
图样。图(a)~(d)为当N = 10 M = 7时量子体系在温度T分别为0.1Tγ , 0.5Tγ , 2Tγ , 5Tγ (Tγ = 4Ef /3γ)四种情况下的关联函数的三维

图样。图(e)、(f)为关联函数沿斜对角线的取值Gf( xN - 1 - xN; T ), 除温度外其他参数取值如下:

 (e) N = 10 M = 3; (f) N = 20 M = 17; (g) N = 20 M = 13

Fig. 4　 Finite-temperature Fermi-Fermi correlation Gf( xN - 1xN; T ) of Bose-Fermi mixture in T-G regime. The four plots in the top 

row [(a)-(d)] give the fermi-fermi correlations for N = 10M = 7 with temperatures T taken as 0.1Tγ, 0.5Tγ, 2Tγ, 5Tγ (Tγ = 4Ef /3γ)

respectively. The three plots [(e), (f)] in the bottom row display the finite temperature fermi-fermi correlations along the diagonal line 

Gf( xN - 1 - xN; T ) for various temperature and (e) N = 10 M = 7; (f) N = 20 M = 17; (g) N = 20 M = 13
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不再仅仅只与关联粒子数目有关, 平台上的波动条纹数目随着温度的增加逐渐增多。这表明在有限温度下, 

玻色子的数目对费米子空间关联函数图样影响较大, 随着温度提升, 玻色子数目对费米子关联结果的影响也

将越显著。根据公式(25), 对于N固定的情况下关联函数波函数轨道部分贡献的 I ( xN - 1xN; d1d2 )相同, 温度

导致的变化还是主要来自波函数自旋部分的变化。在绝对零度下自旋波矢量 κ只占据最低的M个能态, 而

随着温度的提升参与到关联函数中自旋波矢量 κ的数目增多, 导致关联函数图样中波动条纹数目的增加。

根据公式(30), 随着温度的提升, f (κ i)的差异将变小, 当 f (κ i)的取值趋于一致时, 根据行列式的计算规律可

以得到

S f(d1d2p ; T ) ® (N -M - 2)!M!(N - 2)M
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
1 +C M - 1

N ∑
k = 1

N || eikd1 + eikd2
2

( )N - 2
2

+

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

+C M - 2
N ∑

k = 1

N∑
p = 1

N || eikd1 + eikd2
2 || eipd1 + eipd2

2

( )N - 2
4

+    . (31)

在上述情形下公式求和部分是与 d1 和 d2 无关的常数, 于是所有的 S f(d1d2p ; T )计算结果均将趋于一个常

数。这样根据(25)式, 随着温度的提升最终Gf( xN - 1xN; T ) ®∑
d1d2

I ( )xN - 1xN; d1d2 , 关联函数图样只取决于波

函数空间部分的贡献, 波动条纹数目也将取决于总粒子数目而非关联粒子数目。

按照上述同样的思路可以计算有限温度下玻色-玻色关联函数, 其结果与相同参与关联的粒子数目和总

粒子数目下的玻色-玻色关联函数图样完全一致, 结果表明有限温度下的空间关联函数也不能体现出玻色和

费米子统计性质上的差异。

4 结 论

详细分析了一维强相互作用的玻色-费米混合气体的空间关联特性。在理论推导公式基础上, 详细分析

了绝对零度和有限低温下处于T-G原子气区域的玻色-费米混合气体的空间关联函数特点。计算与分析表

明绝对零度下玻色-玻色关联图样与费米-费米关联图样呈现出对称且具有平移不变性的平台结构, 且一侧

平台上波峰数目为参与关联的粒子数目减一。计算结果还揭示了绝对零度下在T-G原子气区域的玻色-费

米混合气体中, 对于固定玻色子(玻色子)数目的系统, 费米子(玻色子)的数目对玻色子(费米子)空间关联函数

图样形状和图样中的条纹数目影响不大。另外在一维空间粒子不能互相跨越交换位置, 因此空间关联函数

并不能体现费米子与玻色子统计性质上的差异, 相同的关联粒子数目条件下, 费米子与玻色子的关联图样没

有差别。与绝对零度下情形不同, 有限低温下费米子(玻色子)的数目对玻色子(费米子)空间关联函数影响较

大。在有限低温下, 系统的量子关联函数始终还是呈现出对称分布的平台结构, 但平台上的波动条纹数目随

着温度增加而逐渐增多。随着温度的提升, 波动条纹数目也将取决于总粒子数目而不是关联粒子数目。结

果还表明在有限温度下的空间关联函数也不能体现出玻色子和费米子统计性质上的差异。
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