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摘　要：多台激光跟踪仪组成的测量系统能够得到高精度的坐标观测值，在加速器准直工程领域应用

十分广泛。该系统需要自标定仪器中心的距离，目前基于球面拟合的自标定方法虽然测量效率较高，

但是其精度有限。为了提高其精度，分析基于拟合的自标定方法精度较低的主要原因，提出了基于三

角形结构的自标定方法，定量对比了新方法和基于球心拟合方法的精度。新方法建立非线性误差模型

进行参数迭代求解，能够应用于激光跟踪仪的三维自标定。通过模拟仿真和实测实验，证明了该方法

比基于球心拟合的自标定方法在精度上有了大幅度提升。文中算法无需增加额外设备，改进了原先基

于球心拟合方法并提高其自标定精度，具有一定的工程应用价值。
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0    引　言

由于在测量精度、测量范围和便携性等方面具有

明显优势，激光跟踪仪在粒子加速器准直工程 [1-2] 和

大尺度工业测量[3−4] 等精密测量领域中起着不可替代

的作用。因为激光跟踪仪的测距误差远小于其测角

误差 [5−6]，可以采用多台激光跟踪仪组成一个测量系

统[7]，只使用其中的边长观测值解算目标点的三维坐

标。该系统舍弃精度较低的角度测量值，能够得到高

精度的坐标测量值。

在建立多台激光跟踪仪测量系统时，需要进行自

标定过程，即确定不同激光跟踪仪仪器中心之间的距

离，才能进一步测量目标点的三维坐标。张国雄

等[8−9] 率先对基于相对距离的四路激光跟踪系统展开

自标定和布局相关方面的研究，该研究不适用于目前

广泛使用的绝对测距激光跟踪仪，在应用上具有一定

的局限性。胡进忠等 [10−11] 建立了基于绝对测距式激

光跟踪仪的多边测量系统，并证明直角正四面体布局

是该坐标测量系统的最佳布局，该理论在文献 [12]也

有体现。

一种常见的自标定方法是两台仪器通过测量公

共点，使用边长观测值反算出仪器中心之间的距

离[7]。该方法虽然能实现较高的精度，但是测量若干

公共点的过程显著增加工作量，在粒子加速器隧道等

通视条件不好的情况下，公共点的布局和观测也存在

诸多限制[13]。相较基于公共点方法而言，基于球面拟

合的方法的测量效率更高。其具体流程为：将带靶球

的夹具固定在目标激光跟踪仪上，转动目标仪器的同

时使用照准激光跟踪仪观测，得到不同位置的靶座

坐标，进行球面拟合，通过球心坐标反算出两个激光

跟踪仪中心的距离 [14]。该方法无需公共点，操作便

捷，对测量环境的要求不高，然而该方法需要使用照

准激光跟踪仪上精度较低的角度观测值，并且距离越

远，角度误差带来的影响越大。实验中与标准尺的绝

对偏差大于 20 μm，难以满足加速器准直测量工程中

微米量级精度的需求，因此该方法在应用中具有一定

局限性。

为了解决基于球面拟合的自标定方法精度不高
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的问题，文中提出了一种基于三角形结构的高精度激

光跟踪仪自标定方法。该方法使用带有靶座的目标

跟踪仪角度测量值，配合照准激光跟踪仪的高精度距

离观测值，通过三角形的结构建立非线性平差模型，

迭代求解得到高精度的自标定距离。最后通过二维

模拟实验和三维实测实验与基于球面拟合的方法进

行比较，验证了文中算法的精度方面具有明显的优势。 

1    激光跟踪仪自标定方法
 

1.1   基于球面拟合的自标定方法

激光跟踪仪具有偏摆和俯仰两个互相正交的转

轴，两个转轴交点就是激光跟踪仪的中心点。基于该

正交结构，何俊等[14] 设计了一个带有螺纹靶座的夹具

固定在目标激光跟踪仪上，夹具上面的靶球在以目标

激光跟踪仪中心为球心的球面上运动。另一台照准

激光跟踪仪观测靶球得到其坐标，通过球面拟合算法

实现两台激光跟踪仪的自标定。
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θ = ∠BAP P
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对该模型进行简化，分析其自标定过程的误差影

响因素。假设照准跟踪仪 和目标跟踪仪 处于同一

平面，其俯视图如图 1所示，仪器 上靶座记为 。

、 和 之间的距离分别记作 、 和 。激光跟

踪仪 只旋转其竖轴，固定在仪器上的靶座 在一个

圆上运动。照准激光跟踪仪通过测量长度 和角度

，转换得到 的坐标。转动竖轴得到若干个

靶座的坐标，通过圆拟合算法[15] 得到仪器 中心点坐

标，进而计算出自标定的估计值 。
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图 1  二维空间自标定示意图

Fig.1  Diagram of the self-calibration in 2D space
 

d = 5 m

1.6′′

P

P

假设两台激光跟踪仪的距离 ，激光跟踪仪

的距离角度误差分别为 0.5 μm/m和 ，距离和角度

观测值对 点的误差分别为 2.5 μm和 36.3 μm，符合

激光跟踪仪测距误差远大于测角误差的特点。受到

测角误差的影响， 点的不确定度大于 30 μm。该角

度带来的误差会累积到后续流程中，导致其精度远低

于基于公共点的自标定方法。 

1.2   基于三角形结构的自标定方法 

1.2.1    定量误差分析

A

B

BP β l β

BP

s = 0.2 m β P

β l

P

d

P

上述过程分析了基于球心标定方法的主要误差

来源。两台激光跟踪仪自标定的过程和一般的球面

拟合[16] 有所不同，除了照准跟踪仪 有距离和角度观

测值，目标跟踪仪 也存在角度观测值，如图 1中

方向和初始方向的夹角 。若使用观测值 和 进

行标定，定性分析其误差情况。 的距离较短，如

，对应角度 对 点造成的误差为 1.5 μm。将

角度观测值 结合高精度的距离测量值 进行数据处

理，能够有效减小 点的定位误差。需要注意的是，

文中关注的是高精度标定两台激光跟踪仪的距离 ，

因此没必要求出 点的具体坐标。下面将通过三角形

的结构关系建立函数模型进行自标定。 

1.2.2    模型解算

l β APB

A

α

边长观测值 和角度观测值 在三角形 中满

足余弦定理，该三角形结构提供了多余观测，由此建

立函数模型。由于初始方向可能不完全指向仪器 ，

存在一个很小的偏差 ，那么余弦定理可以表达为：

l2−d2− s2+2sd cos(β−α) = 0 (1)

l β d s α

s

式中： 和 为观测值； 、 和 为待估参数。若长度

提前标定得到，那么将视为一个已知值，下述分析依

旧将其视为未知量进行平差。

n > 3

(li,βi) (i = 1,2, · · · ,n) y =[
l1 l2 · · · ln β1 β2 · · · βn

]T
x =
[

d s α
]T

y

e

该模型待估参数的数量为 3，需观测 组边

角 观 测 值 组 成 观 测 向 量

，待估参数组成

向量 ，那么考虑到 对应的观测误差

，根据公式 (1)建立非线性高斯赫尔默特模型：

f (e, x) = g (y− e, x) = 0 (2)

其中，观测值的随机模型为：

e ∼ N
(
0,σ2

0Q
)

(3)

σ2
0 Q

e0 x0

式中： 为单位权方差； 为观测值的协因数矩阵。

公式 (2)在 和 进行泰勒展开，得到线性化后的误

差模型[17]：

Ae+Bdx+w = 0 (4)
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A =
∂ f
∂eT

∣∣∣∣∣ e0 ,x0

B =
∂ f
∂xT

∣∣∣∣∣ e0 ,x0 w = f
(
e0, x0)− Ae0

dx̂

ê

式中 ：矩阵和向量的表达式具体为 ；

； 。通过拉格朗日乘数

法，在最小二乘准则下求得待估参数的改正数 和残

差向量估计值 分别为[18−20]：

dx̂ =
(
BT
(
AQAT

)−1
B
)−1

BT
(
AQAT

)−1
w (5)

ê = QAT
(
AQAT

)−1
(w−Bdx̂) (6)

x0
i+1 = x0

i +dx̂

i

ε ∥dx∥ < ε

该模型是一个非线性模型，因此需要进行迭代求

解。每次迭代中待估参数向量通过 进行

更新，其中下标 表示迭代次数。设置一个极小的阈

值 ，当 时结束迭代，得到自标定的结果。 

1.2.3    参数初值和模型定权

s d

l s d =
√

x2
B+ y2

B

d =min(l)+ s B A

α = 0

非线性模型的迭代求解过程需要一个比较准确

的初值。对于文中自标定模型，通过圆拟合方法或者

标定方法得到 的初值 ； 的初值可以通过仪器 B

的中心在仪器 A 坐标系下的坐标或者使用最短的

距离观测值 和半径 相加得到 ，即 或

；将仪器 指向 时的方向记为初始方

向，角度初始值 。

0.75′′

该模型涉及角度和边长两种观测值，需要两种观

测值之间的权重比例，目前激光跟踪仪的方差分量已

有较为系统的研究[21-22]，可以采用方差分量估计的方

法进行定权。文中直接采取粒子加速器准直工程中

的已有结果[23]，分别取 和 16 μm作为角度和距离

观测值的单位权误差。 

1.2.4    三维空间模型

ABP

BA

BP BA β1 β2

∠APB

在三维空间内，三角形 依旧满足余弦定理，

但是对应的角度有一定的变化。如图 2所示 ( 方

向不用满足水平要求 )，激光跟踪仪度盘读取的是

靶点方向和 仪器方向的水平角 和竖直角 ，

由空间几何关系可知 满足：

cos∠APB = cosβ1 cosβ2 (7)

三维空间内，余弦定理仍然是成立的。考虑到初

试对准时存在偏差，公式 (1)在三维空间上变化如下

非线性模型：

l2−d2− s2+2sd cos(β1−α1)cos(β2−α2) = 0 (8)

α1 α2

B A

n > 4 β1 β2 l

式中： 和 均为待估参数，分别代表初始瞄准时的

水平角度和竖直角度偏差。其作业流程为激光跟踪

仪 初始指向仪器 ，转动激光跟踪仪，在观测了

组水平角度 、竖直角度 和长度 后，通过建立

函数模型 (8)进行平差求解，得到自标定结果。
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β
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β
2

 

图 2  空间角度关系示意图

Fig.2  The relationship between different angles
  

2    实验与分析

上述过程围绕两台激光跟踪仪中心的自标定展

开，当需要构建多站测量系统时，可以借鉴文献 [14]

中的转站方案，将靶球进行转到不同激光跟踪仪上重

复上述方法，即可实现系统的标定。在实验部分，针

对两台激光跟踪仪的自标定方法，设计了二维模拟实

验和三维实测实验，与传统基于球心拟合的方法进行

比较，验证文中算法的有效性。 

2.1   模拟仿真

(0,0) A

(3,4) B d̄ = 5 m
B s̄ = 0.2 m

P B

4◦

α β

l

1.6′′

d̂ δ = d̂− d̄

如图 3所示，假如两个激光跟踪仪处于同一水平

面，模拟圆心位置为 的激光跟踪仪 扫描圆心位

置为 的激光跟踪仪 ，对应真值 ，靶球到

跟踪仪 的距离设置为 。为了保证靶点的可

通视性，设置点 相对于仪器 的方位范围为 180°~

270°。扫描间隔为 ，共计得到 22个靶点的真值。

通过直角坐标和极坐标的转换，能够得到角度 、 和

长度 的真值。在真值的基础上分别添加标准差为

和 0.4 μm+0.3 μm/m的正态随机误差，得到激光

跟踪仪的观测值。为了较小偶然误差的影响，重复实

验 100次，分别采用以下两种方案估计两台激光跟踪

仪的距离 和真值之间的偏差 。
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图 3  模拟实验示意图，其中激光跟踪仪 B 半径扩大 10 倍

Fig.3  Diagram  of  the  simulated  experiment,  where  the  radius  of  laser

tracker B increases 10 times
 

Scheme 1：传统的基于球心拟合的方法；

ε = 10−10

Scheme 2：文中基于三角形结构的标定方法，其

中迭代阈值设置为 。

δ

MAX (δ) MEAN (δ)

RMS E (δ)

100次实验中，标定距离的偏差 如图 4所示，

表 1统计计算了 100次实验中其最大绝对偏差

、平均绝对偏差 和偏差的均方根误

差 ，其计算公式为：

MAX (δ) = max (|δ|) (9)

MEAN (δ) =
100∑
i=1

|δi|
/

100 (10)

RMSE (δ) =

√√
100∑
i=1

δ2
i

/
10 (11)

从图 4中可以看出，传统基于圆拟合的方法存在

明显大于 20 μm的标定偏差，而基于三角形的结构的

方法大部分标定误差小于 10 μm，文中算法对应的蓝

线更加靠近零偏差基准。从表 1中定量对比可以看

出，文中算法最大绝对偏差、平均绝对偏差和均方根

误差仅为 Scheme 1的 28.32%、20.46%和 20.98%，直

接反映了文中算法在精度方便的优势。

进一步探究标定精度和扫描点数之间的关系。

保持上述实验中其他设置不变，扫描点数从 10增加

到 40，每组实验均重复 100次，其中偏差的均方根误

差和扫描点数的关系如图 5所示。从图中可以看出，

在不同扫描点数下，文中算法在精度上仍然具备明显

的优势；点的数量增加能进一步提高两种方法的精

度，其中基于圆拟合方法随着扫描点数量增加，其精

度提升效果明显，可以在实践中采用增加冗余观测提

高该方法的精度；而文中方法的精度随着扫描点数目

略微增加，在工程中可以只测量 15~20个点，能够兼

顾自标定效率和精度。
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图 4  模拟实验中的自标定偏差

Fig.4  Bias of the self-calibration in the simulation

 
 

表 1  模拟实验中偏差的统计结果 (单位：μm)

Tab.1  Statistical  results  of  bias  in  the  simulation

experiments (Unit: μm)
 

Scheme 1 Scheme 2

MAX (δ) 23.85 84.21

MEAN (δ) 6.20 30.31

RMS E (δ) 7.73 36.84
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图 5  均方根误差和扫描点数关系图

Fig.5  Relationship  between RMSE  and  the  number  of  the  scanning

points
  

2.2   实测实验

在国家同步辐射实验室准直组的综合调试间进
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1.6′′

行实测实验，该环境恒温恒湿，符合激光跟踪仪的测

量条件。实验采用的两台徕卡 AT930激光跟踪仪，其

测距和测角精度分别为 0.5 μm/m和 ，设计了以下

三组实验方案。

Scheme 1：采用放置在铟钢四面体上的靶点作为

公共点，使用激光跟踪仪的距离观测值进行自标定，

如图 6(a)所示。

 
 

Target ball

Laser tracker

with target ball

(a)

(b)

Measuring

laser tracker

 

图 6  (a) 自标定的实验现场；(b) 带有靶球的激光跟踪仪

Fig.6  (a)  Experiment  site  of  self-calibration;  (b)  Laser  tracker  with

target ball
 

Scheme 2：保持激光跟踪仪位置不变，使用专用

的靶座将靶球固定到激光跟踪仪 B 上，如图 6(b)所

示。转动激光跟踪仪 B，使用仪器 A 进行扫描得到

15个球面点，拟合出球心，反算出自标定的距离。

Scheme 3：保持激光跟踪仪位置不变，只转动仪

器 B 的竖轴，在此过程中记录仪器 A 的距离测量值和

仪器 B 的角度测量值，得到 15对角度距离观测值，根

据公式 (8)建立函数模型求解参数。

d̂1 = 7 231.548 8 mm

d̂2 d̂3 d̂1

κ2 = d̂2− d̂1 κ3 = d̂3− d̂1

S T D
(
d̂i

)
MEAN (|κi|) i

Scheme 1通过 Spatial Analyzer (SA)软件解算得

到自标定的结果为 。该过程只涉

及了高精度的边长观测值，因此自标定的精度较高，

以此作为基准衡量 Scheme 2和 Scheme 3的偏差。改

变测量点位 ，重复 10次后两种方案 ， Scheme  2和

Scheme 3标定长度记为 和 ，其结果与 的差值分

别记为 和 。图 7为两种方案相

较于 Scheme 1的差值。表 2统计了自标定结果的标

准差 和平均绝对偏差 ，其中 取值

为 2或 3。
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图 7  10 次实验的差值结果

Fig.7  Difference results in ten experiments

 
 

表 2  自标定结果的统计结果 (单位：μm)

Tab.2  Statistical results of self-calibration (Unit: μm)
 

Scheme 2 Scheme 3

S T D
(
d̂i
)

7.37 2.44

MEAN (|κi |) 21.30 6.21
 

综合图 7和表 2可以看出，基于球面拟合的方法

偏差浮动较大，其标准差约为文中算法的 3倍，重复

精度较低。基于球面拟合的方法的平均绝对偏差为

21.30 μm，相较而言，文中算法相对于 Scheme 1的绝

对偏差的平均值仅为 6.21 μm。文中算法在三维自标

定中具有可行性，两个精度指标相较传统基于球拟合

的算法有着显著的提升。文中算法无需在空间中布
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设公共点，相较于 Scheme 1，能够在通视情况不好的

加速器隧道中进行自标定。 

3    结　论

文中提出了基于三角形结构的自标定方法，提高

了基于球面拟合自标定方法的精度。在相距 5 m的

激光跟踪仪自标定模拟实验，文中方法均方根误差为

7.73 μm，仅为基于球面拟合方法的 20.98%。同时，在

国家同步辐射实验室进行 10次重复实验，文中算法

的标准差和平均绝对偏差分别为基于球面拟合方法

的 33.11%和 29.15%，两个精度指标均有显著提高。

文中算法无需公共点即可完成激光跟踪仪之间的自

标定，在保证效率的基础上提高了测量精度，具有较

好的应用前景。
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A high-precision self-calibration method for laser tracker without
common points
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3. Laboratory for Ultrafast Transient Facility, Chongqing University, Chongqing 400044, China)

Abstract:　
 

Significance　 Because  the  distance  measurement  error  of  the  laser  tracker  is  much  smaller  than  the  angle
measurement  error,  a  high-precision  coordinate  measurement  system  composed  of  multiple  laser  trackers  is
widely used in large-scale space measurement. The system requires self-calibration before measurements, which
is a process that determines the distance between centers of different laser trackers. Although the method based on
common points can achieve higher accuracy, it has high requirements for the measurement environment and has a
high workload. Although the method based on sphere fitting is simple to operate, its self-calibration accuracy is
low. In general, it is difficult to balance measurement efficiency and measurement accuracy with current methods.
 

Progress　To  overcome  the  shortcomings  of  current  methods,  we  propose  a  self-calibration  method  based  on
triangular structure. Firstly, error analysis for the method based on circle fitting is conducted in two-dimensional
space. For simplification, laser tracker A is assumed to measure the target ball on laser tracker B at a distance of 5 m.
The  angle  measurement  error  of A will  make  the  measurement  error  of  points  on  the  circle  more  than  30  μm
through the amplification effect of length, and reduce the self-calibration accuracy further. Second, we notice that
the laser  tracker B also has angle observations,  and propose a new method that  uses angle observations from B
coupled  with  distance  observations  from A,  which  can  avoid  the  big  error  from  laser  tracker A.  The  function
model  based  on  the  triangular  structure  is  established,  and  the  self-calibration  results  are  obtained  through
iterative optimization. Compared with the method based on circle fitting, the advantages of the new method are
analyzed quantitatively. Finally, our method is easily applicable to three-dimension measurement.
 

Results　We verify  the  superiority  of  this  algorithm  through  simulated  and  actual  measurements.  In  the  two-
dimensional  simulated experiment,  the true value of  self-calibration is  set  to  5 m.  In 100 repeated experiments,
most of the absolute deviations based on sphere fitting were greater than 20 μm, while the absolute deviations of
the proposed method were less than 10 μm. The root mean square error (RMSE) of the proposed algorithm in this
article was 20.98% of RMSE for the sphere fitting method. Moreover, the number of points that the algorithm in
this paper needs to measure was significantly less than the method based on spherical fitting. The measurement
was  implemented  in  the  alignment  laboratory  of  the  National  Synchrotron  Radiation  Laboratory  (NSRL).  Two
Leica  AT930  laser  trackers  were  used  and  their  true  distance  was  7  231.548  8  mm.  We  tested  the  proposed
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method and the method based on sphere fitting ten times. The mean absolute bias and standard deviation for the
former method were only 6.21 μm and 2.44 μm respectively, while the bias and standard deviation for the latter
one was 21.30 μm and 7.37 μm. The proposed method, which had better repeatability, showed the superiority of
accuracy in real measurement.
 

Conclusions  and  Prospects　We  analyze  that  the  reason  for  the  decrease  in  accuracy  of  the  self-calibration
method  based  on  sphere  center  fitting  is  the  low  accuracy  of  the  angle  observation  values  of  the  aiming  laser
tracker. The self-calibration method based on a triangular structure is proposed. This method uses the angle on the
target  laser  tracker  to  match  the  distance  observation  with  high  accuracy.  The  accuracy  advantages  of  this
algorithm  are  verified  through  quantitative  analysis  and  two  experiments.  The  algorithm  in  this  paper  can
complete  self-calibration  between  laser  trackers  without  common  points  and  improves  measurement  efficiency
while ensuring accuracy.

Key words:　laser tracker;      self-calibration;      spherical fitting;      nonlinear model;      accuracy
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