
 

二自由度快速控制反射镜系统固有频率优化设计
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摘　要：在二自由度快速控制反射镜系统设计中，为提高系统的控制带宽，应尽量降低工作方向上的

低阶固有频率，提高非工作方向上的高阶固有频率。该课题以某深切口柔性铰链快反镜系统作为研究

对象，首先对系统前四阶固有频率的振型运动方向进行了分析，并针对传统刚度计算方法不适用于第

三阶振型方向的问题，重新推导了第三阶振型方向上的刚度计算公式；其次，利用能量法和卡式第二定

理对深切口柔性铰链上的工作刚度进行了推导，并进行了非线性拟合化简，得出的简化计算公式计算

结果与有限元仿真结果误差不超过 8.9%，证明了推导的铰链工作刚度理论公式的准确性；然后，将第

三阶振型方向刚度计算公式和柔性铰链刚度计算公式代入固有频率计算公式，并进行有限元验证，结

果表明理论公式计算结果与有限元仿真结果误差不超过 1.7%，证明了新的三阶振型方向上的刚度计

算公式的准确性。最后利用遗传算法，对系统前四阶固有频率进行了多目标优化设计，到达设计要求，

所求出的优化结构较初始结构有明显优化，工作方向刚度减小 19.04%，非工作方向刚度提高

297.83% 和 77.09%。此外还对其进行了有限元仿真验证，结果证明一、二阶固有频率减小 8.08%、

5.40%，三、四阶固有频率提高了 112.59%、16.80%。证明优化结构较初始结构有较大提高，能有效提高

系统控制带宽。
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Abstract:   In the design of a two-degree-of-freedom fast steering mirror system, in order to increase the control
bandwidth of the system, the low-order natural frequency in the working direction should be reduced as much as
possible, and the high-order natural frequency in the non-working direction should be increased. This subject used
a deep-cut flexure hinge fast-reflection mirror system as the research object. First, the vibration mode movement
direction of the first four-order natural frequency of the system was analyzed, and considering that the traditional
stiffness calculation method was not suitable for the third-order mode direction problem, the stiffness calculation
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formula in the third-order mode shape direction was re-derived;  secondly,  the working stiffness of  the deep-cut
flexure  hinge  was  deduced  by  the  energy  method  and  the  second  card  theorem,  and  the  nonlinear  fitting  was
simplified.  The  error  between  the  simplified  calculation  formula  calculation  result  and  the  finite  element
simulation  result  did  not  exceed  8.9%,  which  proves  the  accuracy  of  the  derived  hinge  working  stiffness
theoretical formula; then, the third-order mode shape direction stiffness calculation formula and the flexible hinge
stiffness  calculation  formula  were  substituted  into  natural  frequency  calculation  formula  and  finite  element
verification.  The  results  showed  that  the  error  between  the  theoretical  formula  calculation  result  and  the  finite
element  simulation  result  did  not  exceed  1.7%,  which  proves  the  accuracy  of  the  new  third-order  mode  shape
direction stiffness calculation formula. Finally, using genetic algorithm, multi-objective optimization design was
carried out on the first four-order natural frequency of the system, and the design requirements were reached. The
optimized structure obtained was significantly optimized compared with the initial  structure,  the stiffness in the
working  direction  was  reduced  by  19.04%,  and  the  stiffness  in  the  non-working  direction  was  increased  by
297.83% and 77.09%. In addition, it  has been verified by finite element simulation, and the results showed that
the first and second order fundamental frequencies were reduced by 8.08% and 5.40%. The third and fourth-order
fundamental frequencies have increased by 112.59% and 16.80%. It proves that the optimized structure is greater
than the initial structure, which can effectively increase the system control bandwidth.
Key words:   fast steering mirror;      control bandwidth;      optimal design;      natural frequency;

the stiffness of flexure hinge
 

0    引　言

快速控制反射镜 (Fast Steering Mirror, FSM)是一

种可以在光源和接收器之间控制光束方向的反射镜

装置，具有体积小、功耗低、响应速度快，精度高等特

点，最早应用于自适应光学系统中，现广泛应用在精

密捕获、瞄准和跟踪、光束稳定、目标指向、空间激

光通信等领域[1]。其中，FSM系统的控制带宽表征了

系统对输入信号的跟踪能力，系统控制带宽越高，系

统响应速度越快，反应时间越短，FSM系统的跟踪能

力就越精确、及时[1]。而国内现有的大口径快反镜系

统控制带宽普遍有待提高，所以大口径、高控制带宽

的 FSM系统是未来 FSM系统研究的重点领域。提

高系统控制带宽需要提高系统的高阶固有频率，减小

系统低阶固有频率[1]，而系统的固有频率与系统在该

振型方向上的刚度有关，故有必要对系统的工作刚度

和固有频率计算公式展开研究。

国内外已有多名学者对快反镜系统工作刚度和

固有频率计算公式开展过分析研究。付锦江等 [1] 对

二自由度椭圆弧柔性支撑系统的前四阶振型、运动刚

度和固有频率进行了分析，并通过反复计算得到了椭

圆弧柔性支撑系统的优化设计结果；艾志伟等 [2] 对

FSM系统进行建模分析，并讨论了系统机械结构与控

制系统的关系；徐宁等[3] 对快反镜系统固有频率计算

公式进行了推导，并进行了有限元仿真测试。上述工

作主要集中于对快反镜系统刚度组成以及固有频率

的分析，并以固有频率计算公式得出各方向上的刚度

设计范围，缺乏以提高系统控制带宽为目标的定量优

化计算。故有必要利用优化算法对快反镜系统结构

固有频率进行定量的多目标优化计算。

对于单个柔性铰链的工作刚度以及其多目标优

化计算，也有多位学者对其进行了研究。吴松航等[4]

利用 NSGA-II算法对单个椭圆的柔性铰链进行了减

小 z轴扭转刚度，提高 x，y轴扭转刚度的多目标优化

计算；卢倩等[5] 对单个深切口柔性铰链的刚度矩阵进

行了推导，并进行了减小两个工作方向刚度、提高七

个非工作方向刚度的多目标优化计算，优化率在

10%~68%；以上工作对于单个柔性铰链的分析优化有

很大的指导意义，但缺乏将柔性铰链代入整个系统进

行优化分析。

针对以上问题，文中对二自由度快反镜系统的固

有频率计算进行了理论分析，并基于减小系统低阶固

有频率，提高系统高阶固有频率提出了一种多目标优

化函数。首先，文中对深切口柔性铰链组成的二自由

度快反镜系统进行了有限元仿真分析，得出了前四阶

固有频率的振型，并将其简化为弹簧的串并联模型，
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针对传统刚度分析不适用于第三阶振型运动方向的

问题，对其振型方向刚度与单个柔性铰链刚度之间的

关系进行了分析，得出了新的快反镜第三阶振型方向

的刚度理论公式；然后，文中利用能量法以及卡式第

二定理对深切口柔性铰链工作刚度进行了推导，并利

用非线性拟合对其进行了简化，解决了传统深切口柔

性铰链工作刚度计算公式过于复杂的问题；之后，文

中结合以上的刚度计算公式，对快反镜固有频率计算

公式进行了有限元仿真验证，证明了三阶固有频率计

算公式的准确性。最后，文中提出了一种减小系统低

阶固有频率，提高系统高阶固有频率的多目标优化函

数，并对四个不同的目标赋予不同的权值，利用遗传

算法对其进行优化计算，并进行了有限元仿真验证，

结果证明，优化计算有效地减小了系统低阶固有频

率，提高了系统高阶固有频率，设计结果良好，理论计

算与仿真结果吻合良好。文中提出的基于系统固有

频率的多目标优化函数以及推导简化的深切口柔性

铰链工作刚度计算公式对于进一步提高快反镜系统

控制带宽、优化快反镜结构设计具有一定意义。 

1    快速控制反射镜柔性支撑系统理论公式

推导
 

1.1   快速控制反射镜柔性支撑系统转动刚度推导

文中讨论的快速控制反射镜以及柔性支撑系统

三维结构模型如图 1所示。
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图 1  (a) 快速控制反射镜总体结构；(b) 柔性支撑系统结构

Fig.1  (a)  Overall  structure  of  fast  steering  mirror;  (b)  Flexible  support

system structure
 

 

图 1(a)中柔性支撑结构与隔离板之间采用螺栓

连接；隔离板与反射镜之间采用胶粘连接。图 1(b)中

的坐标系为 O-xyz，O为柔性支撑系统转动中心，工作

方向为绕 x，y轴的转动。该结构由四个结构完全一

样的柔性铰链组成，其中铰链 1、3组合，可以实现结

构在 x轴上的偏转；铰链 2、4组合，可以实现结构在

y轴上的偏转 [1]。单个深切口柔性铰链模型如图 2

所示。
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图 2  (a) 深切口柔性铰链平面图；(b) 深切口柔性铰链示意图

Fig.2  (a) Plan view of deep-cut flexure hinge; (b) Schematic diagram of

deep-cut flexure hinge
 

 

O′− x′y′z′图 2 中的坐标系为 ，该坐标系适用于单

个深切口柔性铰链。图中，h为柔性铰链的高度，w为

柔性铰链的宽度，t为柔性铰链最小切割厚度。同时

椭圆切口的长半轴和短半轴分别为 a、b。

对 FSM系统进行模态分析，结果如图 3所示。

如图 3可知，FSM系统前四阶模态振型为绕 x，

y轴偏转，绕 z轴扭转以及沿 z轴的拉压。所以可以

将二自由度柔性支撑系统简化为弹簧串并联模型，并

进行振型方向上的刚度计算[1]。

(1)第一阶振型：绕 x轴转动

Kθz′ ,Mz′

Kθy′ ,My′

绕 x轴的转动刚度是由铰链 1、3的刚度 并

联，铰链 2，4的刚度 并联，再由二者串联而成[1]，

简化模型如图 4(a)所示，计算公式如下：

1
Kx
=

1
K1,θz′ ,Mz′ +K3,θz′ ,Mz′

+
1

K2,θy′ ,My′ +K4,θy′ ,My′

(1)

计算结果为：

Kx =
(K1,θz′ ,Mz′ +K3,θz′ ,Mz′ )(K2,θy′ ,My′ +K4,θy′ ,My′ )

(K1,θz′ ,Mz′ +K3,θz′ ,Mz′ +K2,θy′ ,My′ +K4,θy′ ,My′ )
(2)

(2)第二阶振型：绕 y轴转动
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Kθz′ ,Mz′

Kθy′ ,My′

绕 y轴的转动刚度是由铰链 2、4的刚度 并

联，铰链 1、3的刚度 并联，再由二者串联而成[1]，

简化模型如图 4(b)所示，计算公式如下：

1
Ky
=

1
K2,θz′ ,Mz′ +K4,θz′ ,Mz′

+
1

K1,θy′ ,My′ +K3,θy′ ,My′

(3)

计算结果为：

Ky =
(K2,θz′ ,Mz′ +K4,θz′ ,Mz′ )(K1,θy′ ,My′ +K3,θy′ ,My′ )

(K2,θz′ ,Mz′ +K4,θz′ ,Mz′ +K1,θy′ ,My′ +K3,θy′ ,My′ )
(4)

(3)第三阶振型：绕 z轴扭转

常用的二自由度快反镜系统三阶振型计算公

式为：

Kθz = 4LKθz′ ,Fy′ (5)

Mz Mz

F =
Mz

L L

Kθz ,Fy

在柔性支撑系统面对绕 z轴的转矩 时， 分布

在四个铰链上的剪切力为 ，其中， 为柔性铰链

偏转中心到柔性支撑系统偏转中心的距离，即系统偏

转半径。但是分析快反镜系统第三阶运动形式可知，

只能表述柔性铰链在受切向力的情况下绕 y轴

偏转的角度，而与快反镜系统绕 z轴的偏转不在一个

平面上。其简化模型如图 5所示。
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图 3  (a) 第一阶振型；(b) 第二阶振型；(c) 第三阶振型；(d) 第四阶振型

Fig.3  (a)  First-order  mode;  (b)  Second-order  mode;  (c)  Third-order

mode; (d) Fourth-order mode 
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图 4  (a)一阶振型刚度简化图；(b)二阶振型刚度简化图；(c)三阶振

型刚度简化图；(d)四阶振型刚度简化图

Fig.4  (a)  Simplified  diagram  of  first-order  mode  shape  stiffness;

(b)  Simplified  diagram  of  second-order  mode  shape  stiffness;

(c)  Simplified  diagram  of  third-order  mode  shape  stiffness;

(d) Simplified diagram of fourth-order mode shape stiffness 
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Kθz ,Fy

θ δ

4LKθz ,Fy

图 5中，O点为柔性铰链偏转中心，b为柔性铰链

短半轴长度，L为柔性铰链至支撑系统转动中心的长

度，P为支撑系统转动中心，F为柔性铰链所受切向

力。传统公式中的 只能表示在受到切向力时产

生的偏转角 ，而系统三阶振型产生的扭转角为 ，故

传统公式的 无法表示系统扭转刚度。

根据图 5中的几何关系可以得出：

b tanθ = L tanδ (6)

因为是小变形情况，有：

tanθ ≈ θ
tanδ ≈ δ

(7)

故：

Kθz′ ,Fy′ =
F
θ
=

F(L
b
·δ

) = b
L
· F
δ
=

b
L
·Kδz ,Fy′ (8)

Kδz ,Fy′

Kδz ,Fy′

式中： 表示在单位切向力 F的 作用下，单个柔性

铰链围绕支撑系统偏转中心产生的偏转角。所以，绕

z轴扭转刚度是由四个铰链的刚度 并联组合而

成，简化模型如图 4(c)所示，故其计算公式为：

Kθz=
Mz

δz
=

FL
δz
= L(K1,δz ,Fy′ +K2,δz ,Fy′+K3,δz ,Fy′+K4,δz ,Fy′ ) (9)

计算结果为：

Kθz = 4LKδz ,Fy
′ = 4

L2

b
Kθz′ ,Fy′ (10)

(4)第四阶：沿 z轴拉压刚度

Kδx′ ,Fx′

Kδx′ ,Fx′

沿 z轴的转动刚度是由铰链 2、4的刚度 并

联，铰链  1、3的 并联，再由二者串联而成 [1]，简

化模型如图 4(d)所示，计算公式如下：

1
K∆z

=
1

K1,δx′ ,Fx′ +K3,δx′ ,Fx′

+
1

K2,δx′ ,Fx′ +K4,δx′ ,Fx′

(11)

计算结果为：

K∆z = Kδx′ ,Fx′ (12)
 

1.2   深切口椭圆柔性铰链弯曲刚度理论公式推导

F = [Fx′Fy′Fz′

Mx′My′Mz′ ]T D =
[
δx′δy′δz′θx′θy′θz′

]T

定义柔性铰链上的力和弯矩为

，对应的铰链变形为 ，

根据材料力学理论可得它们的关系为[1]：

D =CF (13)

其中，C为柔性铰链的柔度矩阵，公式为：

C =



δx′

Fx′
0 0 0 0 0

0
δy′

Fy′
0 0 0

δy′

Mz′

0 0
δz′

Fz′
0

δz′

My′
0

0 0 0
θx′

Mx′
0 0

0 0
θy′

Fz′
0

θy′

My′
0

0
θz′

Fy′
0 0 0

θz′

Mz′



(14)

根据参考文献 [6]，柔性铰链工作方向上的弯曲

应变能公式为：

U =
1
2

(w
t

F2
x′

EA(x′)
dx′+

w
t

M2
z′1

EI(x′)
dx′

)
(15)

{ Mz′1 = Mz′ +Fy′ x′

A(x′) = wt(x′)
(16)

I(x′)

Fx′ x′

Mz′ y′

z′ Mz′1

z′

式中：E为柔性铰链材料的杨氏模量； 为柔性铰链

截面对中心轴的惯性矩； 为铰链自由端上沿 轴向

的拉力； 为铰链自由端上沿 轴切向力引起的转矩

以及绕 轴的转矩之和。先对旋转力矩 引起的绕

 轴的转矩进行分析，根据卡式第二定理可得，柔性

铰链的转角计算公式为[7]：

θz′1 =
∂U
∂Mz′1

(17)

根据图 2(b)可得：

I(x′) =
wt(x′)3

12
(18)

t(x′) = 2a+ t−2

√
a2− a2

b2
x′2 = 2a+ t− cosφ (19)

 

P

F

O

b
θ

δ

L

图 5  三阶振型刚度简化模型

Fig.5  Simplified model of third-order modal stiffness 
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dx
′
= d(bsinφ) = b · cosφdφ (20)

将公式 (19)代入公式 (15)可得柔性铰链应变

能为：

U =
Mz′

2

2E

w
t

12
wt(x′)3 dx′ =

6Mz′
2

wE

w
t

1
t(x′)3 dx′ (21)

θz′1再将公式 (21)代入公式 (17)可得转角 为：

θz′1 =
∂U
∂Mz′1

=
12Mz′

wE

w
t

1
t(x′)3 dx′ (22)

将 公 式 (19)、 (20)和 公 式 (22)代 入 公 式 (14)

中，可计算出柔性铰链工作方向上的柔度为：

Cθz′ ,Mz′
=
θz′

Mz′
=

12
wE

w
t

1
t(x′ )3 dx

′
=

12b
wE

w π
2

− π
2

cosφ
(2a+ t−2acosφ)3 dφ (23)

p =
a
t

设 ，则

Cθz′ ,Mz′
=

12b
Ewt3

w π
2

− π
2

cosφ
(2p+1−2p · cosφ)3 dφ (24)

Y =
w π

2

− π
2

cosφ
(2p+1−2p · cosφ)3 dφ设 ，因为 Y求积分

结果过于复杂，不利于工程上的优化设计应用，所以

采用非线性曲线拟合的方法，对 Y进行化简。曲线拟

合的优度判断采用残差平方和 (SSE)、判定系数 (R-

Square)、调整的判定系数 (Adjusted R-Square)、均方根

误差 (RMSE)和残差分布图进行判定，残差平方和、

均方根误差越接近 0，判定系数、调整的判定系数越

接近 1，则曲线拟合程度越好[8]。

对 Y函数采用了幂函数拟合，如图 6所示，由残

差分布图以及各项判定系数可知，幂函数拟合结果较

好，满足误差要求。

拟合结果为：

Y = 1.079p−0.475 3 (25)

则深切口柔性铰链工作方向上的柔度为：

Cθz′ ,Mz′ =
12b×1.079p−0.475 3

Ewt3
(26)

根据参考文献 [5]，计算系统前四阶固有频率所

需的深切口柔性铰链在其他次要方向上的柔度理论

计算公式如下：

Cθz′ ,Fy′ =
5.027b2

Ew

[
3.771

(0.58a+ t)3 +
1
t3

]
(27)

Cθy′ ,My′ =
5.027b

Ew3

[
3.771

0.58a+ t
+

1
t

]
(28)

Cδx′ ,Fx′ =
0.419b

Ew

[
3.771

0.58a+ t
+

1
t

]
(29)

 

1.3   柔性支撑系统固有频率理论计算公式推导

根据模态分析结果可知，FSM系统前两阶固有频

率振型分别为绕 x,y两轴的扭振运动，故可将其简化

为单自由度扭振模型，根据参考文献 [1，9−10]可知，

该模型在扭振方向上的运动刚度和该方向上固有频

率的关系可表示为：

fn1,2 =
1

2π

√
Kθn
Jn

(30)

Kθn Jn式中： 为运动方向的扭转刚度； 为运动方向的转

动惯量。

快反镜系统第三阶振型绕 z轴扭转，因为是小变

形运动，故可将其简化为单自由度的扭转振动，将新

推导出的三阶振型方向上的刚度计算公式代入计算，

则三阶固有频率计算公式为：

fn3 =
1

2π

√
Kθz
Jz

(31)

Kθz Jz式中： 为系统绕 z轴的扭转刚度； 为运动部分绕

z轴扭转刚度。

快反镜系统第四阶为沿 z轴拉压，根据参考文献 [8]

可知，第四阶固有频率计算公式为：

fn4 =
1

2π

√
K∆z
M

(32)

Kδz M式中： 为系统沿 z轴的拉压刚度； 为运动部分

质量。 

 

0

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Y

Y vs p

Untitled fit 1

Goodness of fit:

  SSE: 0.004 765

  R-square: 0.998 7

  Adjusted R-square: 0.998 7

  RMSE: 0.004 918

(a)

(b)

图 6  (a) 非线性拟合曲线图；(b) 非线性拟合判定系数

Fig.6  (a)  Non-linear  fitting  curve  diagram;  (b)  Non-linear  fitting

determination coefficient 
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2    柔性铰链工作刚度理论计算公式以及第

三阶固有频率理论计算公式有限元验证
 

2.1   深切口柔性铰链工作刚度理论计算公式有限元

仿真验证

利用 ug软件对深切口柔性铰链进行建模，并导

入 Ansys软件进行了有限元仿真验证，如图 7所示。

仿真结果对比如表 1所示。文中推导出的深切

口理论计算公式计算结果与有限元仿真结果误差不

超过 9%，证明了理论推导结果的准确性。

 
 

Total deformation
Type: total deformation
Unit: mm
Time: 1
2020/11/6 19:23

0.007 720 8 Max
0.006 863
0.006 005 1
0.005 147 2
0.004 289 3
0.003 431 5 
0.002 573 6
0.001 715 7
0.000 857 87
0 Min

0 5

2.5 7.5

10 mm

图 7  深切口柔性铰链工作刚度有限元验证

Fig.7  Finite element verification of the working stiffness of the deep-cut

flexure hinge
 

 

 
 

表 1  深切口柔性铰链工作刚度理论计算与有限元仿真

对比

Tab.1  Comparison of theoretical calculation and finite

element simulation of working stiffness of deep-

cut flexure hinge
 

a
/mm

b
/mm

t
/mm

w
/mm

Theoretical
calculation results

/N·m·rad−1

Finite element
simulation results

/N·m·rad−1
Error

percentage

10 8 1 8 25.379 9 26.041 7 −2.54%

10 6 1 8 33.839 9 32.651 3 3.64 %

5 3 0.5 8 8.460 0 8.252 7 2.45%

5 3 0.5 5 5.287 5 5.146 6 2.74%

5 2 0.5 5 7.931 2 7.292 2 8.76%
 
  

2.2   快反镜系统第三阶固有频率计算公式有限元验证

利用 ug软件对快反镜系统进行建模，并导入

Ansys软件进行了模态分析，如图 8所示。

有限元仿真验证结果如表 2所示。根据有限元

仿真结果可知，该理论公式与有限元仿真结果误差不

超过 1.7%，证明了三阶振型计算公式以及新推导系

统绕 z轴扭转刚度计算公式的准确性。 

3    快反镜系统多目标优化设计实例

±3 mrad δp ⩽ 8 urad

文中要求设计的快反镜系统镜面直径D为 100 mm，

反射镜厚度 h为 15 mm，隔离板厚度为 3 mm。反射

镜系统偏转范围为 ，重复定位精度 。

柔性支持系统材料为 TC4，隔离板材料为铟钢，反射

镜材料为微晶玻璃。初始结构参数如表 3所示。
 
 

表 3  快反镜系统初始结构参数

Tab.3  Initial structure parameters of the fast steering

mirror system
 

a/mm b/mm t/mm w/mm L/mm D/mm h/mm

10 8 1 8 25 100 15
 
 

图 3中，参数 a，b， t为自变量，参与函数优化设

计；w，L，D，h为定值，不参与优化设计。 

 

A: modal
Total deformation
Type: total deforrmation
Frequency: 427.11 Hz
Unit: mm
2020/11/8 3:38

76.761 Max
68.232
59.703
51.174 
42.645
34.116
25.587
17.058
8.529
0 Min

80 mm

40

0

图 8  第三阶振型仿真图

Fig.8  Third-order mode shape simulation diagram 

 

表 2  快反镜系统三阶固有频率理论计算与有限元仿真

对比

Tab.2  Comparison of theoretical calculation and finite

element  simulation  of  three-boundary  natural

frequency of fast mirror system
 

a
/mm

b
/mm

w
/mm

t
/mm

Mirror
thickness: h

/mm

Theoretical
calculation
value of
third-order
mode/Hz

Three-order
mode finite

element simulation
value/Hz

Error
percentage

4 3.5 5 0.8 23 284.40 286.25 0.61%

10 8 8 1 15 218.90 220.17 −0.58%

6 5 8 1 15 434.29 427.11 1.68%
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3.1   目标函数

在快速控制反射镜的系统设计中，为提高系统控

制带宽，要求系统结构的固有频率高于系统的控制带

宽的 2~4倍。但是这样的设计会导致固有频率过大，

在 FSM系统转动惯量不变的情况下，系统工作方向

上的刚度就会过大，这会极大地增大系统驱动器的负

担[1]。故所采用的设计方法是尽可能地减小系统工作

方向上的低阶固有频率，并通过控制系统对其加以抑

制，而另一方面提高系统非工作方向上的高阶固有频

率，并且越大越好，以提高系统的控制带宽[2]。

fn

√
Kθn√

K∆n

根据公式 (30)~(32)可知，系统的四阶固有频率大

小 与柔性支撑系统三轴转动刚度的平方根 和

z轴拉伸刚度的平方根 成正比关系，因为其比值

随系统负载的质量和转动惯量不同而变化。为适应

不同负载的快反镜系统，故将转动惯量和质量值简化

为各阶固有频率前的加权系数，构建如下多目标优化

函数：

minG(x) =
β1

√
Kθx +β2

√
Kθy

β3

√
Kθz +β4

√
K∆z

(33)

β1 ∼ β4式中： 为柔性支撑系统各运动方向刚度平方根

的加权系数，反映了各运动方向刚度平方根在固有频

率优化中的重要性。

在多目标优化问题中，采用不同的加权值会产生

不同的优化结果，故一般会产生最优解集，需根据各

子目标的重要程度不同以及多次的参数调整来最终

确认加权值，从而最终计算出一组最优解[4]。

√
Kθy

√
Kθz

文中采用固定权重值法来解决该多目标优化问

题。在固有频率的优化计算中，振型为绕 y轴扭转的

二阶固有频率决定了低阶工作方向固有频率的上限，

振型为沿 z轴扭转的三阶固有频率决定了高阶非工

作方向固有频率的下限。根据 FSM系统设计提高非

工作方向上的固有频率，同时减小工作方向上的固有

频率这一设计思想，着重在降低二阶固有频率的同时

提高三阶固有频率是该优化计算中比较重要的部分，

故 和 两个子目标在优化函数中占据比较重

要的地位，在分配权重时需要予以更大的权重值。根

据以上需求，并通过调参计算，选取的加权系数为：

β1= 0.2，β2= 0.3，β3=0.4，β4=0.1。 

3.2   约束条件

(1)柔性铰链强度不等式约束

柔性铰链弯曲时，铰链的最大应力出现在铰链

的最小切割厚度 t处，同时有应力集中的影响，故根

据材料力学中的纯弯曲理论，柔性铰链弯曲时最大应

力为[8]：

σmax = Kt
6Mmax

t2w
(34)

Kt Mmax式中： 为应力集中系数[8]； 为铰链在最大偏转角

时外部施加的转矩。其计算公式为：
Kt =

(
1+

at
2b2

) 9
20

Mmax =
Ewt3 ·10−3

4.316 bp−0.475 3

(35)

将公式 (35)代入公式 (34)可得：

σmax =

(
1+

at
2b2

) 9
20

× 6Et ·10−3

4.316b
(a

t

)−0.475 3 (36)

4.3×108TC4屈服强度为  Pa,安全系数为 1.5，将

屈服强度和安全系数代入公式 (36)可得：

c1(x) = (1+
at

2b2
)

9
20 × 6Et ·10−3

4.316b
(a

t

)−0.475 3 −
4.3×102

1.5
⩽ 0

(37)

(2)柔性铰链运动精度不等式约束

在对柔性铰链运动精度的分析中，一般将柔性铰

链几何中心点的位移，即柔性铰链偏转中心的位移作

为衡量柔性铰链运动精度的定量指标[8]，根据材料力

学的公式可得：

yc =
x M(x′)

EI(x′)
dx′dx′ (38)

I(x′) =
wt3(x′)

12
。

M(x′) = M

其中，

将公式 (38)化为极坐标形式可得：

12Mb
Ew

x cosφ
(2a+ t−2acosφ)3 dφbcosφdφ =

12Mb
Ewt3

w 0

− π
2

w φ
− π

2

cosβ
(2p+1−2pcosβ)3 dβbcosφdφ =

6Mb2

Ewt3
· 1

1+2p (39)
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δp ⩽ 8

将公式 (19)代入公式 (39)，并代入柔性铰链重复

定位精度  μrad，可得出柔性铰链运动精度约束

表达式为：

c2(x) =
6×10−3b

4.316 ·
(
1+

2a
t

)
·
(a

t

)−0.475 3
−8×10−3 ⩽ 0 (40)

 

3.3   优化计算 

3.3.1    优化模型

优化模型为：

fob j =minG(x) =
β1

√
Kθx +β2

√
Kθy

β3

√
Kθz +β4

√
K∆z

suppose : x1 = a, x2 = b, x3 = t, x = (x1, x2, x3)T

s.t.


c(x) ⩽ 0

A · x ⩽ b

lb < x < ub

(41)

将柔性铰链的长轴 a、短轴 b和最小切割厚度

t作为变量。同时根据几何约束条件可得出线性不等

式约束矩阵 A为：[0 −1 5 0；  −1 0 5 0；  1 0 −50 0；  −1

1.2 0 0]，b=[0； 0]。根据现有的加工精度，得出边界约

束 lb=[0，0，0.8]，ub=[20；  20； 5]。非线性不等式约束

为柔性铰链强度不等式约束 c1，柔性铰链运动精度不

等式约束 c2。 

3.3.2    遗传算法及其评价方法

遗传算法 (Genetic Algorithm，GA)最早是由美国

的  John holland于 20世纪 70年代提出的，该算法的

设计灵感来自于大自然中生物体进化的原理，将达尔

文生物进化论的自然选择和遗传学机理的生物进化

过程的计算模型作为搜索最优解的方法 [11]。该算法

通过数学的方式，将问题的求解过程转换成类似生物

进化中的染色体基因的交叉、变异等过程[11]。与一般

的优化算法相比，遗传算法从问题解的串集开始搜

索，而不是从单个解开始。传统优化算法是从单个初

始值迭代求最优解的，容易误入局部最优解。而遗传

算法从串集开始搜索，覆盖面大，利于全局择优，不易

陷入局部最优解 [12]。在求解较为复杂的组合优化问

题时，相对一些常规的优化算法，通常能够较快地获

得较好的优化结果，遗传算法的基本运算过程如图 9

所示[13]。 

3.3.3    优化结果以及分析验证

文中采用 matlab遗传算法工具箱进行优化计算，

优化初始值为 a=10，b=8，t=1。设定的优化迭代次数

上限为 100代，终止计算条件为两次迭代的适应度函

数度值的平均变化小于 1×10−6 并且不违反约束。优

化计算结果为 a=4.798，b=3.999，t=0.8。为便于加工，

对以上优化结果进行近似处理，所得的最终优化结果

参数如表 4所示。
  

表 4  遗传算法优化结果

Tab.4  Optimization results of genetic algorithm
 

Parameter Value

a/mm 4.8

b/mm 4

t/mm 0.8

G(x) 0.018 1
 
 

利用以上优化后的结构参数，并结合之前所展示

的系统结构其他关键部件参数，对该结构进行了 ug

建模，优化结构三视图如图 10所示。

利用之前推导的刚度计算公式计算该优化结构

 

Population initialization

Select

Individual evaluation

Cross

Calculate fitness

Start

The average change of

fitness value is less than

the set value or the

calculation reaches the

maximum number of

iterations

End

Yes

No

Mutations

图 9  遗传算法优化流程图

Fig.9  Optimization flow chart of genetic algorithm 
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四个振型方向上的刚度，并与初始结构的四个振型方

向刚度做对比，以初步分析优化计算的效果，对比结

果如表 5所示。

从以上计算结果可以看出，优化后的快反镜结构

工作方向刚度减 19.04%，非工作方向刚度提高了

297.83%和 77.09%，优化函数值下降 41.58%。因为系

统固有频率与系统刚度成正相关，与系统负载成负相

关，故在反射镜负载不变的情况下，前二阶固有频率

会下降，而三、四阶固有频率会上升，低级固有频率与

高阶固有频率的差距会进一步提高，故该优化结构初

步符合设计预期。

为进一步分析优化结构的固有频率，并得到更加

直观的结果，文中将优化后的结构进行 Ansys模态仿

真，结果如图 11所示，仿真结果以及与初始结构对比
 

(a) (b) (c)

图 10  (a) 前视图；(b) 右视图；(c) 仰视图

Fig.10  (a) Front view; (b) Right view; (c) Bottom view 

 

A: modal
Total deformation
Type: total deformation
Frequency: 55.807 Hz
Unit: mm
2020/11/5 14:47

89.704 Max
79.737
69.770
59.802
49.835
39.868
29.901
19.934 
9.967 1
0 Min

0

25 75

50 100 mm

(a)

0

25

50

75

100 mm

A: modal
Total deformation
Type: total deformation
Frequency: 57.533 Hz
Unit: mm
2020/11/22 16:50

91.608 Max
81.430 
71.251
61.072 
50.894
40.715
30.536
20.357
10.179
0 Min

(b)

0

25

50

75

100 mm

A: modal
Total deforrmation
Type: total deformation
Frequengy: 503.68 Hz
Unit: mm
2020/11/22 16:51

76.684 Max
68.164
59.643
51.123
42.602
34.082
25.561
17.041
8.520 5
0 Min

(c)

0

25

50

75

100 mm

A: modal
Total deformation
Type: total deformation
Frequency: 642.38 Hz
Unit: mm
2020/11/22 16:52

55.106 Max
48.983 
42.860
36.737
30.614
24.491
18.369
12.246
6.122 8
0 Min

(d)

图 11  (a) 一阶模态；(b) 二阶模态；(c) 三阶模态；(d) 四阶模态

Fig.11  (a) First-order mode; (b) Second-order mode; (c) Third-order mode; (d) Fourth-order mode 

表 5  多目标优化结构与初始结构系统刚度对比

Tab.5  Comparison of system stiffness between multi-objective optimized structure and initial structure
 

a/mm b/mm t/mm K1/N·m·rad−1 K2/N·m·rad−1 K3/N·m·rad−1 K4/N·m−1 G(x)

Initial value 10 8 1 50.04 50.04 844.629 6 1.323e+06 0.027 9
Optimized value 4.8 4 0.8 40.51 40.51 3.3602e+03 2.343e+06 0.018 1
Optimization rate −19.04% −19.04% 297.83% 77.09% 41.58%
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如表 6所示，从以上仿真结果可以看出，经过优化计

算，快反镜一、二阶固有频率较初始结构分别下降

8.08%和 5.40%，分别为 55.8 Hz和 57.5 Hz。三、四阶

固有频率较初始结构上升 112.59%和 16.80%，达到

503.7 Hz和 642.4 Hz，可见优化计算达到其设计目的，

满足快反镜系统的设计要求。其中最为关键的二、三

阶固有频率得到了较大的优化，证明了加权系数的有

效性。该优化计算有效降低了结构工作方向上的低

阶固有频率，为下一步加入控制系统打下了良好的基

础，使系统的低阶固有频率可以得到有效抑制。同

时，该优化计算大大提高了结构非工作方向上的三、

四阶固有频率，使系统系统控制带宽可以得到显著提

高，预计在加入控制系统抑制低阶频率后系统控制带

宽可达 300 Hz左右。

 
 

表 6  优化结构与初始结构四阶固有频率对比

Tab.6  Comparison  of  the  fourth-order  natural

frequency between the optimized structure and

the initial structure
 

First-order
mode/Hz

Second-order
mode/Hz

Third-order
mode/Hz

Fourth-order
mode/Hz

Initial
structure 60.715 60.814 236.93 549.97

Optimized
structure 55.807 57.533 503.68 642.38

Optimization
rate −8.08% −5.40% 112.59% 16.80%

 

4    结　论

为对二自由度深切口柔性铰链快速控制反射镜

系统进行控制带宽优化设计，文中首先对快速控制反

射镜系统四阶固有频率进行了有限元仿真分析，并对

四个振型方向上工作刚度进行了理论分析推导，解决

了传统计算公式不适用于三阶振型方向的问题；然后

利用能量法和卡式第二定理，对深切口柔性铰链的工

作刚度计算公式进行推导，并利用非线性拟合方法对

计算公式进行了拟合简化，得出的简化计算公式与有

限元仿真结果误差不超过 9%，解决了传统公式过于

复杂的问题；接着利用以上推导出的刚度公式进行了

快反镜系统第三阶固有频率理论计算和有限元仿真

验证，计算结果与仿真结果误差不超过 1.7%，证明了

新推导的系统三阶振型方向刚度和三阶固有频率计

算公式的可靠性；最后以系统一、二阶固有频率的平

方根最小，三、四阶固有频率的平方根最大为目标进

行了多目标优化设计，得出的最优化结构有效降低了

一、二阶固有频率，提高了三、四阶固有频率，并进行

了有限元验证，证明了优化结果的可靠性和有效性。

文中所推导的公式和提出的优化方法对二自由度柔

性铰链快反镜系统的固有频率理论分析和提高控制

带宽有一定的工程意义。
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