
 

条纹投射技术中的投影机非线性自校正方法研究进展

郭红卫，邢    硕*

(上海大学 机电工程与自动化学院，上海 200444)

摘　要：在条纹投射技术中，投影机光强非线性是影响测量精度的关键因素之一。投影机非线性会在

条纹信号中引入高阶谐波，从而导致位相测量结果中出现波纹状误差。投影机非线性的自适应校正方

法，也即自校正方法，可以从测量数据中直接估计投影机输入输出光强曲线或位相误差函数，从而避免

了繁琐的前标定过程，并因此在应用中具备很强的适应性。文中拟对投影机非线性自校正算法的研究

进展作一个系统性的概述。这些方法中，其一，是从采集的条纹图像中利用迭代拟合算法直接估计投

影机的非线性曲线，并依据其校正位相误差；其二，是从单幅测量位相图中识别并移除由非线性引起的

位相误差；其三，是利用两幅不同频率的测量位相图估计误差系数，并补偿其影响。实际测量结果表

明：上述自校正方法，在无需标定数据条件下，可以有效地解决投影机非线性误差问题，有助于提高条

纹投射技术的测量精度。
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Progress in self-correcting methods of projector nonlinearity
for fringe projection profilometry
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Abstract:   In fringe projection profilometry, the luminance nonlinearity of the projector has been recognized as
one  of  the  most  crucial  factors  decreasing  the  measurement  accuracy.  It  induces  the  ripple-like  artifacts  on  the
measured phase map. The self-adaptive correcting algorithms, i.e., self-correcting algorithms, allow us to suppress
the effect of the projector nonlinearity without a prior calibration for the projector intensities or phase errors. This
paper  introduces  the  research  progress  in  the  self-correcting  algorithms.  Among  them,  the  first  algorithm  is  to
determine  a  nonlinear  curve  representing  the  projector  nonlinearity,  directly  from  the  captured  fringe  patterns,
thus  correcting  the  phase  errors  using  this  curve.  The  second  one  is  to  recognize  and  remove  the  nonlinearity-
induced errors, directly from a calculated phase map. With the last one, error function coefficients are estimated
from a couple of phase maps having different frequencies. Measurement results demonstrate these self-correcting
algorithms to be effective in suppressing influences of the projector nonlinearity in the absence of any calibration
information.
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0    引　言

条纹投射技术[1−3] 是一种基于三角测量原理的三

维测量技术，具有非接触、高精度、全场性等优点，并

因此广泛应用于工业检测、逆向工程和机器视觉等领

域。该技术将正弦条纹投射至被测物体表面，并采集

受物面深度调制而发生变形的条纹图像，通过解调变

形条纹的位相而获得物面深度信息。值得注意的是，

条纹信号的正弦性直接影响位相的求解精度，而条纹

投射光源的亮度非线性会引起条纹非正弦性，使得位

相测量结果含有波纹状误差。因此，投影机的非线性

被认为是测量误差的主要来源之一。

针对投影机非线性导致的位相误差，国内外学者

提出了诸多解决方案。其中较为直接的方法是基于

硬件的改进。例如，使用相干光照明，将干涉条纹作

为标准正弦条纹 [4−5] 投射于物面。但是，该方法对环

境扰动敏感且易受散斑噪声影响。因此，非相干光源

的可编程数字投影机 (如 DLP及 LCD投影机)更适

用于条纹投射测量目的。但是，采用高线性度的投影

设备无疑会增加测量系统的成本。为了规避低成本

投影设备的非线性误差问题，相关学者提出了离焦投

射技术 [6−8]。通过离焦镜头投射二进制黑白条纹图

案，在测量空间形成正弦条纹，但该方法需要较大离

焦度，导致条纹对比度降低。与此不同，亦可将一幅

正弦条纹图分解为一系列的二进制分层位图投射至

被测物体表面，由摄像机拍摄后再合成为正弦条纹

图[9−11]。该类方法可以保证测量结果不受投影机非线

性的影响，但需要投射多幅二进制图像用于合成正弦

条纹图，从而降低了测量效率。

与依赖于硬件的方法相比，采用软件方法补偿投

影机非线性误差，有利于降低测量系统的成本并同时

增强其对不同测量条件的适应性。常用的软件补偿

方法如图 1所示。其中，最为直接的解决方案是提前

对投影机进行光度标定[12−14]，以此得到投影机的输入

输出响应曲线，从而在生成条纹图像阶段进行预先校

正。投影机非线性特征或其影响，可采用多种模型表

示。例如，伽马 (Gamma)模型 [15−19] 是最简单的投影

机模型，源于 CRT显示设备的伽马校正。在实际测

量中，系统的非线性并不能用单一的伽马参数精确表

示。为此，有学者提出采用多项式[20] 或分段线性函数[21]

来表示其响应曲线。以光度标定为目的，也可通过投

射正弦条纹来确定投影机非线性参数，其所需拍摄图

像数量相对较少，但后续数据处理过程较为复杂[22−23]。
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图 1  投影机非线性误差的软件校正方法

Fig.1  Software-based  methods  for  correcting  projector  nonlinearities

error 

 

前述方法均是基于主动补偿策略。与之不同，被

动补偿方法无需建立投影机的非线性曲线，而是利用

位相误差对位相值的依赖关系，在条纹分析阶段实现

位相误差的补偿。其中，常用方法是查表法 (LUT) [24−26]。

与查表法相类似，亦可通过分析条纹谐波来推导位相

误差函数，从而达到校正位相误差的目的[27]。被动补

偿仍然是一种基于前标定的非线性误差校正方法。

此外，一些方法通过直接标定条纹相移或者物体深度

去校正投影机非线性 [28]，其本质与标定位相误差等

同。在实际测量中，投影机的非线性规律有可能会随

着时间而漂移，而上述基于标定的主动或被动补偿方

式在此情况下缺少足够的柔性与可靠性。

众所周知，相移技术是一种高分辨率时域条纹分

析技术。多数相移算法对应于有限脉冲响应 (FIR)滤

波器，用来提取时域信号中的基频分量[29]。这类相移

算法抑制谐波的能力在很大程度上取决于投射条纹

的数量。例如，N步同步检测算法 [30] 能抑制高至

N–2阶谐波的影响 [31−32]。虽然增加相移步数可以有

效抑制高阶谐波的影响，但该策略并不适用于要求采

集图像较少的场合，如动态测量 [33]。另外，投射较多

数量的条纹图会增加图像采集的时间，即使在测量静

态物体时，也可能会导致测量结果受到更严重的光照

波动的影响[34]。因此，实际测量倾向于减少投射条纹
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的数量，以达到更经济有效的目的。在此情况下，当

仅有少量条纹图时，最简单的去除谐波的方法是利用

一个带通滤波器对条纹图进行滤波处理[35]，但该方法

会导致条纹图中边缘和细节的模糊，不适用于表面有

阶梯或不连续结构的复杂物体的测量。在此情况下，

为了不破坏条纹信息，需采用点操作算法来处理图

像。例如，可以将投影机的非线性近似为一个简单的

单参数函数，如伽马函数，并利用直方图去估计投影

机的非线性[36],进而补偿其影响。然而该方法并不适

用于多参数函数表征的投影机非线性的校正。如果

不依赖特殊的非线性模型，直方图匹配技术[37] 可以用

来估计投影机的非线性曲线，但其结果对噪声较为敏

感。同时，这些方法的使用也伴随着数据处理计算复

杂性的提高。

投影机非线性的自适应校正技术为解决上述问

题提供了一种新的思路。文中针该类技术的研究进

展作一个系统性的概述。投影机非线性的自校正技

术无需提前标定投影机输入输出光强曲线或位相误

差，而是直接从采集条纹图中估计非线性误差并消除

其影响。因此，投影机非线性的自校正技术在应用中

具有更强的适应性。文中总结介绍了现有的三类不

同自校正方法。其一，是从采集的条纹图像中直接估

计投影机的非线性曲线，并依据其校正位相误差；其

二，是从单幅测量位相图中识别并移除由非线性引起

的位相误差;其三，是利用两幅不同频率的测量位相

图估计误差系数，并补偿其影响。实际测量结果表

明，上述方法在免标定条件下可以有效地抑制投影机

的非线性影响。

1    投影机非线性的影响

如图 2所示，条纹投射测量系统主要由投影机和

摄像机组成。投影机用于投射正弦条纹图案至被测

物体表面，摄像机从另一个角度同步采集物面变形条

纹图像。为了研究投影机非线性对测量位相的影响，

假设采用相移技术。由计算机生成的第 k幅 (k = 0, 1,

…, K−1)正弦条纹图像可表示为：

gk(u,v) = α+βcos(2π f u+2πk/K) (1)

式中：(u, v)表示投影机像素坐标；K表示相移步数；

f表示沿 u轴方向的空间频率；正数 α和 β分别代表

条纹的背景和对比度，且满足 0≤α±β≤1，以保证条纹

灰度值为正值且不会过饱和。
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图 2  条纹投射测量系统

Fig.2  Measurement system of fringe projection
 

 

λ =
∑N

n=0 cngn

当用投影机投射所生成条纹图像至被测物体表

面时，其亮度非线性会导致条纹发生变形。在不进行

光度标定的前提下，投影机的非线性模型并不能准确

知晓。然而，根据 Weierstrass逼近定理 [38] 可知，任意

定义在实数域闭区间的连续函数都可由一个均匀收

敛的多项式来近似表示。因此，未知的投影机非线性

模型可用多项式精确逼近。例如，Yatabe等[39] 利用多

项式表示投影机的非线性模型并求出其解析解，从而

对非线性引起的位相位差进行补偿。文中用一个

N阶多项式来近似表征投影机的输出亮度值，即

，其中 cn 为多项式系数，则摄像机采集的

变形条纹图像可表示为：

Ik(x,y)=R(x,y)
N∑

n=0

cn{α+βcos[Φ(x,y)+2πk/K]}n+D(x,y)

(2)

式中：(x, y)代表摄像机成像平面像素坐标；R(x, y)表

示比例因子，其大小取决于被测物体表面的反射率和

法向量；D(x, y)代表与环境光照相关的附加光强。将

公式 (2)展开并重新整理后可得：

Ik(x,y)= A(x,y)+B(x,y)
N∑

n=0

dncosn[Φ(x,y)+2πk/K] (3)

式中：A(x, y)和 B(x, y)分别代表条纹的背景和调制

度；dn 代表系数，且有 d1=1。依据同步探测算法[30] 可

以从变形条纹图中求出包裹位相为：

ψ(x,y) = −arctan


∑K−1

k=0
Ik(x,y) sin(2πk/K)∑K−1

k=0
Ik(x,y)cos(2πk/K)

 (4)

对公式 (4)所求得包裹位相进行时域解包裹 [40]
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可得到绝对位相 Ψ(x, y)。由于投影机非线性的影响，

计算所得 Ψ(x, y)包含位相误差。该误差可表示为[41]：

ε(x,y) = Ψ (x,y)−Φ(x,y) ≈
int[(N+1)/K]∑

j=1

ξ j sin[ jKΦ(x,y)] (5)

其中，第 j项的系数是：

ξ j =

N∑
n=2

ρ j,n (6)

且有

ρ j,n =


−dn jKC(n+1− jK)/2

n+1

(n+1)2n−1

{[1 ≤ j ≤ (n+1)/K]且
(K和 j−n均是奇数)]}
或

{[1 ≤ j ≤ (n+1)/K]且
(K是偶数, j是奇数)]}

0 否则

(7)

从公式 (5)可以看出，投影机非线性引起的位相

误差是正弦波的线性组合，其大小取决于相移步数

K和多项式阶数 N。这些误差在位相图上呈波纹状

分布，其最低频率是条纹频率的 K倍。

为了更加清晰的呈现出投影机非线性对计算位

相的影响，图 3(a)模拟了一个一维连续位相图，图 3(b)

为添加载波后的位相图，图 3(c)模拟了投影机输入输

出的非线性响应曲线。条纹背景 α和调制度 β的值

分别设为 0.5和 0.4；考虑到实际采集的条纹图像可能

包含不均匀的背景和调制度，故设公式 (2)中的比例

因子 R(x, y)为高斯分布且在两端边缘处衰减为中心

的 50%；由环境光引入的附加光强 D(x, y)的值设为

0.1。

根据公式 (2)，最终可以生成三幅模拟的一维条

纹强度曲线，其间的相对相移量为 2π/3 rad。图 3(d)

所示为第一幅条纹强度曲线图。依据公式 (2)可计算

包裹位相，对其进行解包裹运算并移除载波后得到的

位相曲线如图 3(e)所示，从中可见投影机非线性导致

的波纹状位相误差。将图 3(e)中的位相值减去图 3(a)

中的预设位相值，可得位相误差如图 3(f)所示，从中

可观察到位相误差的频率是变形条纹频率的 3倍，这

是因为采用了 3步相移算法。位相误差的振幅取决

于投影机非线性的程度，在本次模拟结果中最大误差

约为 0.2 rad。
 

Pixel position

In
te

n
si

ty
P

h
as

e 
er

ro
r/

(°
)

−400 0 400
−1.0
−0.5

0
0.5
1.0
1.5

P
re

d
ef

in
ed

 p
h
as

e/
(°

)

(a)

Pixel position
−400 0 400

−30
−20
−10

10
0

20
30

Pixel position
−400−200 0 200 400

Pixel position
−400 0 400

0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

Pixel position
−400 0 400

−1.0
−0.5

0
0.5
1.0
1.5

Pixel position
−400 0 400

−0.50
−0.25

0
0.25
0.50

P
h
as

e 
w

it
h
 c

ar
ri

er
/(

°)

(b)

(c) (d)

(e) (f)

C
al

cu
la

te
d
 p

h
as

e/
(°

)
B

ri
g
h
tn

es
s

图 3  投影机非线性影响。(a)模拟位相；(b)载波位相；(c)投影机非

线性曲线；(d)相移条纹强度曲线；(e)去载波测量位相；(f)位相

误差

Fig.3  Effect of projector nonlinearity on the phase measuring results.(a)

Simulated phase curve; (b) Simulated phases with a carrier added;

(c) Nonlinearity curve of projector; (d) A phase-shifting intensity

curve; (e) Measured phases without carrier;(f) Phase errors 

2    投影机非线性的自校正方法

上一节推导了由投影机非线性引起的位相误差

公式，即公式 (5)。如果可以求解出该公式中未知的

误差系数，就可以从测量位相中剔除该误差，以获得

更加精确的位相值。本节将介绍三种不同的自校正

方法。第一种方法是通过拟合归一化的条纹强度值

与滤波后位相的余弦值之间的依赖关系得到的投影

机非线性曲线，并进行迭代运算校正位相误差。第二

种和第三种方法都是根据推导的误差公式，分别从单

幅位相图和两幅不同频率的位相图中来估计误差系

数，以此校正测量位相。

2.1   基于光强曲线迭代拟合的自校正算法

本节将介绍一种基于迭代强度拟合的自校正算

法 [41]。该方法通过从条纹图中直接估计出投影机非

线性曲线，进而对位相误差进行校正。

利用公式 (4)及位相解包裹技术可求解位相，同

时，可以估计出条纹的背景强度：
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Â(x,y)=
1
K

K−1∑
k=0

Ik(x,y) (8)

以及调制度

M̂(x,y) =
2
K


K−1∑

k=0

Ik(x,y) sin
(

2πk
K

)2

+

K−1∑
k=0

Ik(x,y)
(

2πk
K

)2


1
2

(9)

由于投影机非线性的影响，上述计算结果均存在

误差。图 4(a)分别用虚线和实线绘出计算所得背景

和调制度曲线。从中可见，计算所得调制度也包含有

波纹状的误差。
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图 4   (a)计算所得条纹的背景强度 (虚线)和调制度 (实线)；(b)归一

化强度曲线

Fig.4  (a)  Calculated  background  intensities  (dotted  curve)  and

modulations (solid curve); (b) Normalized intensity curve
 

 

Wk(x,y) =
N∑

n=0

dncosn [Φ(x,y)+2kπ/K
] ≈[

Ik(x,y)− Â(x,y)
]
/M̂(x,y) (10)

利用公式 (10)消除图 3(d)中条纹的背景强度和

调制度，可得归一化光照强度曲线如图 4(b)所示。从

中可见，由投影机非线性引起的谐波仍会导致归一化

的强度曲线为非正弦曲线。由公式 (10)可知，此时的

归一化强度曲线是由 cos[Φ(x, y)+2πk/K]组成的多项

式，如果能得到位相的真值 Φ(x, y)，那么系数{dn}可以

通过公式 (10)计算得到。在上一节中，已经获得了一

个计算位相值 Ψ(x, y)，但由于投影机非线性的影响，

得到的位相值包含了波纹状的位相误差。若对其

作平滑低通滤波处理，则可以得到较为精确的位相

值，即

Φ(x,y) ≈ Ψ̄ (x,y)=Ψ (x,y)∗G(x,y) (11)

式中：*代表卷积计算；G(x, y)代表空域低通滤波器，

例如均值平滑滤波器或者高斯平滑滤波器。选择滤

波器的窗口大小应考虑到能覆盖一个波纹周期，即

1/K条纹节距 (K代表相移的步数)。

Ψ̄ (x,y)

对图 3(e)中的位相进行高斯低通滤波处理后的

结果如图 5(a)所示。从图中看出，波纹状的位相误差

基本被剔除了，但同时位相曲线的边缘也出现了较大

的误差。图 5(b)给出了滤波前后的位相差，即图 3(e)

和图 5(a)之间的差值。图 5(c)显示了滤波位相 (包含

载波)的余弦波形。相较于初始计算的位相 Ψ(x,y)，滤

波位相 在除边缘区域外的值更接近精确位相

值 Φ(x, y)。基于这一事实，如果能找出归一化强度信

号与滤波后的余弦曲线之间的关联性，则可以估计出

公式 (10)中的系数{dn}。为了使两者间的关系更清

晰，图 5(d)绘制了两条曲线所有像素点之间的强度关

系，其中，横轴代表图 5(c)中的余弦值，纵轴代表图 4(b)

中的归一化条纹信号值。从图中可以看出，大量的点

聚集在一起形成一条曲线，而该曲线实际上就是投影

机的非线性曲线。拟合该曲线可表征投影机的非线

性规律。

需注意，图 5(d)中还存在一些偏离曲线的点，这

些点的存在可能会导致多项式系数估计误差。因此，

拟合前需识别并剔除这些偏离点。在实际测量中，这

些误差点的来源主要分成两类：第一类是边界点，源

于空域处理的边界效应；第二类是无效点，例如阴影

区域或物面梯度非常大的区域。剔除偏离点后，将滤

波位相代入到公式 (10)中可得线性方程为：

N∑
n=0

dncosn

[
ψ̄(x,y)+

2πk
K

]
=

Ik(x,y)− Â(x,y)
M̂(x,y)

(12)

公式 (12)构成线性方程组，利用最小二乘法可从

中求解多项式系数{dn}，从而从条纹图中估计出投影

机的非线性曲线。文中使用一个 4阶多项式对图 5(d)

中的有效点进行拟合，其结果如图 5(e)显示。比较

图 5(e)和图 3(c)可发现，估计得到的非线性曲线与预

设曲线在形状上有很大不同，这是由于相移算法对一

定条纹谐波不敏感。例如 3步相移算法对 3的整数

倍阶谐波不敏感[32]，这些谐波在非线性多项式中所对

应项的系数也无法被估计出来。同时，这些项的存在

与大小也不会对测量结果产生任何影响。
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图 5  基于光强曲线迭代拟合的自校正算法。(a)滤波位相；(b)滤波

前后位相差；(c)滤波位相余弦波形；(d)归一化强度与 (滤波位

相余弦的关系；(e)表示 (d)中有效点的多项式拟合结果；(f)校

正后位相

Fig.5  Self-correcting  method  based  on  iterative  intensity  curve  fitting.

(a) Smoothed phase curve ;  (b) Phase difference before and after

filtering;  (c)  Cosine  of  the  smoothed  phases;  (d)  Dependence

between  the  normalized  intensities  and  the  cosine  of  smoothed

phases;  (e)  Polynomial  fitting  to  the  clustering  points  in  (d);  (f)

Corrected phases
 

 

拟合得到投影机非线性曲线的多项式表示，目的

是为了对位相误差进行校正。分别定义背景强度、调

制度以及位相的误差为：
∆A(x,y) = Â(x,y)−A(x,y)
∆M(x,y) = M̂(x,y)−M(x,y)
∆Φ(x,y) = Ψ (x,y)−Φ(x,y)

(13)

则公式 (3)的一阶泰勒展开式为：

Ik(x,y) =Â(x,y)+ M̂(x,y)
N∑

n=0

dncosn

[
Ψ (x,y)+

2πk
K

]
−

∂Ik(x,y)
∂Â(x,y)

∆A(x,y)− ∂Ik(x,y)
∂M̂(x,y)

∆M(s, t)−

∂Ik(x,y)
∂Ψ (x,y)

∆Φ(x,y) (14)

其中



∂Ik(x,y)
∂Â(x,y)

= 1

∂Ik(x,y)
∂M̂(x,y)

=

N∑
n=0

dncosn[Ψ (x,y)+2πk/K]

∂Ik(x,y)
∂Ψ (x,y)

= −M̂(x,y) sin
[
Ψ (x,y)+

2πk
K

]
×

N∑
n=1

ndncosn−1

[
Ψ (x,y)+

2πk
K

]
(15)

对于每一像素，k从 0变到 K−1，共有 K个线性方

程，而每个线性方程的表达式为：

∂Ik(x,y)
∂Â(x,y)

∆A(x,y)+
∂Ik(x,y)
∂M̂(x,y)

∆M(x,y)+
∂Ik(x,y)
∂Ψ (x,y)

∆Φ(x,y)

= Â(x,y)+ M̂(x,y)
N∑

n=0

dncosn

[
Ψ (x,y)+

2πk
K

]
− Ik(x,y)

(16)

从中求解出 ΔA(x,y)、ΔM(x,y)和 ΔΦ(x,y)，可分别

对背景、调制度及位相进行校正，即有
A(x,y) = Â(x,y)−∆A(x,y)
M(x,y) = M̂(x,y)−∆M(x,y)
Φ(x,y) = Ψ̂ (x,y)−∆Φ(x,y)

(17)

根据上述校正过程，并参照图 5(e)中的投影机非

线性曲线即可对图 3(f)中的位相误差进行校正。但

考虑到公式 (13)中的位相、背景强度以及调制度都

包含了误差，而根据这些参数估计出来的多项式系数

值是不精确的，因此，需要用迭代的方式来逐渐逼近

这些系数的精确值，过程如下：

Ψ̄ (x,y) Â (x,y)

M̂ (x,y)

步骤 1：确定迭代过程的初始值。将平滑滤波位

相 及通过公式 (8)~(9)计算出来的背景 和

调制度 分别作为迭代初值 Φ(0)(x,y)、A(0) (x,y)、

和 M(0) (x,y)；

步骤 2：估计投影机非线性的多项式系数。当迭

代 i次 后 ， 位 相 、 背 景 和 调 制 度 估 计 值 分 别 为

Φ(i)(x,y)、A(i) (x,y)、M(i) (x,y)，将其代入到公式 (12)中可

得到一组线性方程组，利用最小二乘法求解得到第

(i+1)次的多项式系数估计值 dn(i+1)；

步骤 3：校正位相误差。针对每一像素 (x, y),将

Φ(i)(x,y)、 A(i)  (x,y)、M(i)  (x,y)以 及 dn(i+1) 代 入 到 公 式

(16)中，求解出 ΔA(x,y)、ΔM(x,y)和 ΔΦ(x,y)，再根据公

式 (17)可 计 算 校 正 后 的 A(i+1)  (x,y)、 M(i+1)  (x,y)和

Φ(i+1)(x,y)；

步骤 4：重复执行步骤 2和步骤 3直到算法收敛。
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通过上述迭代过程，图 3(f)中的位相误差得以校

正。经过 10次迭代后，校正后的位相如图 5(f)所示，

其中，波纹状位相误差已经被消除。

2.2   基于单幅位相图的位相误差估计及自校正算法

当仅有一幅位相图时，想要直接从中识别并剔除

位相误差较为困难。然而，如上节所述，若采用低通

滤波器对计算位相进行平滑滤波处理，并剔除边界效

应等产生的粗大误差，就有可能从中估计投影机非线

性引起的位相误差函数[42]。

图 5(a)的滤波位相在去掉载波位相前进行包裹

操作，结果如图 6(a)所示。由于图 5(b)中的位相差主

要是由投影机的非线性引起的，且根据公式 (5)可知，

它们是一系列正弦波的线性组合，所以结合图 5(b)和

图 6(a)，可以绘制位相误差依赖于位相的关系曲线如

图 6(b)所示，其中纵坐标为图 5(b)中的位相差值，横

坐标为图 6(a)中包裹的滤波位相值。在图 6(b)中，大

部分的点聚集形成一条中心曲线，且该曲线在 2π弧

度范围内有 3个循环周期，对该中心曲线进行拟合就

可以得到位相误差函数曲线。对于图 6(b)中偏离中

心曲线的粗大误差点，可用异值点检测算法 [43] 来剔

除。当采样点足够多时，采用 3-sigma准则能够准确

地去除离群点，并保留有效数据。为了保证精度，这

里采用迭代的方式去执行这一过程。当获得精确的

拟合曲线后，意味着位相误差系数即被确定。需要说

明的是，公式 (5)中的位相误差公式包含很多项，但随

阶数升高，对应振幅快速衰减。因此，在实际操作中，

合理保留前 J项用于计算误差系数。迭代拟合过程

可表示为：∑J

j=1
ξ(i+1)

j sin[ jKΨ̄ (x,y)] = Ψ (x,y)− Ψ̄ (x,y)

(x,y)满足
∣∣∣∆(i)(x,y)

∣∣∣ ≤ 3σ(i)
∆ (18)

∆(i) (x,y)其中，括号中的上标代表迭代次数； 的计算

式为：

∆(i)(x,y) = Ψ (x,y)− Ψ̄ (x,y)

−
∑J

j=1
ξ(i+1)

j sin[ jKΨ̄ (x,y)] (19)

σ(i)
∆ ∆(i) (x,y)代表 的标准差，即

σ(i)
∆ =

√∑
(x,y)

[∆(i)(x,y)]2/M (20)

∆(i) (x,y)式中： 为零均值变量；M代表点的数量。

Ψ̄ (x,y)

ξ(1)
j

∆(1) (x,y) σ(1)
∆

∆(i) (x,y)

σ(i)
∆

第 1次迭代时，将 Ψ(x, y)和 代入公式 (18)，

通过最小二乘算法计算初始误差系数 。结合公式 (19)

和公式 (20)可分别求得 和 ，再根据 3-sigma

准则剔除异值点。重复上述过程，不断更新

和 直到算法收敛。

图 6(c)为迭代 10次后得到的拟合曲线，即位相

误差函数曲线。其中 J=5, 且误差函数的系数为

{0.200, –0.020 0, 0.002 6, –0.000 3, –0.000 04}，由此

表明投影机非线性引起的误差可以通过单幅位相图

识别出来。依据误差系数确定位相误差，并进一步校

正其影响。图 6(d)给出了校正后的位相曲线，从图中

观察到由投影机非线性引起的波纹状误差已经几乎

被完全消除。

2.3   基于双频条纹图位相误差估计的自校正算法

2.3.1    迭代最小二乘自校正算法

条纹投射技术常采用多频条纹，目的是用于计算

条纹级次得到绝对位相，但同时还可利用其校正投影

机非线性的影响。为此，我们模拟了两组不同频率的

条纹图，对应的相移步数均为 3步，且相对相移步距

为 2π/3rad。图 7(a)与图 7(c)为两幅不同频率条纹曲

线图，其测量位相在去除载波后如图 7(b)和图 7(d)

所示。图 7(e)中，实线与虚线分别代表高、低频条纹
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图 6  基于单幅位相图的投影机非线性误差识别与校正。(a)滤波位

相包裹结果； (b)位相误差与位相的依赖关系；(c)误差函数迭代

拟合曲线；(d)校正位相

Fig.6  Recognizing  and  removing  the  projector  nonlinearity  from  a

single phase map. (a) Wrapped smoothed phases; (b) Dependence

of phase errors on phases; (c) Iterative fitting result of phase error

function; (d) Corrected phases 
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的位相误差。从图 7(e)中不难发现，在投影机存在非

线性的情况下，不同频率的条纹图位相误差具有相同

的振幅。与公式 (5)所揭示的规律一致，位相误差振

幅只与投影机的非线性、生成条纹的背景和对比度、

以及相移步数有关，而与条纹频率无关。
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图 7   基于双频条纹图的投影机非线性自校正方法。(a)低频条纹强

度曲线；(b)低频测量位相；(c)高频条纹强度曲线；(d)高频测量

位相；(e) 低频 (虚线)与高频 (实线)位相误差；(f)校正位相

Fig.7  Correction of the projector nonlinearity from two-frequency phase

maps.  (a)  Low  frequency  fringe;  (b)  Measured  low  frequency

fringe  phases;  (c)  High  frequency  fringe;  (d)  Measured  high

frequency  fringe  phases;  (e)  Phase  errors  in  Fig.(b)  (dotted)  and

Fig.(d) (solid); (f) Corrected phases 

 

迭代最小二乘自校正算法[44] 可利用双频条纹位

相确定位相误差系数。假设图 7(a)和图 7(c)中的两

组相移条纹频率分别为 fH 和 fL，它们对应的解包裹位

相分别为 ΨH 和 ΨL，根据公式 (5)，可得：
ΨH −ΦH =

int[(N+1)/K]∑
j=1

ξ j sin( jKΦH)

ΨL−ΦL =

int[(N+1)/K]∑
j=1

ξ j sin( jKΦL)

(21)

ΦH/ΦL= fH/ fL

式中：ΦH 和 ΦL 是位相精确值，分别对应条纹频率

fH 和 fL。根据 ΦH 和 ΦL 之间的关系 ，公

式 (21)进一步写为：


ΨH −ΦH =

int[(N+1)/K]∑
j=1

ξ j sin( jKΦH)

ΨL−
fL

fH
ΦH =

int[(N+1)/K]∑
j=1

ξ j sin
(

fL

fH
jKΦH

) (22)

Φ(0)
H = ΨH

高阶项的振幅会快速衰减，因此保留前 J项较显

著的误差项。由此，公式 (22)形成非线性方程组，其

未知数为 ξj 和 ΦH。设迭代初值为 。该方程

组可通过下列不动点迭代计算：

Φ(i+1)
H =

1

1+
fL

fH


ΨH −

J∑
j=1

ξ(i)
j sin( jKΦ(i)

H )

+
ΨL−

J∑
j=1

ξ(i)
j sin

(
fL

fH
jKΦ(i)

H

)
 (23)

继续图 7的数值模拟过程，取 J=5，经过 10次迭

代，得到的误差系数为{–0.199 6, 0.020 28, –0.003 0,

0.000 9, –0.000 2}，校正后的位相如图 7(f)所示。从

图中看出，由投影机引起的波纹状位相误差已经基本

被消除。

2.3.2    基于统计的自校正算法

在双频条纹投射技术中，在对精度要求不高的前

提下，还可采用基于统计学的算法计算误差函数 [45]。

仅保留公式 (21)第一项，可得：{
ΨH(x,y)−ΦH(x,y) = ξ1 sin(KΦH(x,y))
ΨL(x,y)−ΦL(x,y) = ξ1 sin(KΦL(x,y))

(24)

据此可推导

ΨH (x,y)− fH

fL
ΨL (x,y) =

ξ1 sin(KΦH (x,y))− ξ1
fH

fL
sin(KΦL (x,y)) (25)

求解上式两侧均方根即可直接计算误差系数

ξ1 的绝对值为：

|ξ1| =

√
1
Q

∑
(x,y)

[
ΨH(x,y)− fH

fL
ΨL(x,y)

]2

√
1
Q

∑
(x,y)

[
sin(KΦH(x,y))− fH

fL
sin(KΦL(x,y))

]2
≈

√
2

∑
(x,y)

[
ΨH(x,y)− fH

fL
ΨL(x,y)

]2

√
Q

[(
fH
fL

)2
+1

] (26)

式中：Q代表像素点的数量。为确定 ξ1 的代数符号，

定义误差公式为：
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e(x,y) =ΨH(x,y)− ξ1 sin(KΨH(x,y))−[
fH

fL
ΨL−

fH

fL
ξ1 sin(KΨL(x,y))

]
(27)

∑
(x,y) |e(x,y)| |ξ1|

|ξ1|

分别尝试 ξ1 取正负符号代入公式 (27)，正确的符

号可使 取得较小值。 的估计精度与图

像中的条纹数量有关。条纹越多， 的精度越高。在

估计 ξ1 的值并确定其代数符号之后，可借助公式 (23)

所示的不动点迭代校正位相误差，其中 M=1。

3    测量实验及分析

本节通过实验来比较上述不同自校正算法的有

效性。测量系统如图 2所示，包括了一个 DLP投影

机 (PHILIPS  PPX4010,  854  pixel×480  pixel)， 和 一 个

CCD摄像机 (AVT Stingray F-125B)。采用 3步相移

算法计算位相，利用多频条纹投射方法以时域位相解

包裹算法求解绝对位相。图 8(a)为一幅条纹图，大小

为 512 pixel×512 pixel，其测量位相在去除载波成分后

如图 8(b)所示。从中可见波纹状的位相误差，且频率

为对应条纹的 3倍，是典型的投影机非线性误差。

 
 

(a) (b)
4

3

2

1

0

图 8  (a) 条纹图像；(b) 去除载波后的解包裹位相图

Fig.8  (a) A fringe pattern; (b)Unwrapped phase map without carrier
 

 

分别使用了上述的自校正方法，对位相图进行非

线性误差校正，并将其结果转化为深度图。对应的深

度图如图 9所示。其中，图 9(a)显示的是未经非线性

校正的深度图，图 9(b)显示的是采用光度标定主动补

偿投影机非线性后的测量结果，图 9(c)显示第 2.1节

所述强度非线性曲线迭代拟合算法所得结果，图 9(d)

为第 2.2节所述基于单幅位相图位相误差估计的自校

正方法测量结果，图 9(e)为利用第 2.3.2节所述基于

统计学的自校正方法从双频位相图中重建的深度图，

图 8(f)则是利用第 2.3.1节所述最小二乘迭代自校正

方法从双频位相图中重建的深度图。由图中可见，主

动补偿方法及各种自校正方法均可有效地抑制投影

机非线性的影响。相比较而言，主动补偿方式和统计

学自校正方法计算所得深度图中尚残留较多谐波误差。
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图 9  不同投影机校正算法计算所得深度图。(a)未校正；(b)光度标

定方法；(c)基于光强曲线迭代拟合的自校正算法[41]；(d)基于单

幅位相图位相误差估计的自校正方法[42]；(e)基于统计学的自校

正方法[45]；(f)基于双频位相的最小二乘迭代拟合自校正方法[44]

Fig.9  Depth  maps  of  different  correcting  methods  for  projector

nonlinearities.  (a)  Projector  nonlinearity  not  corrected;  (b)

Photometric  calibration;(c)  Self-correcting  methods  based  on

iterative  fitting  of  intensity  curve[41];  (d)  Phase  error  estimation

from a  single  phase  map[42];  (e)  Self-correcting  method  based  on

statistics[45]; (f) Iterative least squares fitting method based on two-

frequency phase maps[44] 

 

为了评估前述自校正方法的精度与效率，图 10

比较了各种方法的均方根 (RMS)误差及计算时间。

图中的均方根误差由被测物体背景平板上的竖直截

面深度测量数值求得。从图 10中可见，各类校正方

法在不同程度上均可有效地抑制投影机非线性的影

响。其中，采用光度标定方法，因其无需在数据处理

阶段校正位相误差，耗时较少。但是，在测量之前,标

定投影机非线性曲线却需要耗费大量时间。在各类

自标定方法中，基于迭代光强拟合的自校正算法的数
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据处理效率相对较低，这是因为该方法涉及迭代计算

条纹的位相、背景与调制度，耗时较多。最小二乘迭

代拟合的双频位相图自校正方法具有相对较高的精

度，但其数据处理仍涉及迭代拟合操作，也需要一定

的计算时间。基于统计学的双频位相图自校正方法

计算效率很高，但其只能估计并抑制最低一项谐波的

影响，精度较其他自校正方法为低。表 1中以传统的

基于标定的非线性补偿方法和相移算法为参照，对文

中所介绍的各种自校正方法的主要性能进行了比

较。其中，关于计算复杂性，各种方法的计算时间严

重依赖于计算机系统的性能。随着计算硬件水平的

提升，计算时间已逐渐不再是一个制约自校正算法应

用的主要因素。
 
 

表 1  投影仪非线性补偿方法性能比较

Tab.1  Performance comparisons of projector nonlinearity correcting methods
 

Methods
Prior

calibration
required

Number of the
required fringe

patterns

Computation
al complexity

Insensitivity to time-variance
of the projector nonlinearity

Expected
accuracy

Calibration-based methods (e.g. LUT and
phase-error function) Yes Small Low High Middle

Increasing the number of phase shifts with phase-
shifting technique No Large Low Low High

Iterative least squares fitting to the intensity curve
based on single-frequency fringe patterns[41] No Small High Low High

Phase error estimation from a calculated
phase map[42] No Small Middle Low High

Phase error estimation from two-frequency phase
maps using iterative least squares fitting method[44] No Small Middle Low High

Phase error estimation from two-frequency phase
maps using fringe statistics[45] No Small Low Low Low

 
 

4    结　论

文中对现有的三类投影机非线性误差自校正算

法的研究进展做了一个简单的概述。测量结果证明

这些方法可以有效地抑制投影机非线性引起的波纹

状位相误差，从而显著提高条纹投射技术的测量精

度。与其他方法相比，投影机非线性自校正算法具有

如下优点：第一，无需提前对投影机进行光度标定或

误差标定，所以不受投影机非线性特征随时间漂移变

化的影响；第二，不依赖于特定模型来表征投影机非

线性，在实际应用中具有更大的通用性；第三，这些算

法在消除波纹误差的同时，可以有效地保护被测物体

的边缘和细节信息，适用于测量复杂物体的三维形

貌；第四，作为一种基于软件的校正算法，不依赖于测

量系统硬件条件，可与不同精度的测量系统结合，以

进一步提高其测量精度，具备良好的兼容性。
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