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引 言

近年来 !随着大数据时代的来临 !以大规模训

练样本库为基础的深度学习方法得到了飞速发展!

使得其在语义识别"自然语言处理和计算机视觉等

领域都取得了重大突破 ! 尤其是卷积神经网络

01223

在目标检测与识别等各种图像任务中取得

了前所未有的表现 45/67

# 深度学习以其强大的学习

能力超越了许多传统学习方法!这主要得益于它强

大的非线性计算能力和以反向传播方法为基础的

训练策略$

尽管取得了这样的成果! 但现有的深度学习研

究主要集中在欧氏数据上!比如一维的信号数据!二

维的图像数据或者三维的视频数据$ 但是在自然条

件下!很多数据实际上具有非欧结构!利用流形处理

数据已经取得了广泛的关注和理想的结果 48/!7

$ 在计

算机视觉领域! 很多处理的数据都具有非欧结构!

它们的几何空间可看做是一个流形$ 例如 !三维旋

转矩阵形成了
9:;<=

群 !线性子空间
0

图像集
=

具有

>%'??@'))

流形结构等$对于这些重要的流形数据

来说!如何将深度学习方法推广至非欧结构以发挥

其在识别上的优越性!这一研究近年来得到了广泛

关注 4A/B7

$

在图像集
;

视频
=

识别问题中
;

如动态表情识别!

动作识别等
=

! 用线性子空间对目标图像集进行建模!

在计算机视觉领域中取得了巨大成功 45+/5<7

$ 线性子

空间在数学上具有
>%'??@'))

流形结构 ! 它的优

势不仅在于与传统图像表示方法相比的低计算成

本!还在于其在光照%姿态等参数上的不变性45CD567

$ 因

此
D

如何在
>%'??@'))

流形上进行有效地深度学

习 !充分利用深度学习的强大能力 !进而获得更好

的图像集识别结果!是目前值得研究的问题$ 针对

这一问题 ! 如何将深度学习与流形几何结构相结

合 !进一步将深度学习拓展到非欧结构 !使得其获

得学习上的加速性和更高的准确性!结合图像集的

流形结构来对深度学习进行目标识别研究具有重

要的理论价值和工程实际意义!并且该问题在计算

机领域的顶级会议上
E11F

"

G11F

"

1FHI

等 !均

成立了专题
"J%K?LJM

!且得到了广泛关注$

文中以数据的非欧结构为前提 !并将微分流形

的几何原理作为理论依据!设计出一种适用于非欧

数据结构的深度学习网络$该网络模型与现有的流

行算法相比!网络结构相对简单并且更加有效 $ 实

验证明! 该模型在大规模的图像集识别任务中!不

仅在精度上更加准确!而且在学习速度和测试速度

上都有近一个数量级的大幅度提升$

"

基于流形结构的深度学习网络

文中首先简单介绍流形在数学意义上的基本

概念$ 然后具体介绍所设计的深度网络结构 !并对

每个网络层的功能和原理做详细的描述$最后对非

欧结构下的反向传播求导规则和流形优化方法进

行推导!并给出其参数的更新形式$

"#"

黎曼流形及其度量

流形是局部与欧氏空间同胚的拓扑空间 !其上

的点与点之间是由光滑的曲线相连接的$与欧氏空

间中的距离定义不同!流形上的距离定义为流形上

两点之间的最短曲线的长度$具有最短长度的曲线

称为测地线!该曲线的长度则称为测地线距离$

定义
!" >%'??@'))

流形&

!

维欧氏空间
"

中的

所有
"

维子空间集合构成了
>%'??@'))

流形
#;"D

!3;+!"!! 3

!即所有的
!!"

维正交矩阵 !其
"

列

正交列在正交群
$;"3

下所构成的商空间&

#;"D%3"N&#'

%!"

O&

P

&()

"

QR$0"= 0S=

>%'??@'))

流形
#0"D%=

是
%

维欧氏空间中的
"

维线性子空间的集合 !是一种
"0%*"=

维的紧致的

黎曼流形$每个
>%'??@'))

流形上的点都是一个线

性子空间 !可表示为
?M')0&=

$ 该线性子空间是由

%!"

维矩阵
&

的正交基所构成的 $ 在
>%'??@'))

流形上!任意两点间的测地线距离可以由下列公式

计算&

J) TLU >%'??@'))$')V PLU UWMU%$@U)T'& %U?X&T? ?LJ" TL'T TL$? @UTLJY )JT J)&Z $@M%J[U? TLU '((X%'(Z J\

%U(J])$T$J)D ^XT '&?J '((U&U%'TU? TLU T%'$)$)] ')Y TU?T M%J(U?? $) J)U @'])$TXYUV

$%& '()*+, YUUM &U'%)$)]_ >%'??@')) @')$\J&Y?_ I$U@'))$') JMT$@$`'T$J)_ $@']U /?UT %U(J])$T$J)

!"
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式中 !

#,$

为
0%'112'))

流形上的任意两点 "

!.

+"

3

,"

/

,"

%

-

为该两点间的主角度向量#如图
3

所示$

图
3 0%'112'))

流形上的主角度示意图

4$563 7$'5%'2 89 :;< =%$)($='& ')5&<1

8) :;< 0%'112')) 2')$98&>

!"#

网络结构

文中将详细介绍所设计的深度网络结构$ 由于

0%'112'))

流形主要是用来表示图像集或视频 #所

以该网络主要是针对于解决图像集的分类识别问

题$笔者设计网络的主要目的就是利用深度学习的

优点 # 学习 出 维 数 更 低 的 % 分 类 能 力 更 强 的

0%'112'))

流形 #使得在相关分类任务上不仅降低

了计算复杂度#而且同时也提高了识别的精度$ 该

网络总共由
?

层结构组成#结构图如图
@

所示 $ 上

述网络主要由转换层%正交化层%映射层%全连接层

和
189:2'A

层组成$

图
@

所提出的网络模型结构示意图

4$5#@ B(;<2':$( >$'5%'2 89 :;< =%8=81<> )<:"8%C 28><&

!"#"! !"#

该层是本网络的核心层 #其主要作用是将输入

的正交矩阵
+0%'112'))

流形
-

通过线性映射
&

转换

到一个新的低维矩阵中!

'

%DE

.&

%

:%')1

+'

%

F(

%

-.(

G

%

'

%

!!!!!!!!!!+H-

式中!

'

%

")+*,+

%

-

是第
%

层输入的正交矩阵"

(

%

"

,

+

%-E

!+

%

,+

%DE

I+

%

为第
%

层的权值#即为转换矩阵"

'

%DE

"

,

+

%- E

!*

为第
%

层的输出矩阵$ 由于
(

%

需要是列满秩

的 #为了防止优化时的衰减现象 #给
(

矩阵赋予一

个正交限制#即!

(

G

%

(

%

..

+

%

+J-

式中!

.

+

%

为
+

%

维的单位阵$

在数学观点上 #带有正交限制的优化问题实际

上是一个在
B:$<9<&

流形上的非限制性优化问题 $

所以 #

(

的正交特性使得其几何结构处在
B:$<9<&

流形上$ 那么#笔者就可以使用黎曼优化方法对
(

在
B:$<9<&

流形上进行梯度下降法求解$ 而且#笔者

的目标函数对正交群
/+*-

具有不变性#即对于任意

的
0"/+*-

#都有
1+(-21+(0-

#所以
(

的优化空

间实际上在一个
0%'112'))

流形上$

!"#"# $%&#

在转换层之后 # 一般都需要紧接一个正交化

层$ 这是因为#即使
(

是正交矩阵#

(

G

'

也无法保

证一定在
0%'112'))

流形上$ 以上结论显然成立#

由
+(

G

'-

G

+(

G

'-.'

G

((

G

'

可得#

((

G

并不一定是

单位阵$ 所以#只有由正交基所构成的线性子空间

矩阵才能形成
0%'112'))

流形 $ 为了解决这一问

题#使用
3,

分解来得到
(

G

'

的正交成分
,

即!

(

G

'.3, +K-

具体地说#在正交层中#有!

'

%D3

.&

%

3,

+'

%

-.'

%

,

LE

%

.3

%

+?-

式中 !

'

%

为第
%

层的输入 "

3

%

",

+

%

!*

为由前
*

列组

成的正交矩阵"

,

%

",

*!*

为可逆的上三角矩阵"

'

%DE

为第
%

层的输出$

!"#"$ '(#

该层的主要作用是将流形的非欧空间结构映

射到欧氏空间中#这样适用于欧氏空间结构的一些

网络层 #如
189:2'A

层 #就可以应用到所设计网络

M!NHNN@LH

!"
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的分类任务中!以此来训练目标函数" 通过微分同

胚映射将
1%'223'))

流形嵌入到幂等的对称矩阵

空间中!即

!!

"45

6#

"

$%&

7!

"

86!

"

!

9

"

7!8

式中#

!

"

和
!

"4:

是第
"

层和
"4:

层的输出"

!"#

网络的参数更新与求导

文中主要基于矩阵的链式法则和反向传播方

法! 对所设计网络的参数更新公式进行相关推导"

由于网络中的模型大多数是复杂的矩阵函数形式!

其中如正交层还包含
'(

分解等矩阵因子分解运

算!所以简单地使用的以元素为单位的梯度推导方

法无法对网络的参数进行更新" 也就是说!以矩阵

为单位的反向传播方法的梯度推导!无法仅仅利用

传统的以矩阵中的元素为单位的反向传播方法推

导出梯度"文中使用基于矩阵的反向传播方法和矩

阵链式法则 ;<=来解决这一难题"

在深度网络模型中 !笔者用一系列连续的函数

组合来表示其学习到的函数
#)*

7"8

!*

7"+:8

!*

7"+,8

!

$

*

7>8

!

*

7:8

!函数中的参数为
?-@6?-

"

A-

"/:

A-

"/>

A

$

A-

>

A-

:

@

!

其中
#

7" 8

和
-

"

分别是第
"

层的函数和权值矩阵% 那

么!第
"

层的代价函数就可以表示为
.

7"8

).!#

7/8

!#

7/+:8

!

&

#

7"0:8

!#

7" 8

! 其中
.

是最后一层的输出函数!

/

为网络

的总层数%

!"#"! !"#$%&'(

将使用
1%'223'))

流形上的随机梯度下降法

来更新转换层中的权值参数%具体地!对于
(

1

.7-8

的计算!可以由以下公式得到#

(

1

.7-8672

3

+--

9

8

!

-

.7-8 7<8

式中#

!

-

.7-8

为
.7-8

关于
-

的欧氏梯度%

该层在黎曼流形上的权值更新公式为#

(

1

.7-86

!

-

.7-8/

!

-

.7-8--

9

!!!!7B8

-

44:

6"7-

4

+#(

1

.7-88 7:+8

式中#

-

4

为当前的权值参数'

"7

(

8

为拉回映射算子'

#

为学习速率'

!

-

.7-8--

9

为函数欧氏梯度

!

-

.7-8

的

正则成分%

根据链式法则可以求得相应的欧氏梯度

!

-

.7-8

的表达式为#

!

-

.7-86

$.

7"4:8

$5

"4:

$*

7" 8

75

"

8

$-

6

$.

7"4:8

$5

"4:

5

"

9

7::8

!"#"$ )*#+%&'(

正交层的计算是所有层中最复杂的一层 !也是

推导公式最为困难的一层% 该层主要包含了公式
7C8

的

6(

分解 !同时还包含了公式
7D8

的非线性计算 % 首

先对
6(

分解层的梯度公式进行推导% 结合参考文

献
;B=

!对于将
5

"

作为输入 !二元组
76A(8

作为输出

的
6(

层!其代价函数的偏导数为#

$.

7" 8

)

*

$5

"

6

2+66

9

" #

9

$.

7" 8

$6

46

6

9

$.

7" 8

$6

" $

EF%$ &

% $

(

/5

" $

9

46

$.

7" 8

$(

$.

7" 8

$(

(

9

" $

EF%$ &

(

/5

" $

9

" $

!!!!!!75.8

式中#

7

EF%$ &

67

EF%$ &

/778

9

F%$ &

A7

F% $ &

为将矩阵
7

的所有上三

角阵元素设为
,

"

!"#"# ,-#+%&'(

相对其他层而言 !映射层的梯度更新公式比较

简单!但是该层却在整个网络中起到了至关重要的

作用 " 该层可视为流形结构的线性化层 ! 它把

1%'223'))

流形的非欧结构同胚映射到对称矩阵

空间的欧氏结构中 !使得之后
2GHF3'I

层的代价函

数训练方法可以直接适用于笔者的网络模型" 虽然

该层的传递过程中并没有权值参数需要训练 !但是

其依然参与正向传播和反向传播时的梯度更新" 可

求得该层的梯度更新公式为#

$.

*

*

$!

"

6

$.

$!

"45

4

$.

$!

"45

" $

9

75-8

$

实验结果与分析

文中通过野外动态人脸表情
7JKLM8

数据集 ;5,=

来验证所提网络模型的有效性+ 该数据集包含了在

真实野外条件下人脸面部表情的动态变化数据!是

现有的人脸表情识别任务中被广泛应用的一个流

行数据集 " 它由
--,

个人拍摄的
5 -0C

个视频组

成 !这些视频是在自然环境下拍摄的 !而非实验室

内的可控环境下!其样本见下文" 这就使得基于该

数据集的人脸表情识别任务更加具有挑战性" 实验

!"
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图
+ ,-./

数据库中的样本帧

-$012 3'45&6 7%'468 7%94 :;6 ,-./ <':'='86

>!>+>>?@A

结果表明!笔者的方法在准确度和速度上都达到了

理想的结果"

!"#

实验设置

在相关实验中 !采用大量的对比算法来进行实

验结果的分析与验证" 首先!选择了
B

种当下比较

先进的
C%'884'))

流形学习算法 #

DEE

方法 FGAH

$

CD,

方法 FG>H

$

CCD,

方法 FGGH和
IJK

方法 FG?H

" 在对

比实验中!不仅选取了
B

种
C%'884'))

流形学习算

法 FGAL G>@G?H

!而且还选取了与这个数据库相关的当下

流行算法!如
3MJ@.N5K6:

FGOH

L D665P?I

FG!H

L 3IDQ6:

FRH

和
C%Q6:

FSH

"对于以上方法!全部使用相关作者提供

的源代码!并且根据原文的策略来调整各算法中的

相关参数"

如图
2

所示 !

,-./

数据集的标准实验策略 FGBH

是把原数据集分成训练数据集 $ 验证数据集和测

试数据集共
2

个子数据集 ! 在训练数据集和验证

数据集中 !每个视频都被分为
!

种表情中的一种 !

但是其测试数据集的标签并没有在网上公布 !所

以无法直接使用其测试数据集来进行实验 " 基于

这个原因 ! 笔者将验证数据集用作测试数据集来

进行相关的实验分析 " 对于训练数据集!将其中的

视频分成
G !B!

个视频片段!而对于测试数据集!则

相应地被分成
2!G

个视频片段" 这些视频片段中的

每一帧人脸图像都被重新归一化为
?>!?>

尺度大小

的图像" 与参考文献
FGAH

的方法类似!将每个视频数

据表示为线性子空间!即每一个视频数据都被表示

为一个
CTG>L*>>U

的
C%'884'))

流形矩阵" 在训练

过程中
L

学习速率设置为
>1>G

!

=':(; 8$V6

设为
+>

"

!"!

实验结果及分析

各种不同算法在
,-./

数据集上的实验结果

如表
G

所示"可以看出!

3IDQ6:

和
C%Q6:

方法的结

果在该数据集上取得了比较精确的结果 ! 达到了

+*1?+W

" 但是笔者的方法在所有算法中取得了最

为准确的结果!将原有的领先结果提升至
+O1+SW

"

图
B

给出了该网络在训练与测试中的收敛表现和

识别错误率"

表
?

给出了所设计的网络模型在训练阶段和

测试阶段与其他网络模型在运行速度上的比较结

果"文中方法在训练速度和测试速度上!较
3IDQ6:

和
C%Q6:

都有大幅度提升"其中!与
C%Q6:

相比!笔

者的方法在训练速度上提升了
G+

倍 ! 测试速度上

提升了
+G

倍 %而与
3IDQ6:

相比 !笔者的方法在训
!"
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1234567

89:;23

<%;23

=>% ?23456

@%'$)$)A %>))$)A 7B226 @273$)A %>))$)A 7B226

.C#. 6'3'D7 EFC#G- 7H GIJ0 6'3'K7 ELJF- 7M

CJF 6'3'D7 ENG-JGC 7M N-JG 6'3'K7 O.0JGG 7M

N.!J! 6'3'D7 EN-J0G 7M L--JC 6'3'D7 E,JG0 7M

练速度上提升了
LJL

倍!测试速度上提升了
FJ-

倍"

这个结果也是合理的!因为笔者的网络结构只有
0

层 !

而
<%;23

有
NL

层!

89:;23

有
C

层"

表
! "#$%

数据集上的表情识别结果

&'()! $*+,-+. /01+2.-,-+. /0345,3

+. ,60 "#$% 7','30,

E'M

目标函数的收敛结果

E'M P5)Q2%A2)(2 R24'Q$5% 5S 342 5RT2(3$Q2 S>)(3$5)

ERM

训练与测试中的识别错误率

ERM U%%5% %'327 5S 342 3%'$)$)A ')6 3273$)A 6'3'7237

图
L

文中模型在
VWUX

数据库上的实验结果

W$AJL UYB2%$?2)3'& %27>&37 5S 34$7 ?562&

S5% 342 VWUX 6'3'R'72

表
8

训练和测试速度结果比较

&'()8 9+*:'/-3+. +; /4..-.2 3:007 +;

,60 ,/'-.-.2 '.7 ,03, 7',' 30,3

<

结 论

文中针对图像集的识别与分类问题 !基于数据

的
<%'77?'))

流形结构!设计了一种简单且高效的

深度流形几何网络" 在尊重数据几何结构的同时 !

结合深度学习方法的强大计算能力!提出了一种面

向非欧数据的深度学习方法!使得
<%'77?'))

流形

的学习效果在深度学习框架下得到了优化"

为了验证该方法的有效性!在
VWUX

数据集上

做了相关实验!并对实验结果和网络模型进行了详

细的分析" 实验结果表明!所提出的网络模型不仅

在准确性上较现有的先进算法有所提升!而且在学

习和测试速度上也得到了大幅度提升" 文中为之后

将深度学习与流形结构结合的工作在理论上和方

法上都打下了良好的基础"
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