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摘 要： 相对位姿确定是航天器交会对接、在轨服务等航天任务的关键技术之一，采用单目视觉相机
进行相对位姿确定是其有效解决途径。针对基于特征点的空间目标相对位姿单目视觉确定问题，提出
了一种基于拟投影线思想和正交 Procrustes 分析的相对位姿求解迭代方法。该方法在基于逆投影线构
建的优化模型基础上，将绝对定向问题转化成正交 Procrustes 分析模型，利用持续投影算法将姿态矩
阵分列优化并进行全局修正求得最优姿态矩阵。 最后，以航天器相对位姿确定为背景，对所提算法进
行了数学仿真，结果表明该方法能够较快收敛并具有较高的鲁棒性。
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Relative pose monocular vision determination of spacecraft using
orthogonal Procrustes analysis
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Abstract: Pose(relative attitude and position) estimation is one of the key technologies in space missions,
such as on鄄orbit servicing, rendezvous and docking, etc. One of the most efficient way to solve this
problem is observation on the target by monocular vision such as single CCD measurement. Aiming at
the pose estimation of space target based on feature points, an iteration algorithm using obverse projection
and orthogonal Procrustes analysis was introduced. Turning the original pose estimation problem to a
standard form of orthogonal Procrustes problem, the orthogonal Procrustes problem was solved in the way
of successive projection. The key of successive projection method was optimized the attitude matrix row
by row. Each row can be solved as a least square problem constrained by a quadratic equation. This
algorithm has a global updating and result will be given when errors are within permission. At last, under
the background of pose estimation between non鄄cooperative spacecraft, the simulation experiment shows
that this algorithm has both fast convergence speed and strong robustness.
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0 引 言

视觉敏感器具有精度高、 体积小、 重量轻等特

点， 能够提供大量包含空间目标信息的高分辨率图

像，已成为航天器在轨服务、交会对接等任务的相对

位姿测量主要手段。

相对位姿解算是单目视觉测量系统的核心 ，其

性能将直接影响相对位姿的确定精度。为此，诸多学

者提出了该问题的解决方法 [1-3]。 包括解析算法如

SVD[4]，QUEST[5]等直接求解相对位姿信息。 对于在

轨服务航天任务， 非合作目标为一类无法正常工作

的航天器， 但此时仍假设预先知道目标航天器的外

形结构尺寸，即所利用的特征信息已知，追踪航天器

利用视觉相机获取目标图像， 提取其边缘与角点信

息作为目标特征点。 在图像获取与特征提取过程中

会产生较大的随机误差，解析算法极易受误差影响，

鲁棒性较差，有必要探索新的优化求解方法。

Haralick 等 [6]引入特征点景深变量提出了一种基

于点特征的相对位姿迭代确定算法， 该算法具有全

局收敛性，但收敛速度较慢。 Lu 等 [7]在单目视觉模型

中利用逆投影思想， 将姿态求解问题转换为物空间

共线误差最小化问题，利用较少的迭代次数，即可得

到具有较高精度的相对位姿信息。 但在求解中采用

SVD 分解算法， 由于 SVD 算法受误差影响较大，在

误差较大时，算法精度急剧下降。

OPA(Orthogonal Procrustes Analysis)是一种在正

交约束条件下利用最小二乘法直接估计姿态变换的

方法[8]。该方法与传统的利用欧拉角的求解方法相比，

无需进行多次三角函数相关运算， 极大的简化计算

复杂度。而且该方法对初值敏感度低，具有较强的鲁

棒性， 是针对非合作目标之间姿态确定问题求解的

一种有效手段。

综上，文中将利用逆投影思想构建优化模型，探

索基于 OPA 相对位姿求解的可行性，给出相应的迭

代求解算法，理论分析其收敛性，并选择空间在轨服

务的失控目标逼近相对位姿测量为任务背景， 对所

提算法进行数学仿真验证。

1 位姿确定的正交 Procrustes 模型

1.1 坐标系定义

定义相机坐标系 ObXbYbZb 的原点在投影中心

Ob，Zb 轴与投影轴重合并指向目标，Xb 轴 ，Yb 轴与像

平面中的 U 轴，V 轴平行，且 XbObYb 平面与像平面距

离为相机的焦距 f。 其中特征点在目标本体坐标系

OrXrYrZr 中的位置矢量由 ri 表示 ， 其在相机坐标系

ObXbYbZb 中的位置矢量用 bi 表示。

1.2 单目视觉相对位姿确定问题

特征点 Pi 在目标本体坐标系中的坐标为 {ri|ri=
[xri yri zri]T，i=1，…，n}，在相机坐标系中的坐标可表

示为 ：{bi |bi=[xbi ybi zbi]T，i=1，…，n}，其在像平面上

对应投影点为 Ci，相应的坐标为 [ui vi]T。 CCD 校准

与畸变参数求解可参见文献将相机简化为小孔成像

模型，投影成像模型如图 1 所示。

图 1 特征点投影成像示意图

Fig.1 Projection of feature points on target

根据小孔成像模型，并结合图 1 可知：

xbi=资(ui-u0/2)
ybi=资(v0/2-vi)
zbi=

=
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式中 ：u0，v0 分别是相机像平面在 U 轴 ，V 轴的像元

数；资 表示单位像元大小。通过公式(1)可以将像平面

上的二维坐标转化为特征点在相机坐标系中的三维

坐标信息。

由于所有的特征点 Pi 都对应着一条从相机投

影中心 Ob 发出的射线，该射线经过 Ci 指向目标，方

向与特征点的投影方向相反，称之为逆投影线。逆投

影线的单位矢量 ni 可表示为：
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在理想情况下，像点 Ci 和特征点 Pi 均在逆投影

线上，满足共线条件。 因此特征点 Pi 在相机坐标系

坐标 bi 可以表示为：

114



第 S 期

bi=dini (3)
式中：di 为特征点景深；Pi 距离投影中心 Ob 的景深。

根据刚体的运动方程可知：

bi=Ari+T (4)
式中：T=[tx ty tz]T 表示目标航天器相对于相机的平

移矢量；A 为坐标系之间的转换矩阵，表示两航天器

之间的相对姿态，满足集合

S={A|ATA=I，det(A)=+1} (5)
由上面的分析可知， 在理想情况下， 特征点 Pi

在逆投影线上的投影等于其自身，即

bi=n
T

i (Ari+T)ni (6)

由于在图像处理过程存在误差， 目标特征点 Pi

通常不在逆投影线上，既公式(3)与公式(6)表示的坐

标存在一定的误差 ，结合公式 (4)，利用这个误差定

义误差函数

e2=
n

i=1
移||(Ari+T)-n

T

i (Ari+T)ni||2

A∈

#
%
%
%%
$
%
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%%
& S
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式中： ||·||为向量 2-范数；e2 为误差量。

那么单目视觉求解相对位姿问题就可以描述为

对于已知在目标本体坐标系的特征点 Pi′和像点坐

标 Ci，求解姿态矩阵 A，平移矢量 T 和景深 di，使公

式(7)最小。 这样就将相对位姿确定问题转化为一个

非线性优化问题。

由参考文献 [7]可知 ，平移量 T 存在最优解 ，可

用姿态矩阵表示出来如公式(8)所示：

T(A)= nI-
n

� i=1
移(nin

T

ii () -1 n

� i=1
移(nin

T

i -I)Ari (8)

为使误差函数公式 (7)达到最小 ，结合公式 (8)，
可得到姿态矩阵的迭代求解式：

A(k+1)=min
n

i=1
移||Ari+T(A(k))-n

T

i [A(k)ri+T(A(k))]ni||2

A∈

∈
%
%
%%
*
%
%
%%
& S

(9)

求解公式 (9)，可得到相应的姿态矩阵 ，利用得

到的姿态矩阵反复执行上述过程， 直到目标函数式

达到相应的精度要求。

基于逆投影思想， 上述算法的核心思想是使残

差最小化， 由于平移量 T 可由姿态矩阵 A 经代数过

程求得， 这使得姿态矩阵 A 的求解成为该算法能否

顺利执行的核心问题。为便于后续分析，将姿态求解

核心问题简化表述为如下形式：

L(A)=argmin
A

n

i=1
移|bi-Ari|2

A∈

∈
%
%
%%
*
%
%
%%
& S

(10)

根据文中坐标系定义，ri 是特征点在目标本体坐

标系 OrXrYrZr 中的位置矢量；bi 是特征点在相机坐标

系中的位置矢量。可以令 bi=n
T

i [A(k)ri+T(A(k))]ni-T(A(k))，

即可以将其化为与公式(9)同样的形式，以下为了便

于表述，均针对公式(10)进行求解。

1.3 正交 Procrustes 模型

如上所述， 相对位姿求解可被转化为一个如公

式 (10)所示的非线性约束最小二乘问题 ，且由于公

式 (10)的约束是正交的 ，可考虑将此问题转化为一

个标准正交 Procrustes 形式 ， 进而应用相应的正交

Procrustes 问题求解方法获得最终解。

Procrustes 问题就是求解一个矩阵 Q， 使得 CQ

尽量接近 B，矩阵 C 与矩阵 B 是给定的。 求解问题

f(Q)=min
Q

||CQ-B||F (11)

其中 ，C∈Bm×n，B∈Rm×k，Q∈Rn×k； ||·||F 表示 F 范数 。

若给矩阵 Q 加上约束条件 ，则公式 (11)就是约束条

件下的 Procrustes 问题。 在文中，求解的目标矩阵是

姿态矩阵，满足正交约束，且是方阵，约束条件如公

式 (5)所示。 称这样的 Procrustes 问题为正交约束下

的均衡 Procrustes 问题。 均衡 Procrustes 问题以及相

关的广义 Procrustes 问题在视觉测量领域有着广泛

的应用。

将文中需求解的目标函数公式 (10)转化为标准

的 Procrustes 形式，

f(A)=argmin
A

n

i=1
移||bi-Ari||

2

F =

argmin
A

||B-AR||
2

F =min
A

||RTAT-BT||
2

F (12)

其中 R，B 已知，A∈S。

2 持续投影算法

由上文分析可知， 可将相对位姿求解问题表述

为标准正交 Procrustes 形式 ，为了求解此问题 ，文中

将采用持续投影算法。

持续投影算法是指将姿态矩阵分列求解， 在每

一列求解过程中采用投影算法， 即求解二次等式约

曾占魁等：基于正交 Procrustes 分析的航天器单目视觉相对位姿确定方法 115
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束下的最小二乘问题 (Least square problem with a
quadratic equality constraint，LSQE)，最后进行全局修

正，多次迭代后可得到误差允许范围内的姿态矩阵。

2.1 基于 LSQE 的投影算法

首先，给出姿态矩阵每一列的求解方程：

min
||a | | 2=1

||RTaj-bj||
2

F a
T

j aj=+1 (13)

式中 ： 姿态矩阵 AT=[a1 a2 a3]，aj 为姿态矩阵第 j
列；bj 为观测量 BT 中第 j 列；R 为特征点在被追踪航

天器本体中的坐标矢量。

采用投影算法求解该问题。 在 a
T

j aj=1 的限制条

件下，利用拉格朗日乘子法，可表示为：

RRT aj

a
T

j

j "
1

aj

着
j "= Rbjj "

I
(14)

参考文献[10]给出了求解 着 的迭代算式如下：

着k+1=着k-
e
T

k fk
||fk||

2

2 +||ek||
琢-2

2 (||e||
2

2 ||fk||
2

2 -(e
T

k fk)2)
(15)

式中，

ek=(RRT+着kI)-1Rbj

fk=(RRT+着kI)-1ek (16)
式中：琢 为加速参数， 当 琢=-0.5 时对求解 LSQE 问

题最有效。

利用 LSQE 算法，经上述推导，即可求得姿态矩

阵 A 的某一列向量值。

2.2 持续投影算法

在上一小节中， 利用 LSQE 算法可得到姿态矩

阵 A 的某一列向量， 下面将利用持续投影算法求得

姿态矩阵的各个列向量并进行全局修正。 由于文中

采用的算法对列向量个数不做要求， 为了便于后续

拓展研究及其他领域应用， 在这里记姿态矩阵 AT=
[a1 … ak]。 首先取 aj 迭代，修正姿态矩阵 A。 求解下

述问题：

min
||aj | |

2

2 =1,a
T

j Aj =0

||RTaj-bj||
2

2 (17)

式中：A
T

j [a1，…，aj-1，aj+1，…，ak]。

根据参考文献[11-12]中给出的简化方法，采用

AT 的正交补 H 可以来简化求解公式(16)。 设 A
T

j 的正

交补为 Gj=[aj H]。 因此向量 aj 可写成 ，其中 aj=Gjx
并且 x∈R3×1 为单位向量。

公式(17)等价于下述的 LSQE 问题：

min
||x | |

2

2 =1

||RTGjx-bj||
2

2 (18)

利用上一小节中的方法求解公式 (18)， 得到最

优解 x*。 由此可得 aj
*=Gjx*，逐列求解即可得到优化

后的姿态矩阵记为A赞 T。 显然，若 W 是 x* 的零空间正

交基，那么优化后的矩阵A赞 T 的正交补就是H赞 =GjW。反

复进行上述的优化迭代过程， 直到误差量小于预设

上限。

综上 ，求解公式 (12)的持续投影算法流程框图

如图 2 所示。

图 2 持续投影算法流程图

Fig.2 Flow chart of successive projection method

由于标准正交矩阵序列 AT(i，j)是有界的，则 AT(i，j)

必有聚点。 且可证明对于任意的常数 j≤k，第 j 个子

序列{AT(i，j)}的任意一个聚点必定满足 [11]：

||RTaj
*-bj||

2

2 = min
a⊥Aj

*| |a | |=1
||RTa-bj||

2

2 (19)

其中，Aj
*=[a1

*
，…，aj-1

*
，aj+1 ，…，ak

*
]。

假设 AT 是 k 个序列共同的聚点，那么 AT 满足公

式 (19)，可以推知 AT(n+a，j)→AT，由此序列{AT(i，j)}是收

敛的得证， 进而可由全局收敛性定理证得文中所提

相对位姿确定算法全局收敛。

3 仿真与结果分析

假设目标航天器的几何特征外形已知， 这里采

用某型号卫星的真实尺寸， 将已知的被服务航天器

模型简化为可提取特征点的特征点模型， 各特征点

在特征点模型中的坐标如表 1 所示。
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Y/mm Z/mm

-400 450

400 450

Feature points

P1

P2

X/mm

1 300

1 300

400 450P3 350

P4 350 1350 450

P5 -350 1350 450

P6 -350 400 450

P7 1 300 400 450

P8 1 300 -400 450

P9 -350 -400 450

P10 -350 1 350 450

P11 350 1 350 450

P12 350 -400 450

P13 350 -400 -450

P14 350 400 -450

P15 -350 400 -450

P16 -350 -400 -450

P17 300 -300 550

表 1 特征点坐标

Tab.1 Coordinates of feature points

设两航天器之间的实际相对位姿参数为：

(1) 相对姿态角：[准 兹 鬃]=[10° 15° 8°]
(2) 相对位置：T=[-4 1 10]Tm
相机内参数如下：相机焦距为 12 mm；像平面分

辨率为 1 280×1 024；像元大小为 12 滋m×12 滋m。

迭代的 A (0)的初值设为 I3×3，截止误差阈值 E 设

为 1×10-8。 将特征点在像平面成像点坐标作为观测量，

设特征点提取初始偏差为两像素。

采用上述仿真参数和初始值， 利用基于逆投影

思想建立的相对位姿求解模型， 结合文中推导持续

投影算法进行仿真分析， 算法迭代过程中相对角度

误差变化曲线如图 3~图 4 所示。

图 3 姿态角收敛

Fig.3 Convergence of attitude angle

图 4 位移量收敛

Fig.4 Convergence of relative position

由图可知， 在初始特征点提取噪声较大的情况

下，姿态角与位移量也能较快收敛到真值附近，误差

较小。 进一步定义相对误差百分比，在收敛之后姿态

角和位移量能够保持在 4%以内，说明本算法具有较

快的收敛速度与较高的计算精度， 同时也具有较高

的鲁棒性。

4 结 论

针对基于单目视觉的航天器间相对位姿确定问

题， 考虑由于利用非合作目标上的自然特征所引起

的误差增大等因素， 提出了一种基于逆投影思想的

持续投影算法，并理论证明了该方法的收敛性。 以面

向航天器在轨服务的相对位姿确定问题为背景 ，对

所提算法进行了数学仿真验证， 结果表明该方法收

敛速度较快， 且在特征点提取误差较大时表现出较

高的鲁棒性。 另外文中提出的算法也可用在多视测

量、人脸识别等非方阵姿态矩阵求解等问题中，具有

广泛的应用价值。
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