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摘 要院 机器人位置精度检测为距离误差检测袁检测末端位置指令距离和实际距离之间的误差遥为达

到提高机器人精度的目的袁需对机器人运动学参数进行补偿遥文中采用激光跟踪仪检测机器人距离误

差袁 通过研究得出的机器人距离误差模型和实际的运动学参数的映射遥 Hayati 提出的修正的机器人

D-H 运动学模型中某些参数是不可以辨识的袁引入辨识距离误差矩阵的条件数袁通过计算条件数袁剔
除了机器人距离误差运动学参数模型中不可辨识的参数遥 最后对机器人可辨识的运动学参数误差进

行补偿袁从而提高了机器人的精度遥
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Robot kinematic parameters compensation by measuring distance
error using laser tracker system
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2. Guangdong Testing Institute of Product Quality Supervision, Guangzhou 510330, China)

Abstract: The robot position accuracy is measuring the robot pose error between the command distance
and the actual distance. To improve the robot accuracy, it needs to compensate on robot kinematic
parameters. Laser tracker was used to measure the robot distance error in this article. The mapping
between the actual kinematic parameters and the robot distance error model was obtained. Some kinematic
parameters in modified D-H kinematic model that Hayati proposed can not be identified, therefore, the
condition number was introduced to identify the distance error matrix. Through computing the condition
number, the unidentified kinematic parameters in distance error kinematic model was deleted. Ultimately,
the robot kinematic model using the identified kinematic parameters was compensated. It improves the
robot accuracy apparently.
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0 引 言

工业机器人重复精度 (Repeatability) 一般都很

高袁早期的机器人多采用示教编程袁因此只需重复精

度高即能满足工业需求遥 但是随着机器人的应用范

围进一步扩大袁机器人离线编程也越来越普遍袁而定

位精度(Accuracy)却很低袁无法满足离线编程的精度

要求遥为提高机器人的定位精度袁必须对机器人的运

动学参数进行补偿遥 机器人的误差有几何参数误差

和非几何参数误差袁 其中几何参数误差是机器人最

主要的误差袁 文中主要通过测试机器人的距离误差

来补偿机器人的几何参数误差遥 因为测量机器人的

绝对位置精度时必然涉及测量系统坐标系与机器人

坐标系间的坐标变换袁此变换矩阵很难精确测定袁最
终导致整个测量系统的测量精度降低袁 因此 ISO
9283院1998 标准袁采用距离误差专门针对离线编程的

机器人进行精度检测遥 周学才 [1]根据空间任意两点

在不同正交坐标系下的坐标是不同但其距离却相

同袁引入距离来表征机器人坐标系间的变换袁但该方

法需几何推导较复杂曰张铁 [2]使用 Hayati [3]针对 DH
模型修改得到 5 参数的 MDH 模型袁 引入了绕 y 轴

旋转的微分量袁该方法会出现矩阵奇异袁须进行奇异

值分解曰蔡鹤皋 [4]等利用修正的 D-H 模型推导了机

器人的实际几何参数和工具位姿误差之间的关系袁
该方法清晰地表述了各关节的微分变化和末端执行

器误差之间的映射关系袁任永杰 [5]用激光跟踪仪检

测了机器人的绝对位置精度袁 采用测量的连杆扭角

值来直接代替理论的扭角值袁 同时认为每根轴的转

角不存在误差从而简化计算曰王一 [6]提出了温度误

差补偿的方法袁由于温度误差影响非常小袁需完成参

数误差补偿后进行曰Wu[7]提出了误差补偿的最优位

置选择的方法袁该方法可提高误差的辨识效率袁但是

选择的某些最优点不是机器人经常使用的位置且有

些位置可能并不在机器人的工作空间中曰Everett[8]给
出了正运动学误差补偿方法及如何将机器人执行器

误差转化为运动学参数误差进行补偿的方法 曰
Zhuang [9] 给出了运用视觉进行补偿的方法并建立

了新的运动学模型袁但是绝大多数机器人都是采用

D-H 矩阵模型 袁 因此该方法实际应用较困难 曰
Dolinsky [10]给出了遗传算法进行误差补偿的方法袁

为直接补偿逆运动学参数袁易操作袁但省略了其他运

动学参数袁精度并没有正运动学误差补偿精度高遥
文中先计算机器人运动空间中的理论距离袁再

利用激光跟踪仪测量机器人在运动空间中的实际距

离袁得到机器人的误差袁建立距离误差和运动学参数

的映射袁通过分析距离误差矩阵的条件数袁去除模型

中冗余运动学参数遥 利用激光跟踪仪可实现快速测

量机器人末端的距离误差遥 由于补偿全部关节的运

动学参数误差袁 在求解过程中所使用的误差参数矩

阵会产生奇异值袁 求解奇异值过程中又会失去运动

学参数的部分信息遥 因此利用事先的分析剔除了这

些冗余运动学参数袁在求解过程不会产生奇异矩阵袁
可减少因计算产生的误差遥 根据计算得出的机器人

运动学参数对文中实验室研制的机器人进行运动学

补偿袁实验表明该方法可大幅提高机器人定位精度袁
最后又对机器人未删除冗余参数的距离误差模型进

行了机器人相同的补偿实验袁 对比分析表明去除部

分冗余运动学参数的方法可进一步减少机器人最大

误差遥
1 机器人误差测量实验

机器人的测量系统由实验用的某国内厂家生产

的机器人尧激光跟踪仪尧靶球组成袁如图 1 所示遥

如图 1 所示袁{0}表示机器人的基坐标系袁{6}表
示机器人末端执行器坐标系袁{M} 表示测量坐标系

即激光跟踪仪测量坐标系遥 0Te 表示机器人基坐标系

和末端执行器的坐标系之间坐标变换矩阵袁MT0 表示

基坐标和测量坐标系变换遥
MT6=MT0窑0T6 (1)

则有院 0T6=(MT0)-1窑MT6=A1A2A3A4A5A6 (2)

图 1 激光跟踪仪测量机器人误差

Fig.1 Measuring robot error by laser tracker system
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对于全旋转机器人的基坐标是和机器人的第一

轴坐标重合袁即{0}坐标系为机器人本体坐标系的第

一关节坐标系遥A1袁噎袁A6 为单关节的齐次坐标遥利用

距离误差辨识参数方法袁 机器人的基坐标系误差同

末端执行器的误差无关遥
2 机器人误差的几何分析

2.1 机器人运动学模型

运动学模型通常采用 D-H 参数表示袁相邻两连

杆间的变换矩阵为[1]院
Ai=Rotz(兹i)Tranx(di)Tranx(ai)Rotx(琢i) (3)

但是对于机器人关节中两个平行的关节轴袁较
小的误差能引起机器人末端执行器很大的误差袁而
DH 模型不能描述平行关节轴之间的微小变化 遥
Hayati[6]修正了 DH 模型袁引入了扭角 茁i 表示每一个

关节坐标系相对于 Y 轴的旋转角袁 关节的变换矩阵

Ai 变为 AH
i 表示为院

AH
i =Rotz(兹i)Tranx(di)Tranx(ai)Rotx(琢i)Roty(茁i)=

c兹ic茁i-s琢is兹is茁i -s兹ic琢i c兹is茁i+s琢is兹ic茁i aic兹i
s兹ic茁i+s琢ic兹is茁i c兹ic琢i s兹is茁i-s琢ic兹ic茁i ais兹i

-c琢is茁i s琢i c琢ic茁i di

0 0 0 1

杉

删

山山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

(4)
式中院s兹i 表示 sin兹i曰c兹i 表示 cos兹i遥
2.2 机器人关节误差参数模型

设机器人末端执行器的位置为 x=f(k)袁k 为机器

人的全部运动学参数袁k =[兹1 a1 d1 琢1 茁1噎兹i ai di 琢i 茁i 噎
兹n an dn 琢n 茁n]遥 对于任意一个关节产生的位置变化和

运动学参数的微分关系为院
啄Ai=Aa

i -Ai=Ai驻i (5)
机器人任意一个关节对于该关节上的运动学参

数求导可得[5]院
啄Ai= 坠Ai坠兹i 啄兹i+

坠Ai坠di
啄di+ 坠Ai坠ai

啄ai+ 坠Ai坠琢i
啄琢i (6)

啄AH
i = 坠AH

i坠兹i 啄兹i+
坠AH

i坠di
啄di+ 坠AH

i坠ai
啄ai+ 坠AH

i坠琢i
啄琢i+ 坠AH

i坠茁i
啄茁i (7)

则 驻i 为院
驻i =(Ai)-1啄Ai (8)

驻i 的计算可得院
驻i =

准3伊3 着i

0 0蓘 蓡 (9)

4伊4 矩阵 0T6 的前 3伊3 的子矩阵表示末端执行

器姿态袁此文研究暂不考虑姿态遥
机器人任意一个关节参数误差映射到机器人的

基坐标所产生的位置误差为 ei院
ei=Gi[啄兹i 啄di 啄ai 啄琢i 啄茁i]=Gi 啄ki (10)

ki 为任意关节运动学参数院关节 i 的运动学参数

ki=[兹i ai di 琢i 茁i]T袁 关节 i 的运动学参数误差为 啄ki=
[啄兹i 啄ai 啄di 啄琢i 啄茁i]T遥 Gi 为机器人误差系数矩阵遥

Gi=

ai s琢i s茁i -c琢i s茁i c茁i 0 0
aic琢i s琢i 0 0 0

-ai s琢ic茁i c琢ic茁i s茁i 0 0
-cdi s茁i 0 0 c茁i 0

s琢i 0 0 0 1
c琢ic茁i 0 0 s茁i 0
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山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山

煽
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(11)

对于任意一个关节产生的误差 ei袁 是相对于机

器人基坐标产生的误差袁 而实际测量的是末端执行

器袁 因此需将这些误差变换到机器人末端执行器坐

标袁 引入 nUi-1 为机器人 i-1 关节到机器人末端的坐

标转换矩阵院
nUi-1=AiAi+1噎An=

nu
i ou

i au
i pu

i

0 0 0 1蓘 蓡 (12)

Ji 将任意关节 i-1 到末端执行器的微分变换的

误差变换到机器人末端执行器袁Ji 为机器人末端的

微分误差变换袁Ji 的求解对应的 nUi-1 中各向量为院

Ji=
nu

ix nu
iy nu

iz (pu
i 伊nu

i )x (pu
i 伊nu

i )y (pu
i 伊nu

i )z
o u

ix ou
iy ou

iz (pu
i 伊ou

i )x (pu
i 伊ou

i )y (pu
i 伊ou

i )z
a u

ix au
iy au

iz (pu
i 伊au

i )x (pu
i 伊au

i )y (pu
i 伊au

i )Z

杉

删

山山山山山山山山山山山山

煽
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衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

(13)

p 表示机器人末端执行器到机器人基坐标系位

置 p=[px袁py袁pz]袁啄p 为机器人对于测量所得的机器人

位置和机器人指令位置的误差遥
则机器人的误差可表示为院

啄p=
n

i=1
移Ji ei=

n

i=1
移JiGi 啄k=H啄k (14)

式中袁H=
n

i=1
移JiGi袁对于任意一个测试点 j院

Hj=
n

i=1
移Jj iGj i (15)

2.3 机器人距离误差计算

机器人任意两点 j 和 j+1 的位置为院pj=f (kj)和

杜 亮等院激光跟踪仪测量距离误差的机器人运动学参数补偿 2353
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pj+1=f(kj+1)遥
对于机器人指令所达的坐标为 pc

j 和 p c
j+1 袁

对于测量仪器测所得的坐标为 pa
j 和 p a

j+1 袁
对于机器人任意运动的两点距离坐标院

Dj,j+1=pj -pj+1 (16)
图 2 为机器人末端执行器的指令距离和实际距

离之间的关系遥

两点指令距离为院 D c
j ,j+1 =pc

j -p c
j+1 (17)

两点实际距离为院 D a
j ,j+1 =pa

j -p a
j+1 (18)

由于 啄pj=Hj 啄k袁啄pj+1=Hj+1啄k (19)
则机器人任意一点测量所得和指令所得的之间

的误差为院
啄pj=pa

j -pc
j =Hj 啄k (20)

啄pj+1=p a
j+1 -p c

j+1 =Hj+1啄k (21)
j 和 j+1 两点实际距离院

D a
j ,j+1 =椰pa

j -p a
j+1椰 (22)

采用实际距离的平方表示为院
椰D a

j,j+1椰2=椰pa
j -p a

j+1椰2=椰pa
j+Hj啄k-(p a

j+1+Hj+1啄k椰2=
椰D c

j ,j+1 +(Hj-Hj+1)啄k椰2 (23)
令 Dj=椰D a

j,j+1椰2-椰D 2
j,j+1椰2袁x=啄k袁

Bj=2(D c
j,j+1 )T(Hj-Hj+1)

故可得院
Dj=Bj x (24)

机器人为非线性系统袁根据参考文献 [11]的研

究袁去掉高阶项的误差袁机器人的误差参数模型为线

性误差模型袁可利用最小二乘法求解得到院
minimize院

m

1
移椰Dj-Bj x椰2

2 (25)

(m 为测量次数)袁得到的估计值x赞即为 啄k 的估计

值 啄k赞遥

3 机器人误差参数分析及补偿实验

3.1 运动学参数的误差分析

条件数在一定程度上刻画了扰动方程组解的影

响袁 若线性方程组的系数矩阵 B 的条件数 Cond(B)
很大袁即系数矩阵的右端产生微小变化时袁会引起解

的巨大变化袁则称此方程组是野病态冶方程组袁系数矩

阵 B 为野病态冶矩阵遥 由公式(24)院
B+=BT(BBT) (26)

B+(x+啄x)=D+啄D (27)
令 啄x=(B+)-1啄D袁则椰啄x椰臆椰(B+)-1椰椰啄D椰 (28)

又因为院椰D椰=椰B+x椰臆椰B+椰窑椰x椰袁椰窑椰
为矩阵的算子范数遥

所以 椰啄x椰椰x椰 =椰B+椰窑椰(B)-1椰 椰啄D椰椰D椰 (29)

Cond(B+)=椰B+椰窑椰(B+)-1椰为矩阵 B 的条件数遥
Cond2(B+)=椰B+椰2窑椰(B+)-1椰2= 滓max((B+)TB)

滓min((B+)TB)姨 (30)

Cond2(B+)是矩阵 B+的 2-范数的条件数遥
关于计算中传统的 4 参数 D-H 矩阵修改成 5

参数模型后引入 茁 参数是否去掉 d 参数的问题袁张
铁 [2]直接在关节 2 引入了 5 个参数袁而其他关节仍

然采用 4 参数计算遥当条件数越大时袁矩阵越易出现

病态袁 而无法求解遥 通过计算知道袁 矩阵的条件数

Cond2(B+)的数量级为 1017袁此时已无法求解方程遥 去

掉关节 di 参数后袁Cond2(B+)数量级减为 107袁可完成

求解遥
而实际上工业机器人的特殊结构袁 机器人的基

坐标即建立在第 1 个关节轴线上袁因此无法辨识袁可
直接去掉袁 而第 6 关节轴上的参数为激光跟踪仪靶

球到机器人末端的距离袁只需要 啄d6 参数即可表示完

全袁因此可辨识参数如表 1 所示遥

图 2 机器人末端指令距离和实际距离间的误差

Fig.2 Error between command end distance and actual distance

表 1 误差向量 啄k 包含的误差参数

Tab.1 Error parameters in error vector 啄k
Joint 1 2 3 4 5
A1 要 啄d1 啄a1 啄琢1 要
A2 啄兹2 要 啄a2 啄琢2 啄茁2

A3 啄兹3 啄d3 啄a3 啄琢3 要
A4 啄兹4 啄d4 啄a4 啄琢4 要
A5 啄兹5 啄d5 啄a5 啄琢5 要
A6 要 要 要 要 要
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3.2 运动学误差参数的计算

根据公式(2)~公式(25)可知具体的运动学误差

参数计算流程如图 3 所示遥

3.3 运动学参数补偿结果

根据 啄k赞计算出新的运动学参数袁 对机器人进行

补偿遥
对于实验所用的 6 自由度机器人袁 需做 m 次测

量袁因为每个测量点有 pi(pix,piy,piz)3 个位置坐标袁则
测量点 m 满足院

m逸C/3 (31)
C 取 24袁故最小测量次数为 8 次袁但是为了增加

数据的遍历性袁文中实验根据图 1 所示的检测方法袁
首先测试了 24 组数据袁 形成 23 个距离误差补偿方

程袁根据图 3 所示流程图袁得出参数误差补偿值 啄k赞 曰
完成参数误差补偿后袁测试了 16 组数据袁形成了 15
个距离误差遥 实验在图 4 所示的工作空间中完成遥

根据工作空间袁在其中选取较大距离的 24 个点

作为拟合点袁可得 23 组距离误差遥计算出理论距离袁
并用激光跟踪仪检测到实际的距离如表 2 所示 (其
中第 20 个点为最大距离误差点)遥

通过对机器人上述 24 个点袁用最小二乘法作距

离误差拟合得到补偿后的运动学参数袁如表 3 所示遥

根据得到的运动学参数袁对这 24 组数据进行补

偿袁得到如图 5 所示的补偿前后对比图遥
24 组拟合点的距离误差的绝对值的最大误差

值尧 距离误差均值和距离误差的标准差等统计量如

表 4 所示遥
距离误差补偿后袁选 15 组测试点的补偿前后误

差对比如图 6 所示遥
15 组测试点距离误差的绝对值的最大误差值尧

距离误差均值和距离误差的标准差等统计量如表 5
所示遥

图 3 机器人误差计算流程图

Fig.3 Flow-chart of the robot error computation

表 2 拟合点的实际距离和理论距离(单位院mm)
Tab.2 Nominal and actual distance of fitting points

(Unit: mm)

图 4 实验用机器人工作空间

Fig.4 Experimental robot workspace

Points
No.

Nominal
distance

Actual
distance

Points
No.

Nominal
distance

Actual
distance

1 575.954 3 576.623 9 13 903.980 6 905.656 3
2 101.760 0 101.924 1 14 887.632 1 889.027 9
3 696.827 4 698.719 0 15 1 197.599 4 1 202.865 6
4 393.137 3 394.047 5 16 266.943 3 270.393 6
5 359.844 9 360.883 9 17 1 075.575 7 1 077.506 0
6 863.570 6 864.874 0 18 818.625 2 819.574 4
7 562.540 5 564.740 5 19 1 119.044 3 1 122.596 4
8 740.201 9 742.424 5 20 1 123.628 0 1 129.407 3
9 734.570 7 736.722 7 21 891.214 7 896.547 8
10 1 514.438 6 1 520.215 2 22 497.004 0 496.763 4
11 555.331 7 558.763 3 23 214.560 0 214.475 5
12 982.706 6 985.276 0

表 3 补偿后得到的运动学参数

Tab.3 Kinematic parameters after compensation
Joint 啄兹i /(毅) 啄di /mm 啄ai /mm 啄琢i /(毅) 啄茁i /(毅)
A1 要 要 -2.283 3 -0.799 6 要
A2 -1.173 1 要 -0.606 4 -0.152 1 0.199 9
A3 1.147 5 -1.008 7 16.791 3 -0.446 7 要
A4 1.017 6 0.792 2 -3.706 1 1.674 7 要
A5 -0.752 0 0.586 7 4.104 2 -1.928 7 要
A6 要 要 要 要 要
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若机器人的距离误差补偿袁 当引入 茁 参数后袁同
时保留 d 参数袁 即为全参数模型时袁 可通过 SVD 分

解袁求解运动学参数误差矩阵袁仍选取上述的拟合点袁
计算得到补偿值袁 并选取上述 15 组测试点进行误差

的测试分析袁得到表 6 所示的补偿前后统计指标遥

由表 5 和表 6 的对比研究可知袁引入 茁 参数同

时去掉 d 参数后袁计算更简便袁且补偿结果提高袁特
别是标准差减少了 9.64%袁表明补偿结果更稳定遥
4 结 论

通过研究机器人距离误差检测方法同时对机器

人的误差进行补偿袁 首先通过确定机器人可识别的

运动学参数袁通过引入条件数袁分析了引入 茁 参数后

的新问题袁即有 30 个可辨识参数袁但是这些参数之

间应当会有相关关系袁因此出现了参数冗余袁通过引

入 茁 参数的同时去掉 d 参数袁分析矩阵条件数袁冗余

大量减少袁说明参数相关性减弱袁这一结论不但对相

对误差运动学参数辨识有效袁 对 5 参数的绝对位置

的运动学误差参数辨识同样有效袁 即每个关节应最

多采用 4 个参数来定义该关节的运动学袁 否则会出

现冗余参数遥
针对这一结论进行补偿袁有效地减小了计算量袁

避免了遇到的奇异矩阵问题袁 实验证明距离误差检

测有效可行袁且所使用的补偿方法效果明显袁减小了

机器人的误差袁 特别是减小了距离误差的标准差

77.15%遥 下一步工作可研究机器人姿态误差的检测

方法袁 并用 4 参数运动学参数定义各个关节的运动

学位置误差的结论用于机器人的姿态误差补偿遥
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