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一种量子级联激光器能带电子温度计算新方法
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 摘     要：    基于电子动能与温度的关系以及费米黄金定律 ，对速率方程进行了优化 ，使其能够计算电子温

度，进而实现了更为精准的速率方程求解。与已有的动能平衡法比较，该方法对能带电子温度变化过程进行了

详细的描述，故无需采用优化算法求解，所以可以避免因陷入局部最优解而带来的多次计算的收敛值一致性较

差的问题。计算结果表明，该方法在选取不同的初始温度时，通过自洽求解，即可解出各能级电子温度，且均可

获得一致性较好的收敛值。
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Abstract：   Quantum cascade laser is a newly developed important medium and far infrared laser source. In view
of the important parameter of energy band electron temperature in the research and design of quantum cascade lasers,
based  on  the  relationship  between  electron  kinetic  energy  and  temperature  and  Fermi  Golden  Rule,  this  paper
optimizes the rate equation so that it  can calculate the subband electron temperature, thus achieving a more accurate
solution  of  the  rate  equation.  The  calculation  results  show  that  compared  with  the  existing  kinetic  energy  balance
method, this method describes the process of electron temperature change in the energy band in detail, and there is no
need  to  use  the  optimization  algorithm  for  a  solution.  When  different  initial  temperatures  are  selected,  the  electron
temperature  of  each  energy  level  can  be  solved  by  self-consistent  solution,  and  the  convergence  value  with  good
consistency can be obtained. The results show that the deviation of the convergence value of electron temperature from
the  mean  value  is  less  than  8%,  and  the  deviation  of  scattering  rate  is  less  than  1.6%.  This  study  provides  a  new
method for the design and research of quantum cascade lasers.

Key  words：    quantum  cascade  lasers,  rate  equation,  electron  temperature  of  energy  bands,  numerical  study,
scattering rate

众所周知，激光器是一种发射激光的装置，迄今已有超过 60年的发展历史。新近发展起来的量子级联激光器[1]，

是一种中、远红外激光光源，因其在自由空间通信 [2-3]、气体检测 [4-5]、生物研究 [6-7] 等方面有着广阔的应用前景而日

益引人瞩目。对于研究和设计量子级联激光器，数值仿真计算是一个十分重要的环节，其仿真计算包括求解电子

的波函数以及速率方程 [8]。在求解速率方程的过程中，电子温度是一个非常重要的参数，该参数描述了电子在某

个能带中的分布情况，电子的这种分布将直接影响到能带间电子的散射率。因此，电子温度的计算对于准确求解

激光器速率方程尤为重要。

国内外目前计算激光器能带电子温度的方法主要为动能平衡法 [9-11]。该方法是根据能级系统能量守恒的原理

而建立的，其没有对各能级的能量变化进行详细的描述，故实际计算中需要用优化算法求解，例如，粒子群算法[12-13]。
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这导致该方法计算结果的稳定性较差，且由于优化算法有掉入局部最优解的可能，尚需人为对计算结果根据其是

否具有合理的物理意义而进行取舍，十分不便且不够严谨。为此，本文针对动能平衡法的上述缺点，借鉴了量子级

联激光器 1½周期模型 [14] 下电子数的速率方程描述方法，构建了一种量子级联激光器速率方程计算模型，开展对量

子级联激光器各能级电子温度建立类似的微分方程组进行了研究，借以实现对量子级联激光器各能级电子温度的

准确、直观的描述。 

1    计算模型
本文进行仿真计算的量子级联激光器为一种基于双声子共振的、 35级级联、 type-I 型 In0.52Al0.48As/

In0.53Ga0.47法布里-珀罗量子级联激光器 [15]，其电子散射由电子-纵向声子散射主导，故不考虑其他散射机制。电

子温度速率方程借鉴了电子数速率方程。电子数速率方程为

dNi
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= −Ni
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1
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N∑
f , f,i

N f

τ f i
（1）

Ni N f 1/τi f式中： ， 分别为 i、f 能级电子数， 为从 i 能级向 f 能级跃迁的平均电子散射率，N 为能级数。其中
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式中： ， 分别为 i、f 能级电子平均温度， 为费米-狄拉克分布函数， 、 为 i、f 能级电子势能， 、 分别为

i 能级电子动能和声子能量， 为从为从 能级向 能级跃迁且波矢为 k 的电子的寿命，其可根据费米黄金定律

计算 [16]。

Ek
i i f τE

i f显然，在式（2）分子的积分中乘以 ，即可描述 能级到 能级的能量平均迁移率 ，即
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则式（1）可改写成关于各能级能量迁移的速率方程，即
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又因为单个电子动能与温度的关系为

E = kBT （5）

kB

i

式中： 为玻耳兹曼常数，T 为电子温度，又因为本文考虑的温度为某一能级的电子平均温度，故可得在电子迁移

过程 能级上电子温度的变化为

dTi =
dEi

NikB
（6）

将式（6）代入式（4），可得电子温度的速率方程为

dTi

dt
= − 1
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同时，自洽求解式（1）和式（7），即可得到激光器各能级电子的数量与温度分布。 

2    算法设计
本文所用算法，系为经典的基于 1.5周期模型的自洽求解法。该算法设计具体流程，如图 1所示。首先，根据

费米黄金定律，计算出各个能级上各点的散射率；其次，设置各能级初始电子温度以及初始电子数，根据式（2）和

式（3），计算出该电子温度和电子数下的电子数以及电子能量平均散射率；最后，根据式（1）和式（7），计算出各能级

电子以及电子温度，并将计算出的电子数与电子温度作为初始条件，重复上述过程，直至结果收敛到一定的精度。
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为了探究本算法在不同初始条件（初始温度）下计算结果的一致性，本文计算了从 100 K到 1 000 K，步长为 100 K，

共 10组数据，并进行了分析。采用各组数据相对于平均值的相对误差绝对值，表征其稳定性，即，相对误差越小，

稳定性越好。 

3    计算结果及分析 

3.1    散射率

不同偏置电压下散射率的计算结果如图 2所示：图 2（a）为初始温度为 300 K时各能级在不同偏置电压下散射

率的计算值；图 2（b）为 100 K、200 K、300 K、400 K、500 K、600 K、700 K、800 K、900 K、1 000 K的初始温度下，各

能级在不同偏置电压下散射率的平均值。
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(a) initial temperature T is 300 K (b) average value under different initial temperatures 
Fig. 2    Calculation result of the scattering rate of each energy level under different bias voltages

图 2    不同偏置电压下各能级电子散射率的计算结果

从图 2（a）可以看出，在单次计算中，当初始温度为 300 K时，1、4能级的散射率最低，即电子寿命最长，这是因

为高能级（5、6、7能级）以及注入区的电子首先散射到 4能级，导致了电子在 4能级上的聚集，从而导致了该能级

上电子寿命较长，即散射率较低。同时，由于 1能级势能最低，有源区 2、3、4能级的电子最终都会散射到 1能级，

使得电子在该能级上聚集，最终导致该能级上电子寿命较长，即散射率较低。同样的原因导致了 2、3、5、6、7能

级电子散射率较高。

 

begin

assign initial values of electron number N
i
 and electron

temperature T
i
 of each subband 

solving equation (1) by iteration, and record the number of iteration k1 

solving equation (7) by iteration, and record the number of iteration k2 

k1×k2=1 

end, and electron number and electron

temperature of each subband

no

yes

calculate τif (k) of each subband 

calculate average scattering rate 1/τif of each subband

 
Fig. 1    Program flow chart of self consistent solution of electron number and electron temperature

图 1    自洽求解电子数、电子温度程序流程图
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诚然，外加电场的不断增大使得激光器最终在外加电场为 44 kV/cm处发生粒子数反转，而该状态的改变也导

致了 4能级散射率出现了一个极值。超过了阈值电压后，4能级散射率相比阈值电压前有些许的下降，这使得 4能

级上电子寿命更长，从而导致了粒子数反转。与此同时，2、3能级的散射率最为接近且最大，这使得从 4能级上跃

迁下来的电子能迅速向 1能级转移，从而为粒子数反转创造条件，这正是本文仿真计算的激光器采用的双声子共

振辅助隧穿的设计结果，即 2能级的存在是为了使 3能级电子快速向 1能级转移。此外，6、7能级散射率随着电

压的增加逐渐增大，而阈值电压后的 6、7能级的势能与注入区能带势能相似，这说明此时注入区电子散射率也在

增加，即，注入区电子随外加电场增加越来越快的向有源区转移。再者，5能级发生了多次跳变，以及外加电场为

48 kV/cm处 2、5、7能级出现极值，这可能是本计算方法尚未尽完善所致。对比图 2（a）和图 2（b）可知，单次计算的

结果与各温度下的计算结果几乎相同，这说明本方法中电子散射率的计算结果对不同初始温度具有很好的稳定

性，均能收敛到相似的值。

如图 3（a）和图 3（b）所示，本方法中对电子散射率的计算，初始温度为 300K的计算结果相对于均值的偏差总

体低于 0.002 5；2−7能级在 100 K、200 K、300 K……1 000 K的十个初始条件下的计算结果中，各个计算结果相对

于各初始温度下的均值，偏差均小于 0.018，且均随外加电场的增加总体呈下降趋势。这是因为本方法的计算中，

计算顺序是按照外加电场从小到大进行的，且电子数前一次的计算结果会作为后一次计算结果初始值，因为相邻

电压条件下电子分布较为接近，这样做可以加快计算结果的收敛，而这也使得外加电场越高时，其迭代的次数就越

多，从而使得其计算结果越稳定。图 3（b）为各初始温度下计算结果相对于均值的偏差的最大值，根据上述计算原

理，其变化趋势亦与图 3（a）相同。由此可知，本计算方法可以通过增加迭代次数使计算结果更靠近收敛极限，从

而增加计算结果的稳定性。
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Fig. 3    Relative error of the scattering rate calculation result relative to the mean value under different bias voltage

图 3    为不同初偏置电压下散射率计算结果相对于均值的相对误差
 

3.2    电子温度

如图 4（a）所示，随着外加电场的增加，1−3能级的电子温度总体逐渐上升，这是因为外加电场的电势能部分转

化成了电子的动能，从而使电子温度上升，同时在外加电场为 44 kV/cm处，即激光器发生粒子数反转的临界电压

处，4能级即激光上能级电子温度快速增加并出现极值，导致该子带上电子向高 K态转移，从而使 4能级电子向高

能级跃迁的概率增加，向低能级跃迁的概率减小，从而导致了 1−3能级及 5能级的电子温度均出现极小值。然

而，4能级电子温度极值的出现，则是因为此时处于激光器状态的突变点，即，阈值电压。

此外，当外加电场超过阈值电压后，4能级电子温度迅速降低，且温度随电压的增加变化较小，与阈值电压前

相似，较为稳定。与此同时，4能级电子温度在阈值电压之后低于阈值电压之前的电子温度，这导致了 4能级电子

相比于阈值电压之前，其在该能级中的分布向带底集中，这使得其向高能级的跃迁受到抑制，从而导致了如图 2（a）
所示的结果，即，其散射率降低。此外，6、7能级电子温度下降，这使其电子向带底集中，从而加快了其向低能级跃

迁的速率，抑制了其向高能级的跃迁，4、6、7能级的变化导致了定向电流的形成。5能级居中，故其温度变化不明

显。对比分析图 4（a）和图 4（b）可知，单次计算结果与各初始温度下的计算结果非常接近，这说明本计算方法在不

同的初始温度下，其对电子温度的计算均能收敛到相似的值，具有很好的稳定性。

如图 5（a）所示，当初始温度为 300 K时，本方法对电子温度的计算结果相对于各初始温度下计算结果的均值
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的相对误差均小于 0.06，且除 1能级外加电场为 40、42 kV/cm的两点外，其余各点计算结果的相对误差均小于

0.01。此外，如图 5（b）所示，各能级电子温度在各初始温度下计算结果的相对与均值的相对误差的最大值中，除

了 1能级外加电场为 40、42 kV/cm的两点外，其余各点均小于 0.09，说明了该方法对电子温度计算具有很好的稳

定性。
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Fig. 5    Relative error of the electron temperatures of each energy level relative to the mean value under different bias voltage

图 5    各能级电子温度计算结果在不同偏置电压下相对于均值的误差
 
 

4    结　论
量子级联激光器在高精度光谱检测领域具有显著的优势，因此对其各能级电子温度进行仿真计算，可为研究

和设计量子级联激光器的高精度光谱输出提供有力的保证。本文基于电子温度与动能的关系以及费米黄金定律

对速率方程进行了优化，使其具有计算各能级电子温度的功能。与传统的动能平衡法相比：传统的动能平衡法计

算过程需要依赖优化算法，其收敛一致性较差，往往需要从多次计算的结果中人为挑选出其中较为符合物理意义

的结果，而人为的主观介入会削弱其计算过程的严谨性；本文提出的方法则不需要借助优化算法，而是用自洽求解

的方法模拟了各能级电子数以及电子温度从初始状态到稳态的收敛过程，理论上其计算结果有非常好的收敛一致

性，而从计算结果可知，对于散射率，2−7能级在 100 K、200 K、300 K，…，1 000 K的十个初始条件下的计算结果

中，各个计算结果相对于各初始温度下的均值，偏差均小于 0.018，对于电子温度的计算，2−7能级在 100 K、200 K、

300 K，…，1 000 K的十个初始条件下的计算结果中，各个计算结果相对于各初始温度下的均值，偏差均小于 0.09，
具有较好的收敛一致性。所以本文方法在收敛一致性上优于现有的动能平衡法，这对量子级联激光器的模拟仿

真、光调制以及自设计具有重要意义。
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