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双束等离子体尾波加速中的束流相对能散预测
*
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 摘     要：    针对空泡机制中的双束等离子体尾波电子加速设计，给出了能够快速得到被加速束流在最大加

速距离下的相对能散的预测公式。通过加速初始时刻束流纵向分布以及束流所处位置的纵向尾波场可得到束

流最终相对能散。该预测公式不仅可应用于驱动束流与被加速束流初始能量相同的情况，还可应用于两个束

流初始能量不相同的情况。由该预测公式得到的束流相对能散与被加速束流和驱动束流的初始能量的比值有

关，而与两个束流初始能量的数值无关。利用准静态近似的粒子网格模拟程序 QuickPIC对理论进行了模拟验

证，模拟结果与理论预期结果一致。
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Abstract：    We  present  a  formula  to  directly  obtain  the  final  relative  energy  spread  of  a  trailing  beam  at  the
maximal acceleration distance. The formula works for electron beams in a two-bunch plasma wakefield acceleration
stage  in  the  so-called  nonlinear  bubble  regime.  It  only  requires  the  longitudinal  profile  of  the  trailing  beam and the
longitudinal wakefield within the trailing beam at the beginning of an acceleration. This formula not only works well
for drive beams and trailing beams with the same initial energies, but is also available for those beams with different
initial energies. We find that the relative energy spread of the trailing beam obtained from the formula is determined
by the ratio of the trailing beam’s initial energy to the drive beam’s initial energy rather than the specific value of their
initial  energies.  We perform several  computational  simulations using the quasi-static particle-in-cell  code QuickPIC,
and the results agree well with that calculated from the formula.
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等离子体尾波加速因其超高的加速梯度（10～100 GV/m）、超小的加速结构（10～100 μm）以及产生超高品质束

流的巨大潜力在加速器物理领域受到了广泛的关注。基于等离子体尾波的新加速原理首次由 Tajima和 Dawson

在 1979年提出 [1]。除了用激光脉冲作为驱动源，高能带电粒子束也可以与等离子体相互作用激发尾波场来加速带

电粒子。束流驱动的等离子体尾波加速（PWFA）的概念最早由 Chen等人在 1985年提出 [2]。20世纪 90年代初科学
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家们发现了空泡机制的存在，在该机制中，驱动束流产生的空间电荷力将等离子体的电子向外排空，从而形成了一

个只剩下离子的空腔，这种非线性尾波场的理论机制使获得更高品质的束流成为了可能 [3]。2006年，鲁巍等人基

于空泡机制提出了自洽的非线性尾波场的理论模型 [4-5]。近 20年以来科学家们利用斯坦福直线加速器中心

（SLAC）的电子和正电子束流开展一系列 PWFA实验，并且取得了很好的结果[6-13]，这些结果充分显示了利用 PWFA
高效产生高品质束流的巨大潜能。

随着未来光源和对撞机对束流品质要求的不断提高，科学家们对提高束流品质展开了积极的研究，其中束流

相对能散的降低是研究热点之一。在双束 PWFA初始设计中，往往需要通过完整的长距离加速模拟得到束流相对

能散，但是这个过程需要耗费大量的计算资源并且通常耗时数小时。本文针对双束 PWFA电子加速设计，给出了

束流相对能散的预测公式，只需要通过加速初始状态中被加速束流的纵向密度分布和所处位置的纵向尾波场分布

即可得到束流最终相对能散，从而节省了计算资源和时间。 

1    束流相对能散预测公式

W(ξ,∆s) = γt(ξ)+∆sEz(ξ) γt ∆s

Ez(ξ) (x = 0,y = 0) x,y ξ = ct− z
k−1

p = c/ωp ωp c t

1/ωp c mecωp/e me e

ρ enp np

在空泡机制中，处于轴对称空腔里的束流所感受到的纵向尾波场与横向位置无关，当束流横向尺寸远小于空

腔半径时，束团所有粒子在横向振荡时均处于空腔内部，那么处于空腔里的束流的能散主要受轴上纵向尾波场的

影响 [4-5]。束流能量在纵向的分布则可表示为 ，这里： 为被加速束流的初始能量； 为加速

距离； 为轴上 纵向电场强度，其中 为横向坐标； 为以光速移动的纵向坐标。本文均采用

归一化单位，长度使用等离子体趋肤深度 进行归一化，其中 为电子等离子体频率， 为光速；时间 使用

进行归一化；速度使用光速 进行归一化；电场强度使用  进行归一化，其中 为电子质量， 为电子电荷

量；电荷密度 使用 进行归一化；束流密度使用等离子体密度 进行归一化。

束流相对能散定义为束流绝对能散与束流中心能量的比值，则束流相对能散可表示为

δE =
√
⟨W2⟩− ⟨W⟩2

⟨W⟩ =

√√√√√√√√√√√√
w ξe

ξs

(γt(ξ)+∆sEz(ξ))2λb(ξ)dξ ·
w ξe

ξs

λb(ξ)dξ(w ξe

ξs

(γt(ξ)+∆sEz(ξ))λb(ξ)dξ
)2 −1 （1）

λb(ξ) =
r ∞

0 ρb(x,y, ξ)dxdy ρb ξs ξe

⟨W⟩ =
w ξe

ξs

(γt(ξ)+∆sEz(ξ))λb(ξ)dξ
/w ξe

ξs

λb(ξ)dξ

式中： 为束流单位长度下的归一化电荷量， 为归一化束流电荷密度； ( )为被加速束流头

部（尾部）纵向坐标位置； 为束流中心能量。

在 PWFA中，当驱动束流内部最大纵向减速电场所对应的驱动束流部分的粒子耗散，被加速束流将进入减速

相位，此时则达到最大加速距离。因此，最大加速距离为

∆s =
γd

E−max
（2）

γd E−max式中： 为驱动束流的初始能量； 为驱动束流内部最大纵向减速电场。

将式（2）代入式（1）变换可得

δE =

√√√√√√√√√√√√√√
w ξe

ξs

(D+
Ez(ξ)
E−max

)
2

λb(ξ)dξ·
w ξe

ξs

λb(ξ)dξ(w ξe

ξs

(D+
Ez(ξ)
E−max

)λb(ξ)dξ
)2 −1 （3）

D =
γt

γd
γt γd式中： 为被加速束流初始能量 与驱动束流初始能量 的比值。

ρb = nb exp(−ξ2/2σ2
z )exp(−(x2 + y2)/2σ2

r ) nb

σz σr

式（3）表达式中含有被加速束流纵向分布信息，可知其可以应用于具有不同纵向分布的被加速束流，如高斯束

流、平顶束流以及梯形束流等。在等离子体尾波加速中，目前三高斯束流应用最广泛，本文主要展示式（3）应用于

三高斯束流加速的效果。这里，三高斯束流分布满足 ，其中： 为束流峰值密

度， 为束流 RMS束长， 为束流 RMS横向尺寸。另外，式（3）还可以应用于驱动束流与被加速束流的初始能量

具有不同比值的情况。这对于基于 PWFA的直线对撞机（PWFA-LC） [14] 等多级 PWFA加速设计中的能散的估计具

有参考意义。此外，式（3）中并未考虑被加速束流的初始能散对最终结果的影响。目前传统加速器技术所能产生

的束流其初始能散可小至 0.1%量级，对于利用 PWFA所得到的高能量的被加速束流，其初始相对能散相比加速过
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程中所引入的相对能散小一个数量级，因此在被加速束流具有低初始能散的情况下，式（3）仍具有指导意义。 

2    模拟论证 

2.1    基于粒子网格原理的 QuickPIC
随着计算技术的蓬勃发展，数值模拟在许多科学领域发挥着越来越重要的作用。等离子体物理领域的数值模

拟有流体力学模拟、动力学方程求解以及粒子网格（PIC）三种方法。针对不同的等离子体物理问题，不同的方法

各有优缺点。对于等离子体尾波加速这类多维度、非线性、超快的物理问题，PIC模拟方法作为一种从第一性原

理出发并可以大规模并行化的计算方法，已经成为了模拟该类问题最主要的方法。

(x,y, ξ = ct− z, s = z) (x,y,z, t) z s

ξ ∂s≪ ∂ξ (x,y, ξ) (x,y, ξ, s)

不同于普通的三维 PIC模拟软件 (如 OSIRIS[15])，QuickPIC[16-18] 采用了准静态近似的 PIC算法，即在所求解物理

方程中使用坐标系 代替坐标系 ，其中 为束流移动的方向，并同时假设各物理量对 的偏

导远小于对 的偏导 ，即所谓的准静态近似。这样，描述等离子体与束流的坐标系分别为 和 。

因此在该近似下，驱动源与等离子体的演化得以分离，在计算等离子体尾波的过程中，可假设驱动源不变而计算得

到等离子体尾波，然后再计算驱动源在尾波场中的变化从而得到更新的驱动源信息，这样循环计算驱动源在等离

子体尾波中的运动。由于驱动源的变化较慢，因此更新驱动源的时间步长要远大于更新等离子体中电子及离子的

时间步长。因此，相比普通的 PIC计算程序，在对同一问题的模拟计算中，QuickPIC的计算量会大幅减小。通常情

况下，其运算速度比普通 PIC程序快 1000倍，非常适用于带电粒子束驱动的等离子体尾波的长距离加速问题。 

2.2    模拟结果

8×8×9 (x,y, ξ) 1024×
1024×512

本文中所涉及的所有模拟计算均使用 QuickPIC完成。下面所有模拟均在 模拟域中使用

网格。

±3σzt

σzt

D = 1

当驱动束流激发三维非线性尾波场后，被加速束流需要加载在合适的加速相位以获得较小的能散。本文在模

拟中也遵循此上述原则。此外，考虑到在实际的 PWFA设计中，呈三高斯分布的束流目前应用最为广泛，我们针

对驱动束流以及被加速束流均呈三高斯分布的加速进行模拟计算。本文选取 范围的被加速束流的粒子，运

用式（3）对其相对能散进行预测，其中 为被加速束流归一化 RMS束长。我们首先考虑驱动束流与被加速束流具

有相同初始能量的情况。图 1为 时加速开始时刻以及根据式（2）所得的最大加速距离对应时刻等离子体中的

尾波结构。
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Fig. 1    Wake structure in the plasma at the beginning and at the maximal acceleration distance of an acceleration at D = 1

图 1    D = 1 时加速开始时刻以及达到最大加速距离时刻等离子体中的尾波结构
 

np = 1016cm−3 Wds = 10 GeV Wts = 10 GeV
σzd = 1 nbd = 80 σzt = 0.25

nbt = 76.36 d = 4

σr εN σr = (2meε
2
N/γ)

1/4

γ σrd = 0.05

εNd = 0.25 σrt = 0.05 εNt = 0.25

∆s = 5.8 m
δEp = 2.36%

在该模拟中，等离子体密度 ，驱动束流初始能量 ，被加速束流初始能量 ，

驱动束流归一化 RMS束长 ，其归一化峰值密度 ，被加速束流归一化 RMS束长 ，其归一化峰

值密度 ，归一化束流间距 。为了使束流在加速过程中维持束团横向相空间分布不变，这里两束流初

始状态均为匹配状态，即束流的归一化横向 RMS尺寸 和归一化发射度 满足匹配公式 [19]，其中

为粒子平均能量的洛伦兹因子。模拟中选取驱动束流的归一化横向 RMS尺寸为 ，其归一化发射度为

，被加速束流的归一化横向 RMS尺寸为 ，其归一化发射度为 。束流初始能散为理想状

态。该 PIC模拟与式（3）预测的相对能散结果如表 1所示。根据式（2）可得最大加速距离 ，进而根据式

（3）可知，当达到最大加速距离时，被加速束流相对能散为 。在模拟中，当加速距离为 5.8 m时，被加速
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δEr = 2.33%束流能量增益为 18.3 GeV，对应相对能散为 ，这与公式（3）得到的相对能散的预测结果极为接近。实际

模拟中所能达到的最大加速距离为 6.0 m，这比由式（2）得到的最大加速距离略长，这是由驱动束流中粒子丢失引

起的减速电场变小造成的，该加速距离下对应的束流相对能散为 2.34%。但在实际等离子体尾波加速器中，为了

避免被加速束流品质下降或粒子丢失，会在驱动束流耗散前停止加速，因此由式（3）得到的最大加速距离时刻的被

加速束流的相对能散更有意义。

D , 1

Wts = 20 GeV D = 2

εNt = 0.35

D = 2

Wds = 5 GeV

基于 PWFA的直线对撞机  (PWFA-LC) 方案利用多级级联的方式，可以在保持驱动束流初始能量不变的情况

下，让被加速束流获得更高的能量增益，此时驱动束流与被加速束流初始能量不同，即 。这里将上述模拟的

被加速束流的初始能量变为 ，即以 为例。模拟参数如表 1所示，除发射度参数外被加速束流其他

初始参数不变，此时在匹配条件下的被加速束流归一化发射度为 ，根据式（3）所得到的被加速束流最终能

散为 1.74%，对于同样的驱动束流，模拟中所能达到的最大加速距离应与上个例子相同，也为 5.8 m, 该时刻下等离

子体尾波结构如图 2（a）所示，此时束流相对能散为 1.72%，这与式（3）预测结果基本一致。接下来，保持 ，将驱

动束流的初始能量变为 , 模拟参数如表 1所示，除发射度参数外驱动束流其他初始参数不变，初始束流

仍为匹配状态。由式（2）可知，此时最大加速距离变为原来的一半 (2.9 m)，该模拟中得到的相对能散与前一种情况

相同，与理论预期一致，其等离子体尾波结构如图 2（b）所示。由此验证了式（3）对于被加速束流最终相对能散的

预测与驱动束流和被加速束流初始能量的比值有关，而与两个束流初始能量的数值无关。
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Fig. 2    Wake structure in the plasma for (a) drive beam’s initial energy is 10 GeV and (b) drive beam’s initial energy
is 5 GeV at the maximal acceleration distance of an acceleration at D = 2

图 2    D = 2 时在最大加速距离时刻  (a) 驱动束流初始能量为 10 GeV 和 (b) 驱动束流

初始能量为 5 GeV 的等离子体中的尾波结构
  

2.3    分析与讨论

通过上述模拟结果可知，在双束 PWFA设计中，当使用两个三高斯束流进行加速时，无论驱动束流与被加速束

流初始能量是否相同，式（3）都可以对被加速束流的最终相对能散进行很好的预测。这主要是由于当使用三高斯

束流作为驱动束流时，驱动束流内部最大的减速电场在加速过程中相对稳定，由式（2）得到的最大加速距离相比模

拟中的最大加速距离差别较小，从而由式（3）得到的被加速束流的最终相对能散与模拟结果基本一致。

由式（3）可知，其还可应用于平顶分布、梯形分布等任意纵向分布的被加速束流。但是对于驱动束流是非三

高斯分布的情况，式（3）并不是总能得到很好的预测效果。比如对于纵向呈三角形分布 [20] 的驱动束流，由于其头

部密度较低，不足以激发非线性尾波场，横向聚焦力相对较弱，因此在加速过程中，驱动束流头部的粒子易耗散，

从而使驱动束流内部的最大减速电场变化。在这种情况下，实际最大加速距离与式（2）得到的结果相差较大，从而

 
表 1    PIC模拟和式（3）得到的相对能散

Table 1    Relative energy spread from PIC simulations and equation (3)

D
drive beam

d/k−1
p

trailing beam
△ s/m δEr/% δEp/%

Wds/GeV σzd/k−1
p nbd/np εNd/k−1

p σrd/k−1
p Wts/GeV σzt/k−1

p nbt/np εNt/k−1
p σrt/k−1

p

1 10 1 80 0.25 0.05 4 10 0.25 76.36 0.25 0.05 5.8 2.33 2.36

2 10 1 80 0.25 0.05 4 20 0.25 76.36 0.35 0.05 5.8 1.72 1.74

2 5 1 80 0.17 0.05 4 10 0.25 76.36 0.25 0.05 2.9 1.72 1.74
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导致相对能散理论预期的误差增大。不过目前在 PWFA实际应用中，三高斯束流应用更为广泛，对此式（3）仍具有

重要的指导意义。 

3    结　论
本文针对双束 PWFA电子加速设计，通过预估最大加速距离，给出了被加速束流最终相对能散的理论预测公

式。该公式不受被加速束流的纵向分布的限制，也不要求驱动束流与被加速束流初始能量相同，广泛适用于多种

PWFA应用场景。通过粒子模拟程序，我们对目前应用最广泛的三高斯束流进行了模拟，模拟结果与理论预测一

致。由于我们的预测公式仅与初始束流的纵向分布和纵向尾波场分布有关，无需进行大量的长距离加速的模拟，

因此可以大幅减少计算资源和时间，为设计、优化等离子体尾波加速器提供了帮助。
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