
0619001⁃1

第  52 卷第  6 期
2023 年  6 月

Vol.52 No.6
June 2023

光 子 学 报

ACTA PHOTONICA SINICA

线性散焦 PT 对称波导中饱和非线性孤子
传输与控制
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摘 要：为了研究线性散焦宇称-时间对称双通道波导中分数阶衍射饱和非线性下孤子的模式以及孤

子的传输与控制，通过改进的平方算子迭代法对含有线性势的分数阶饱和非线性薛定谔方程进行数值

计算得到孤子模式，傅里叶配置法判断孤子线性稳定性，并利用分步傅里叶法模拟仿真孤子的传输。

研究结果表明：在散焦饱和非线性中，该宇称-时间对称波导可支持稳定的双峰灰孤子模式。随着饱和

非线性系数和传播常数绝对值的增大，双峰灰孤子的背景强度增大，灰度值减小，功率增大。Lévy 指

数、增益/损耗系数和饱和非线性系数的增加会导致孤子的横向能流密度变化增大，但在波导通道位置

处接近于 0。在聚焦饱和非线性下，线性散焦宇称-时间对称波导对亮孤子光束具有控制作用。当光束

在波导中心输入，孤子以呼吸子的形式长距离传输；在非波导中心输入，光束以初始输入位置为边界振

荡传输。随着饱和非线性系数的增大，光束的振荡频率增加，光束宽度变宽，峰值强度减小。宇称-时

间对称波导势阱深度的增加会导致光束的振荡频率增加，峰值强度增加。该研究结果可为宇称-时间

对称波导对光束的控制提供一定的理论参考。
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0 引言

宇称-时间（Parity-Time， PT）对称的概念起源于量子力学，它表示系统在宇称变换和时间反演变换下

的对称性。1998 年，BENDER C M 等发现非厄米哈密顿量如果满足 PT 对称且势函数虚部不超过对称破缺

点，则其具有实的本征值谱［1-2］。一个 PT 对称的哈密顿量 Ĥ 满足 PTĤ = ĤPT，其中 P 为空间反演算符，T 为

时间反演算符，则要求势函数 V ( x ) 满足 V ( x )= V ∗ (-x )。由于光学中的波动方程与量子力学中的薛定谔

方程具有相似形式，2007 年，PT 对称首次被引入到光学领域中［3］。在实际光学系统中，PT 对称可以通过对

称分布的折射率和反对称分布的增益/损耗耦合波导结构来实现。2010 年，研究人员在 LiNbO3 光折变晶体

实验中观察到了 PT 对称［4］。PT 对称波导具有功率振荡和非互易传输的特性，在光开关［5］、光放大器［6］、光隔

离器［7］等光学器件中具有重要的应用价值，因此引起了人们的广泛关注［8-13］。

理论上，光在非线性波导中传输，当衍射效应与非线性效应达到平衡时，光束在传输过程中保持不变，

形成空间光孤子。孤子的传输动力学可以用非线性薛定谔方程（Nonlinear Schrödinger Equation， NLSE）描

述。2000 年，LASKIN N 提出分数阶量子力学，将费曼路径积分中的布朗轨迹替换为 Lévy 轨迹，薛定谔方

程（Schrödinger Equation， SE）扩展为分数阶薛定谔方程（Fractional Schrödinger Equation， FSE）［14-16］。2015 年，

LONGHI S 通过 SE 与近轴波动方程的相似性，在光学中提出了基于非球面光学腔的 FSE 实现方案［17］。
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近年来，PT 对称基于线性和非线性 FSE 的光束传输动力学成为一个新的研究热点。在线性结构中，

ZHANG Yiqi 等报道了 PT 对称晶格势调制的 FSE 中光束的传输动力学［18］。在含有克尔非线性的 FSE 中，

人 们 研 究 了 PT 对 称 局 域 势［19］和 PT 对 称 晶 格 势［20］支 持 的 基 态 亮 孤 子 。 随 后 ，PT 对 称 局 域 势 克 尔 非 线 性

FSE 中的双峰孤子［21］、矢量亮孤子［22］、三极孤子和四极孤子［23］、对称和反对称孤子［24］和 PT 对称非线性局域

势 中 的 基 孤 子［25］先 后 被 证 明 。 此 外 ，研 究 者 还 讨 论 了 PT 对 称 势 饱 和 非 线 性 FSE 中 亮 孤 子 的 传 输 动 力

学［26-27］。最近，PT 对称局域势非线性 FSE 中灰孤子的存在性和稳定性被报道［28］。同时，非局域非线性薛定

谔方程中的多极孤子和涡旋孤子的传输控制也取得了新的进展［29-30］。

本文主要研究线性散焦双通道 PT 对称波导中饱和非线性 FSE 中的灰孤子模式及其孤子传输与控制。

在散焦饱和非线性下，研究具有分数阶衍射的线性散焦双通道 PT 对称波导中双峰灰孤子的存在性和稳定

性。详细研究 Lévy 指数、增益/损耗系数、饱和非线性系数和传播常数对双峰灰孤子模式、孤子横向能流密

度和功率的影响。最后讨论在聚焦饱和非线性下，不同饱和非线性系数对 PT 对称波导控制亮孤子光束传

输的影响。

1 理论模型

在 慢 变 振 幅 包 络 近 似 下 ，进 行 无 量 纲 归 一 化 处 理 后 ，含 有 线 性 势 的 分 数 阶 饱 和 非 线 性 薛 定 谔 方 程 可

写成［26-27］
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式（1）可以描述光束在分数阶衍射饱和非线性介质中的传输。U ( X，Z ) 为归一化的慢变光场包络，X 是归一

化 的 横 向 坐 标 ，Z 是 归 一 化 的 传 输 距 离 ；(-∂2 /∂X 2 )α/2 是 描 述 光 束 衍 射 效 应 的 分 数 阶 拉 普 拉 斯 算 子 ，参 数

α ( 1 < α ≤ 2 ) 称为 Lévy 指数；V ( X ) 为归一化的势函数，描述波导介质的线性折射率分布，PT 对称要求势函

数 V ( X )= V R ( X )+ iV I ( X )；σ |U | 2U/( 1 + s |U | 2 ) 表示饱和非线性效应，其中 s 是饱和非线性参数，σ = ±1
分别对应自聚焦（+）和自散焦（-）非线性。

式（1）采用归一化变换关系 U ( X，Z )= ( k0| δn |L d )1/2 A ( x，z )，X = x/ω 0 和 Z = z/L d。其中，A ( x，z ) 为慢

变 光 场 包 络 ，波 数 k0 = 2π/λ0，λ0 为 光 束 在 真 空 中 的 波 长 ，| δn |表 示 由 饱 和 非 线 性 引 起 的 折 射 率 变 化 ，L d =
k0 n0 ω 0

α 表 示 衍 射 长 度 ，n0 为 介 质 的 基 底 折 射 率 ，ω 0 为 光 束 宽 度 。 PT 对 称 势 函 数 实 部 V R ( X )=
k0

2 n0 ω 0
α ( nR ( x )- n0 )，虚部 V I ( X )= k0

2 n0 ω 0
α ( n I ( x )- n0 )。其中，nR ( x ) 和 n I ( x ) 分别表示介质实际的线性

折射率和增益/损耗分布。

考虑一种 PT 对称波导，其势函数的实部 V R ( X )和虚部 V I ( X )分别为

V R ( X )= V 0 [ sech ( X + X pt )+ sech ( X - X pt ) ] （2）

V I ( X )= W 0 [ sech ( X + X pt )- sech ( X - X pt ) ] （3）

式中，V 0 表示线性折射率的势深，W 0 表示增益/损耗系数，X pt 表示 PT 对称波导的通道位置，同时影响通道

之间的间隔，本文基于通道位置 X pt = 7 进行讨论。

图 1 给出当 V 0 = -1、W 0 = 0.2 时 PT 对称势分布。蓝色实线为 PT 对称势的实部 V R ( X )，红色虚线为

PT 对称势的虚部 V I ( X )。由图可知，PT 对称势的实部呈偶对称，而虚部呈奇对称。另外，通道位置处实部

V R < 0，说明通道位置处折射率小于波导基底折射率，具有散焦特性。而虚部 V I > 0 对应于 PT 对称波导的

损耗通道，V I < 0 对应 PT 对称波导的增益通道。

文献［19］研究结果表明，无论对于自聚焦还是自散焦非线性，非线性孤子可以起源于相同的线性本征

模 。 因 此 ，当 σ ≠ 0 时 ，考 虑 式（1）定 态 解 的 存 在 性 问 题 。 假 设 定 态 解 的 形 式 为 U ( X，Z )= φ ( X ) eiμZ，其 中

μ 为光束的传播常数，φ ( X )= φR ( X )+ iφ I ( X ) 是一个复本征函数，表示非线性情况下的光学模式。将定态

解代入式（1）中，可以得到
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φ + V ( X ) φ + σ
|φ|2 φ

1 + s|φ|2
- μφ = 0 （4）
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采用改进的平方算子迭代法［31-32］可以对式（4）进行数值求解得到孤子解 φ ( X )。假设初始迭代光束为灰

孤子 φ 0 ( X )= 1 - ε sech ( X )，其中 ε 为常数，经过迭代后可得到稳定的孤子模式。

为了研究 NLFSE 系统中孤子的线性稳定性，证明其传输的鲁棒性，考虑将稳态解加上小扰动，其形式

为 U ( X，Z )= eiμZ [ φ ( X )+ t ( X ) eλZ + g ∗ ( X ) eλ∗ Z ]，其中小扰动 t，g ≪ 1，λ 是小扰动的增长速率。将此形式代

入式（4）中并对小扰动进行线性化，可得到一个线性稳定的特征值问题，即
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2 g - σ

( φ2 )∗

1 + s|φ|2
t + σ

s ( φ2 )∗ |φ|2

( )1 + s|φ|2
2 t （6）

式（5）和（6）可以采用傅里叶配置法数值求解［31］，当 Re ( λ )= 0 时表示孤子解是线性稳定的，否则是不稳

定的。

2 结果与讨论

2.1　散焦饱和非线性下的双峰灰孤子

当介质的非线性效应为散焦饱和非线性时，即 σ = -1，研究式（1）中双峰灰孤子解的存在性。取传播常

数 μ = -1，可得到式（4）的双峰灰孤子模式，如图 2（a）~（c）所示，其中实线表示灰孤子的实部，虚线表示虚

部。从图中可以看出，由于 PT 对称波导的影响，双峰灰孤子的实部为偶对称，虚部为奇对称。由图 2（a）可

知，随着 Lévy 指数 α 的增大，双峰灰孤子的虚部强度会略微增大，而实部几乎没有变化。增益/损耗系数 W 0

对孤子模式的影响与 α 的作用一致，如图 2（b）所示，说明 Lévy 指数 α 和增益/损耗系数 W 0 对灰孤子模式的

形状影响较小。从图 2（c）中可以看出，饱和非线性参数 s 会对孤子模式产生较大影响。当 s = 0 时，对应于

克尔非线性情况，随着 s 的增大，双峰灰孤子实部的背景强度逐渐增大，与此同时，孤子虚部几乎没有变化。

孤子的横向能流密度定义为 S = i/2( φφ *
X - φ* φX )［10］，S 的大小代表孤子能量流动的速度，S 的符号代表能量

流动的方向，S > 0 表示能量从左向右流动，S < 0 表示能量从右向左流动，S = 0 表示在此处能量左右达到

平衡。图 2（d）~（f）分别为图 2（a）~（c）中孤子模式所对应的孤子的横向能流密度。由图 2（d）~（f）可知，随

着 α、W 0 和 s 的增大，双峰灰孤子的横向能流密度变大，能量流动变得更加剧烈。但在波导通道位置 X = ±7
处，S 无限接近于 0，说明在通道位置左右两侧的能量达到平衡，从而在此处形成灰孤子。

从文献［33］中可知，孤子的强度分布定义为 I = φR
2 + φ I

2，同时灰孤子的灰度值可用 Imin 来表示。当 μ =
-1，W 0 = 0.01，α = 1.2 时，双峰灰孤子的强度分布 I 如图 3（a）所示，随着饱和非线性参数 s 的增大，双峰灰孤

子的背景强度增大，孤子灰度值减小。当 s = 0.5，W 0 = 0.01，α = 1.2 时，在不同传播常数下孤子强度分布 I 如

图 3（b）所示。随着传播常数 μ 绝对值的增大，孤子的背景强度增大，孤子灰度值减小，孤子宽度变窄。

图 1　当 V 0 = -1 和 W 0 = 0.2 时，PT 对称势 V ( X )的实部 V R 和虚部 V I

Fig.1　The real part V R and imaginary part V I of the PT-symmetric potential V ( X ) with V 0 = -1 and W 0 = 0.2
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背景强度不变的灰孤子的功率定义为 P =∫
-∞

+∞ |
|
|||||

|
||||-μ - || φ ( X )

2
dX［33］，图 3（b）表明传播常数 μ 的改变会

影响灰孤子背景强度的大小，因此，在本文中将灰孤子功率定义为 P =∫
-∞

+∞ |
|
|||||

|
||||- Imax - || φ ( X )

2
dX。饱和非线

性参数 s 和传播常数 μ 对孤子功率有较大的影响，如图 4 所示。当 μ = -1 时，随着 s 的增大，孤子功率会逐渐

增大，并且增加的速率逐渐变快，如图 4（a）所示。由图 4（b）可知，当 s = 0.5 时，随着 μ 绝对值的减小，孤子功

率逐渐减小，且减小的速率逐渐减慢。

图 5 给 出 了 在 不 同 饱 和 非 线 性 下 图 3（a）中 的 双 峰 灰 孤 子 在 PT 对 称 波 导 中 的 传 输 演 化 ，插 图 表 示 由

图 2　当 μ = -1 和 σ = -1 时，双峰灰孤子的孤子模式 φ 和横向能流密度 S
Fig.2　The modes φ and transverse energy density S of double gray solitons with μ = -1 and σ = -1

图 3　当 α = 1.2，W 0 = 0.01 和 σ = -1 时双峰灰孤子的强度分布 I
Fig.3　The intensity distribution I of double gray solitons with α = 1.2， W 0 = 0.01 and σ = -1
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式（5）和（6）数值求解得到的相应线性稳定谱，其中 μ = -1，W 0 = 0.01 和 α = 1.2。在 s = 0.2，s = 0.5 和 s =
0.8 三种情况下，双峰灰孤子都可以沿 PT 对称波导通道长距离稳定传输，插图中 Re ( λ )= 0 也证实传输具有

鲁棒性。此外，由图可知，随着饱和参数 s 的增加，背景强度逐渐增加，孤子宽度也在增加。当 s = 0.5，W 0 =
0.01 和 α = 1.2 时，图 6 表示图 3（b）中的双峰灰孤子在不同传播常数 μ 时的传输演化和线性稳定谱。可以看

出，双峰灰孤子保持最初模式的宽度和强度不变稳定向前传输，相对应的线性稳定性值谱如插图所示，小扰

动的增长速率实部全部为 0。且随着传播常数 μ 绝对值的增加，背景强度逐渐增加，孤子宽度逐渐减小。

图 4　当 α = 1.2，W 0 = 0.01 和 σ = -1 时双峰灰孤子的功率 P
Fig.4　The power P of double gray solitons with α = 1.2， W 0 = 0.01 and σ = -1

图 5　当 α = 1.2，W 0 = 0.01，μ = -1 和 σ = -1 时，不同饱和非线性参数 s 下双峰灰孤子在 PT 对称波导中的传输及其对应的

线性稳定值谱

Fig.5　The transmission of double gray solitons in PT-symmetric waveguide with different s and the corresponding stable 
spectrum with α = 1.2， W 0 = 0.01， μ = -1 and σ = -1

图 6　当 α = 1.2，W 0 = 0.01，s = 0.5和 σ = -1时，不同传播常数 μ下双峰灰孤子在PT对称波导中的传输及其对应的线性稳定值谱

Fig.6　The transmission of double gray solitons in PT-symmetric waveguide with different μ and the corresponding stable 
spectrum with α = 1.2， W 0 = 0.01， s = 0.5 and σ = -1
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2.2　聚焦饱和非线性下的孤子控制

考虑 PT 对称波导的非线性效应为聚焦饱和非线性时，即 σ = 1，讨论该波导对孤子光束的控制作用。

将基态亮孤子 U ( X )= sech ( X - X 0 ) 作为式（1）的初始输入光束，采用分步傅里叶法［31］数值模拟光束在图 1
所示的 PT 对称波导介质中的传输演化，根据归一化的关系，孤子的横向尺寸远小于波导尺寸，其中 X 0 表示

输 入 光 束 的 初 始 位 置 ，X 0 = 0 代 表 光 束 从 波 导 中 心 输 入 ，X 0 ≠ 0 代 表 光 束 从 非 波 导 中 心 输 入 。 当 X 0 = 0，

α = 1.2 和 W 0 = 0.1 时，在不同饱和非线性参数 s 下亮孤子光束在波导中的传输演化如图 7 所示。由于波导

中心的折射率高于两侧且分布对称，在衍射效应和聚焦饱和非线性效应共同作用下，孤子会在波导中心以

呼吸子的形式向前传输。随着 s 的增大，呼吸子的变化频率变小，光束宽度变宽，同时峰值强度减小。

当亮孤子从非波导中心输入时，取 X 0 = 3，图 8 给出了在不同饱和非线性参数 s 下，亮孤子光束在 PT 对

称波导中的传输。孤子光束在以初始输入位置为界限的 X = ±3 之间以呼吸子的形式振荡传输。这是因为

图 1 所示的 PT 对称波导中，波导中心处的折射率最大，远离中心处折射率逐渐减小，该结构类似于梯度折射

率光纤，因此波导中心对光具有线性聚焦作用。当 X 0 ≠ 0 时，在波导聚焦的作用下，光束首先向折射率高的

波导中心传输，通过波导中心到达另一边，当介质的折射率和初始位置处的折射率一样时，光束发生反射，

如此循环，形成振荡传输的轨迹。并且由于增益/损耗作用的存在，光束在振荡传输过程中会出现能量交替

变化的现象。由图 8 可以看出，随着 s 的增大，光束的振荡频率变大，光束宽度变宽，峰值强度减小。最后发

现 PT 对称波导通道的势阱深度 V 0 也会对光束传输控制产生影响。在不同势阱深度 V 0 下亮孤子光束在 PT
对称波导中的传输演化如图 9 所示，孤子会在初始输入位置之间以呼吸子的形式振荡传输，并且随着 V 0 绝

对值的增大，光束的振荡频率变大，光束宽度减小，峰值强度增加。

图 7　当 X 0 = 0，α = 1.2，W 0 = 0.1 和 σ = 1 时，不同饱和非线性参数 s下亮孤子光束在 PT 对称波导中的传输

Fig.7　The transmission of bright soliton beam in PT-symmetric waveguide with different s when X 0 = 0， α = 1.2， W 0 = 0.1 
and σ = 1

图 8　当 X 0 = 3，α = 1.2，W 0 = 0.1 和 σ = 1 时，不同饱和非线性参数 s下亮孤子光束在 PT 对称波导中的传输

Fig.8　The transmission of bright soliton beam in PT-symmetric waveguide with different s when X 0 = 3， α = 1.2， W 0 = 0.1 
and σ = 1
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3 结论

本文研究了线性散焦双通道 PT 对称波导中具有分数阶衍射效应饱和非线性下支持的灰孤子模式及孤

子光束的传输与控制。在散焦饱和非线性效应下，该 PT 对称波导可支持稳定的双峰灰孤子模式。双峰灰

孤子的实部为偶对称，虚部为奇对称。Lévy 指数 α 和增益/损耗系数 W 0 对灰孤子模式的波形影响较小，但

饱和非线性系数 s 对灰孤子模式的波形影响较大。随着饱和非线性系数 s 的增大，双峰灰孤子实部的背景强

度增大。随着 α、W 0 或 s 的增大，孤子的横向能流密度变大，能量流动变得剧烈，但在波导通道位置处 S 无限

接近 0。随着饱和非线性系数 s 和传播常数 μ 绝对值的增大，双峰灰孤子的背景强度增大，灰度值减小，功率

增大。在较低的增益/损耗水平上，通过数值模拟和线性稳定性分析，得到了稳定传输的双峰灰孤子。另

外，在聚焦饱和非线性效应下，PT 对称波导可以控制亮孤子光束的传输。当光束在波导中心输入，孤子以

呼吸子的形式向前传输；在非波导中心输入，光束以初始输入位置为界限以呼吸子的形式振荡传输。随着 s
的增大，光束的振荡频率变大，光束宽度变宽，峰值强度减小。另外随着 PT 对称波导通道势阱深度 V 0 绝对

值的增大，光束的振荡频率变大，峰值强度增加。
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Transmission and Control of Solitons with Saturable Nonlinear in 
Linear Defocusing PT-symmetric Waveguide

WU Qi， WANG Juanfen， DU Chenrui， YANG Lingzhen， XUE Pingping， FAN Linlin
（College of Optoelectronics， Taiyuan University of Technology， Taiyuan 030600， China）

Abstract： In this paper， based on the normalized saturable nonlinear fractional Schrödinger equation with 
linear potential， the transmission and control of solitons in linear defocusing two-channels PT-symmetric 
waveguide with fractional diffraction and saturable nonlinearity are studied. The equation can be 
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numerically solved by the modified squared-operator iteration method to obtain soliton modes. The Fourier 
collocation method is used to judge the linear stability of soliton， and the split-step Fourier method is used 
to simulate the transmission of soliton in the PT （Parity-Time） -symmetric waveguide. According to the 
requirements of PT-symmetric， the refractive index distribution of two-channels PT-symmetric 
waveguide is even symmetric and the gain/loss distribution is odd symmetric. In addition， the refractive 
index of two channels is smaller than that of substrate， so it has the defocusing property. The results show 
that the PT-symmetric waveguide can support the stable double gray solitons modes in the defocusing 
saturable nonlinearity. The real part of double gray solitons is even symmetric and the imaginary part is odd 
symmetric due to the effect of PT-symmetric waveguide. The Lévy index and gain/loss coefficient of PT-

symmetric waveguide have little effect on the shape of double gray solitons modes. But the saturable 
nonlinear coefficient has a great influence on the soliton modes. With the increase of saturable nonlinear 
coefficient， the background intensity of double gray solitons increases. The Lévy index， gain/loss 
coefficient， and saturable nonlinear coefficient can affect the transverse energy flow density of solitons. 
With the increase of Lévy index， gain/loss coefficient， and saturable nonlinear coefficient， the transverse 
energy flow density of solitons changes more sharply， but it is close to 0 infinitely at the position of 
waveguide channel. This means that the energies on the left and right of channels reach a balance， thus the 
double gray solitons are formed. At the same time， the propagation constant also has an effect on the 
double gray solitons. With the increase of the absolute value of propagation constant， the background 
intensity of the solitons increases， the gray value decreases and the power increases. Through linear 
stability analysis， the stable double gray solitons can be obtained at a low gain/loss level. The double gray 
solitons can transmit stably forward in the waveguide， keeping the width and intensity of original mode 
unchanged. The width of solitons increases with the increase of saturable nonlinear coefficient and 
propagation constant.

In the focusing saturable nonlinearity， the two-channels PT-symmetric waveguide can control the 
transmission of bright soliton beams. When it inputs from the center of waveguide， the beam is transmitted 
as a respirator. With the increase of saturable nonlinear coefficient， the frequency of respirator decreases， 
the width of beam widens， and the peak intensity decreases. When it doesn't input from the center of 
waveguide， the beam occurs oscillation with the initial input position as the boundary. This is because the 
refractive index in the center is the largest， decreasing gradually away from the center between the two-
channels PT-symmetric waveguide. This structure is similar to that of gradient index fiber， which has 
linear focusing effect on beam. When the input is not in the center， under the focusing effect of waveguide， 
the beams propagate toward the center， through the center to the other， and then reflect back. Thus， the 
propagation of beam occurs oscillation between two channels. With the increase of saturable nonlinear 
coefficient， the oscillation frequency of beam increases and the width widens. In addition， the increase of 
the absolute value of potential good depth in PT-symmetric waveguide will lead to the increase of 
oscillation frequency and peak intensity of beam. These results can provide some theoretical reference for 
the application of two-channels PT-symmetric waveguide in all optical control.
Key words： Nonlinear optics； Parity-time symmetric optical waveguide； Gray soliton； Beam control； 
Saturation nonlinearity； Fractional Schrödinger equation
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