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基于迭代优化的两帧随机相移干涉术
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摘 要：提出了一种由粗及精的无需预滤波的两帧先进迭代随机相移技术。基于最小化残差背景，首

先利用采集条纹图的相关运算，在近似正交条件下估计相移和相位；然后利用这些求解过程中的中间

参数在空域由条纹图数据估计相移和背景；最后，迭代上述过程直至收敛到预定义的精度，从而实现相

位的精确求解。针对条纹图空域背景和振幅变化问题，利用条纹图子图降低背景空域变化对背景和相

移估计的影响，并减小运算量。与现有的方法相比，本文方法由于提供了正确的初值，具有收敛快、计

算快的特点。本文方法简单可靠，是一种实用的两帧相移干涉方法。
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0 引言

两帧随机相移技术在应用过程中由于能降低相移器的严格标定要求，并可以减少机械振动、环境空气扰动

或温度变化等不利因素对测量的影响，因此在动态或瞬变现象三维传感场合具有广泛的应用［1-2］。KREIS T M
等［3］开展了两帧随机相移干涉图相位解调的研究。该方法利用傅里叶变换，并结合简单的代数运算可以快速提

取条纹图中引入的未知相移，但是当引入的相移量较小时或条纹图受噪音污染较大时，其方法常常会失效。应

当说明，两帧随机相移技术由于使用的条纹图数目少，而求解未知量的数目多于求解方程的数目，致使该类问

题是一个病态的反问题，从而发展一种实用的两帧随机相移解调技术充满了挑战和不确定性。因此在 KREIS
的研究工作之后的近十年间，两帧随机相移解调技术的发展有所停滞。两帧随机相移技术突破性的工作始于

VARGAS J 等［4-6］。2011 年，VARGAS J 等连续提出了多种用于两帧随机相移条纹图解调的实用算法，并建立

了两帧随机相移条纹图相位解调技术的范式，即首先对条纹进行归一化处理或滤除背景，然后通过一定的正则

化技术求解相移进而搜索感兴趣的相位，或者根据采集的条纹图构造其正交条纹图直接计算相位。此后，二帧

相位解调技术在全球范围内得到了快速发展，并发表了一系列的二帧解调技术。其中，Gram-Schmidt 正交化

相位解调技术将摄取的两帧条纹图视为独立的正交向量，可以简单、迅速、高精度地恢复测量相位，并成为广泛

应用的二帧相位解调技术之一。但该方法对噪音和背景的变化敏感。对此，TIAN Chao 等［7］提出了在局部通

过相位拟合和全局优化搜索了相移的技术。该方法利用差分进化算法能可靠地估计相移，具有优良的性能，主

要缺点是需要对条纹图进行复杂的正则归一化处理，从而由于归一化处理的精度不足限制了该技术的进一步

应用。针对现有二帧技术在应用过程中存在着条纹数目、特殊的预设要求等限制，2019 年，CHENG Zhongtao
等［8］基于相移与条纹图振幅方差的演变规律，发展了利用优化方法搜索相移的技术。该技术精度高、通用性强，

但要求在相位解调之前对采集的条纹图进行背景预滤波处理。实际中，由于物理实验中的缺陷难以被精确地
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建模，因此进行预滤波处理时，滤波算法很难对光强的频率分布做出正确的假定。因此，上述基于预滤波的两

帧随机相移技术在相位解调时其精度常常受到预滤波效果的影响，并限制了测量速度的提高。

针对预滤波导致的误差严重地影响相位重建的精度的问题，当前许多学者将注意力放在了背景残差抑

制方面。文献［9-10］试图结合李萨如图拟合最小二乘迭代相移算法绕过预滤波。该类技术由于实现了无

需预滤波的二帧随机相移条纹图相位解调，属于解调二帧随机相移条纹图的第二类范式。在这些方法中，

首先通过李萨如图拟合或其他方法估计粗略的相位，然后利用该初始相位，逐帧地通过求解一系列线性方

程估计相移，进而反复迭代上述过程，直至收敛至预定义的精度，最终得到精确地相位解。其方法通常需要

迭代两三次，可以快速地获得精确的相位，主要缺点是迭代过程中要求条纹图的背景照度和对比度必须在

空间上保持恒定。此外，对于具有非正弦光强分布的实际条纹图，李萨如图拟合算法计算结果并不稳定。

最 近 ，基 于 主 成 分 分 析 法（Principal Component Analysis， PCA）［11］及 上 述 的 最 小 二 乘 迭 代 策 略 ，

ZHANG Hangying 等［12］提出了另一种无需预滤波的两帧随机相移算法。该方法首先通过两个采集的条纹

图的减运算构建了第三帧条纹图。然后利用经典的主成分分析法估计初始相位，进而应用最小二乘迭代方

法细化测量结果。然而 PCA 算法［13］基于统计学意义，通常即使提供了大量的条纹图，也会产生较大的相位

解调误差。因此，由于提供了较差的初始相位，可能大大降低了该方法的精度，甚至使该方法无法工作。

综上可知，二帧相移技术最主要的问题是最大程度地减少残差背景的影响。对此，本文提出一种无需预滤

波的两帧随机相移技术。本文方法基于先进迭代算法（Advanced Iterative Algorithm， AIA）［14］的思想，针对迭代

算法的收敛结果易受初值的影响，利用条纹图的相关运算，快速估计初始相移，然后利用二帧相移算法搜索相

位，针对二帧条纹图残差背景对测量精度的影响，利用解调过程中的过程参数，不断地更新估计背景，将残差背

景对相位解调的影响降至最低。本文的方法将标准的 AIA 算法推广至两帧条纹图的场合，为两帧相移干涉技

术提供了一种有效的途径。提出的算法步骤可以总结为：1）去除条纹图的空域均值，估计初始相移；2）根据相移

估计相位；3）利用最小二乘获得背景和更新后的相移；4）利用求得的背景更新光强；5）迭代上述过程直至收敛。

1 基本原理

通常，采集的两帧随机相移干涉图可以建模为

Irn ( x，y )= A ( x，y )+ B ( x，y ) cos ( ϕ ( x，y )+ δn )，( n = 1，2 ) （1）

式中，A ( x，y ) 和 B ( x，y ) 是背景强度和调制振幅，其空间上逐点变化，但在时域上逐点恒定； ϕ ( x，y ) 和 δt 是

两个相移条纹图之间的测量相位和未知时域载频。不失一般性，假定 δ1 = 0。为了简单起见，以下省略了空

间坐标 ( x，y )。从采样条纹图中减去空域均值，此时，两帧相移干涉图可表示为

In = Irn - Irn = A'+ B cos ( ϕ + δn )，( n = 1，2 ) （2）

式中，· 代表了空域平均运算。A'是滤波条纹图 In 中的残差背景。首先忽略残差背景的影响，重写两帧相

移干涉图为

In = B cos ϕ cos δn - B sin ϕ sin δn （3）

设 δ̂ 为 δ 的估计值。建立惩罚函数

F = ∑
S
[ ]I2 ( x，y )- cos ( δ̂ ) I1 ( x，y )

2
= ∑

S

( B sin ϕ sin δn )2
（4）

其中 S 为条纹图的像素的总数目。F 是二次函数，值域为正实数，有最小值 0，因此由

dF

d ( )cos ( δ̂ )
= 0 （5）

将条纹图 I1 和 I2 分别重写为 MN×1 的向量 I1 和 I2（M、N 为条纹图的大小），此时 F 可表示为

F = é
ëI2 - cos ( δ̂) I1

ù
û

T
é
ëI2 - cos ( δ̂) I1

ù
û （6）

将式（6）中获得的 F 的表达式代入式（5），可得

cos ( δ̂)= I2
T I1

I1
T I1

（7）
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式（7）与文献［15］的结论相同，但采用了不同的推导方式。式（7）分母总是大于分子，因此可以可靠地

估计初始相移为

δ̂ = arccos ( )I2
T I1

I1
T I1

（8）

进而利用二帧相移算法估计相位为

ϕ = arctan [ ]( I1 cos δ̂ - I2 ) /I1 sin δ̂ （9）

上述正交条件是近似满足的，且忽略了残差背景的影响，为了进一步提高求解精度，本文提出利用迭代

策略对式（9）进一步细化。具体的讲，首先使用第二帧条纹图在空域估计相移，考虑到干涉条纹图的背景 A
是逐点变化的，为了减少背景空域变化对求解的影响，本文将采集的第二帧条纹图在空间上分解为若干个

条纹图子图，然后任选一块条纹图子图，并假定其中相邻像素点之间的背景 A 和振幅在空间上恒定。设选

取 的 条 纹 子 图 的 大 小 为 k × k，并 将 条 纹 子 图 块 中 的 光 强 和 对 应 的 相 位 向 量 化 ，记 为 I1
s，I2

s，…，Ik2
s 和

ϕ 1，ϕ 2，…，ϕk2，则选取的条纹图子图块可以表示为

I s = a + b cos ϕk + c sin ϕk （10）

式中，a = A，b = B cos δ，c = -B sin δ。在最小二乘意义下有

S = ∑k = 1
k2 ( a + b cos φk + c sin ϕk - I s

k )2 （11）

求解未知数可得

é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

úa
b
c

=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úk × k ∑k = 1
k × k cos ϕk ∑k = 1

k × k sin ϕk

∑k = 1
k × k cos ϕk ∑k = 1

k × k cos2 ϕk ∑k = 1
k × k sin ϕk cos ϕk

∑k = 1
k × k sin ϕk ∑k = 1

k × k sin ϕk cos ϕk ∑k = 1
k × k sin2 ϕk

-1
é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú∑k = 1
k × k I s

∑k = 1
k × k I s cos ϕk

∑k = 1
k × k I s sin ϕk

（12）

根据式（12），更新相移为

δ' = arctan (-c/b ) （13）

现有的文献通常忽略了上述求解的过程信息 a，为了最大化减少背景的影响，本文提出利用原始光强 Ir

减去求得的背景 a，更新式（2）中去除背景后的光强 I1 和 I2，即

{I1 = Ir1 - a
I2 = Ir2 - a

（14）

进而将更新后的 I1、I2 和求解的相移 δ' 带入式（9），迭代式（9）~（14），其收敛标准可以定义为

| δ'q - δ'q - 1 |< ε （15）

式中，q 为迭代次数，ε 为预定义的收敛精度。当满足收敛准则时，即可得到精确的相位分布。本文方法具体

的流程图如图 1 所示。

图 1　本文方法的流程

Fig. 1　Flow chart of the proposed method
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2 仿真实验

为 了 验 证 本 文 的 方 法 ，首 先 进 行 了 仿 真 实 验 。 文 中 所 有 数 据 处 理 采 用 Intel（R） Xeon（R） W-2123
处 理 器 和 MATLAB R2021a 软 件 。 根 据 式（1），定 义 空 间 变 化 的 背 景 强 度 和 振 幅 为 a = 10-5 ×

( )5 + 2 × exp ( )-10 × ( )( )( )x - 10 2 + ( )y - 15
2

/10-5 ， b = exp ( )-4 × ( )( )( )x - 10 2 + ( )y - 15
2

/10-5 ；

定义相位方程为 peak 函数，预设相移为 δ = 1.6 rad。图 2 分别给出了模拟生成的添加了信噪比为 35 dB 随机

噪音的两帧条纹图（大小为 340×340 像素）及参考相位。

考虑到 PCA&LSI 方法是无需预滤波的二帧算法的典型代表，而 CV 方法在现有的需要预滤波的二帧

算法中具有优良的性能，为了比较说明本文方法的性能，本文将提出的方法与 PCA&LSI 方法［12］和 CV 方

法［8］的结果在相位重建性能方面进行比较。本文的相位去包裹方法参见文献［16］。具体结果如图 3 所示。

本文方法的测量相位、PCA&LSI 方法的测量相位、CV 方法的测量相位见图 3（a）、图 3（b）、图 3（c）。本文方

法、PCA&LSI 方法、CV 方法的均方根误差见图 3（d）、图 3（e）、图 3（f）。

本文方法、PCA&LSI 方法和 CV 方法相应的处理时间分别为 0.080 6 s、0.248 8 s、2.460 7 s。可知，本文

方法的速度相比 PCA&LSI 方法提高了约 3 倍，相比 CV 方法提高了约 30 倍。其原因是，PCA&LSI 方法视

图  2　模拟的两帧相移条纹图和参考相位

Fig. 2　Simulated two-frame phase-shifted interferograms and the reference phase

图  3　相位重建仿真

Fig. 3　Simulation for the phase reconstruction
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条纹图的背景和振幅的时域与空域均逐点变化，相比本文方法增加了计算第二帧条纹图的背景和振幅的要

求。而 CV 方法由于需要进行费时的优化搜索，因此其过程耗时较多。

结合图 3（d）~（f）三种方法的误差分布可知，本文方法的精度优于 PCA&LSI 和 CV 方法，重建质量最

好。同时由于采用了条纹子图计算相移，本文方法用时最短。根据本文的测试经验，通常条纹图子图的大

小取原始条纹图大小的一半即可得到较好的效果。

考虑到上述测试过程的随机性，为了证明本文方法具有高的可靠性，本文进行了 20 次独立实验，比较了

PCA&LSI 方法、CV 方法和本文方法的均方根误差（Root Mean Square， RMS）。由图 4（a）可以看出，三种

方法均具有高的测量稳定性，但本文方法相位均方根误差最小。

另外，本文又测试了三种方法的误差随相移的变化规律。考虑到三种方法相移求解范围为 [ 0，π ]，本次

测试中相移的变化范围设定为 0 到 3。图 4（b）表明，CV 方法的解调误差随相移变化波动较大。另外，尽管

PCA&LSI 方法与本文方法在相移较大时解调误差相当，但在本次仿真分析中，本文方法的综合性能相比其

他两种方法更好。

为了验证本文方法的可靠性，在 35 dB 的高斯噪音下，计算了相移分别为 0.82 rad、1.42 rad、2.02 rad 时，

本文方法、PCA&LSI 和 CV 方法的相位均方根误差，结果如表 1 所示。

由表 1 可知 ，随着相移的增加 ，PCA&LSI 算法的相位均方根误差约是本文方法的相位均方根误差的

1.5 倍，而 CV 算法的相位均方根误差约是本文方法的相位均方根误差的 3.5 倍。显然，CV 方法的相位均方

根误差最大，表明该方法重建相位时波动较大。相比可知，本文方法的性能最稳定。其原因是，本文方法由

于提供了一个较好的初值，在迭代收敛过程当中，能更快速的收敛，因此获得了最好的综合性能。表 2 给出

了不同信噪比下三种方法重建相位的均方根误差。

图  4　三种方法的演化误差

Fig. 4　Evolution of the error of three methods

表 1　相位均方根误差（dB）
Table 1　The RMS error of phase（dB）

The proposed method
0.073
0.055
0.059

The PCA&LSI method
0.100
0.089
0.091

The CV method
0.24
0.17
0.19

表 2　均方根误差（dB）
Table 2　The RMS error（dB）

SNR/dB
35
50
70

The proposed method
0.057
0.017
0.014

The PCA&LSI method
0.090
0.071
0.071

The CV method
0.19
0.17
0.18
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表 2 表明，CV 方法均方根误差较大，即该方法对噪音敏感。主要原因是该方法基于优化搜索的原理，当

噪音水平较高时，噪音使得优化过程变得复杂，并影响了正确结果的搜索。相比之下，本文使用了大量的估

计相位数据，在最小二乘意义下估计相移，由于大量数据的均化作用，很好的抑制了噪音对求解相移的影

响，表明本文方法对噪音不敏感。

3 测量实验

为了进一步比较本文方法的性能，进行了实际测量实验，获得了三套条纹图，包括开形条纹图（图 5（a）~
（b））、闭形条纹图（图 5（d）~（e））和复杂条纹图（图 5（g）~（h）），每套含有 7 帧条纹图。复杂条纹图是由不规

则曲面得到。实验时，本文采用 PCA&LSI 方法、CV 方法和本文方法对上述三套条纹图进行了相位重建。

由于实际原因，参考相位面很难得到，对此本文采用 AIA 算法的结果作为参考值，用于计算三种方法重建相

位的误差。应当说明，AIA 算法是一种高精度的多帧方法，其性能优于两帧算法，因此，可以为测试本文方

法提供参考值。

为了获得参考相位，本文首先采用 AIA 算法，使用 7 帧相移条纹图分别解调了上述三套条纹图的相位，

并将其视为各自的参考相位。图 5 分别给出了三套条纹图的前两帧条纹图以及得到的三个参考相位。

为了说明本文方法的效率，记录了三种方法的处理时间。表 3 给出了分别使用三种方法解调开形条纹

图、闭形条纹图和复杂条纹图的耗时。可见，本文方法相比 PCA&LSI 方法和 CV 方法在处理实际条纹图时

耗时最少，与仿真结果一致。

图 6、图 7 和图 8 分别给出了使用三种不同方法处理开形条纹图、闭形条纹图和复杂条纹图的实验结果。

分析开形条纹图的处理结果可知，由于此时相位面变化比较平缓，三种方法都成功实现了开形条纹图的相

图  5　实验条纹图与参考相位

Fig. 5　The experimental interferograms and reference phase
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位重建，但本文方法的误差最小。在闭形条纹图处理实验中，特别在曲率较大的区域，CV 法的结果一致性

最差，而 PCA&LSI 方法与本文方法相对取得了较好的效果，但在边缘区域，虽然三种方法均出现了部分跳

变，但是本文方法的结果一致性最好。由图 8 可知，与参考面（见图 5（i））相比，三种方法都成功的实现了不

规则面的相位重建，但 CV 方法重建的相位面上有明显的跳变（见图 8（c）），而 PCA&LSI 方法与本文方法重

建的相位面没有跳变。由复杂条纹图得到的重建相位误差分布可知，对于对比度差、条纹密度高、样品形状

图  7　闭形条纹图相位重建实验

Fig. 7　Experiment for the phase reconstruction using closed interferogram

表 3　处理时间（秒）

Table 3　Processing time （s）

Open fringe pattern
Closed fringe pattern

Complex fringe pattern

The proposed method
0.035
0.140
0.069

The PCA&LSI method
0.21
0.60
0.34

The CV method
3.10
6.96
2.15

图  6　开形条纹图相位重建实验

Fig. 6　Experiment for the phase reconstruction using open interferogram
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不规则的条纹图，本文方法相比其他两种方法仍取得了好的效果。另外，结合以上比较实验可知，三种方法

的残差较为明显，这是因为二帧算法使用的信息较少，相比多帧算法，其抑制光强谐波、测量不确定性等误

差的能力较差，因此提高条纹质量非常重要。

从图 6、图 7 和图 8 的误差分布图可以看出，本文方法测量结果明显优于 PCA&LSI 方法和 CV 方法，其

重建误差相对于参考相位最小，而且耗时最短。因此可以证明，即使对于含有多个误差源的实际条纹图，如

强度谐波、非均匀相移分布和随机加性强度噪声等，本文方法仍表现出了好的综合性能。

应当指出，本质上本文方法和 PCA&LSI 方法都是基于迭代细化的策略，区别在于本文方法提供的初值

为相移，而 PCA&LSI 方法提供的初值为相位。本文方法的精度优于 PCA&LSI 方法的原因是，本文方法由

于 提 供 了 一 个 较 好 的 初 值 ，相 对 于 PCA&LSI 方 法 可 以 更 好 促 使 迭 代 算 法 稳 定 地 收 敛 于 精 确 值 。 另 外 ，

PCA&LSI 方法在应用中假定相移条纹图背景和振幅是时域变化的，该假定使得解调过程计算复杂，而且不

能提高求解精度。而本文方法认为相移条纹图背景和振幅在时域是不变的，计算简单，且具有较快的处理

速度。从本文仿真和实验的分析来看，将条纹图模型建模为背景和振幅时域变化是没必要的。再者实际测

量时，相移量通常很小，由于背景和振幅的时域变化产生的误差相对其他误差而言可以忽略，因此，这种时

域变化的复杂模型不能达到预期的提高精度的目的，反而影响了其精度。

4 结论

本文将 AIA 算法推广至二帧条纹图解调场合，提出了一种高精度的无需预滤波的两帧随机相移提取算

法。首先在近似正交条件下估计相移，然后利用最小二乘迭代技术对处理结果进行细化，进而更新背景，促

使处理结果不断逼近精确相位。由于本文方法使用了条纹图子图估计相移，与现有的相位重建方法相比，

有较快的处理速度。另外，本文方法由于提供了一个较好的初值，具有可靠的收敛性。仿真及实验证明了

本文方法精度高、速度快、可靠性好，是一种实用的两帧相移算法，并优于现有的典型两帧相移算法。
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Two Step Phase-shifting Interferometry by Least Squares Iterative 
Optimization

LIU Chang1， DU Hubing1， FENG Leijie1， YAN Xingxu1， ZHANG Gaopeng2

（1 School of Mechatronic Engineering， Xi'an Technological University， Xi'an 710021， China）

（2 Xi'an Institute of Optics and Precision Mechanics， Chinese Academy of Sciences， Xi'an 710119， China）

Abstract： The temporal phase shifting technique is a powerful tool that is used in numerous industrial， 
research and development applications， such as range acquisition， industrial inspection， reverse 
engineering， and object recognition. However， the accuracy of temporal phase shifting technique is limited 
by the phase-shifting uncertainties resulting from the imperfect conditions in the real testing environments， 
such as the miscalibration. So， there is a strict requirement on the precision of the phase shifter. To remove 
this requirement， there have been reported works about phase reconstruction with only two frames. Two-
shot phase reconstruction， i. e.， the recovery of a complex-valued signal from two intensity patterns that 
are nearly identical apart from a random and unknown phase shift between them， which can reconstruct the 
phase without local sign ambiguity using the minimum number of interferograms with higher measurement 
accuracy than the single-frame algorithm， is especially prevalent in imperfect testing conditions where 
requires reducing the detrimental effects on the measurements from mechanical vibrations， ambient air 
turbulence， and temperature changes. In the implementation of the technique， the filtering procedure of the 
fringe normalization， background removal， or noise reduction must be applied to the two arbitrarily phase 
shifted patterns before the phase demodulation. However， due to certain experimental imperfections of any 
physical system that are hard to model accurately， we cannot assume any particular behavior for the 
intensity pattern in a general case. In this case， the two-shot phase reconstruction technique may have an 
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unsatisfactory filtering effect during the phase demodulation. Recently， much special attention is paid to the 
algorithm that does not require pre-filtering. In this work， we proposed a novel two-shot phase 
reconstruction method that can bypass the pre-filtering with the help of the least squares iterative phase 
shifting algorithm. In our method， a rough estimation of the phase shift is obtained by correlation operation 
of two background removed fringe patterns under the approximate orthogonal characteristic of a 
trigonometric function. Thus， we can compute the phase using two frame phase shifting algorithm. Then， 
using this initial phase shift estimation， both the phase shift and background light improved by solving other 
N linear equation systems in a frame-wise manner. Further， the two background removed fringe patterns 
are updated. Iterating this process， it eventually settles down in the searched phase. In essence， this 
method is a two-frame version of the AIA algorithm except for the use of background terms， which is 
usuallydiscarded in the standard AIA algorithm. To reduce the effect of spatially varying background 
intensity and modulation amplitude， we divide the captured interferogram space into several blocks （for 
example， 150×150）. if the blocks are sufficiently small， we may consider that the background intensity 
and modulation amplitude in each block do not have pixel-to-pixel variation and can be assumed as 
constants. Then we select one block， and the necessary parameters are estimated by the phases and the 
intensity in this block. Our novel approach consists of the following steps： 1） Estimate an initial phase step 
by s correlation operation of two background removed fringe patterns， 2） Compute the measurement phase 
using the initial phase step， and 3） Use the obtained intermediate parameters for continually updating both 
the two filtered fringe patterns and the phase step until the accurate phase is reconstructed through the 
searched phase shift. To demonstrate， the proposed method is compared with other state-of-the-art two-
frame random phase-shifting algorithms： CV and PCA&LSI， for they can accomplish the phase 
reconstruction universally and accurately. We choose the typical scenarios， namely open-fringe pattern， 
and closed-fringe pattern as our test case. Both simulations and measurement experiment results obtained 
using the proposed method indicate that it is a simple， albeit robust solution for phase extraction from two-
frame unknown phase shift fringe pattern.
Key words： Least squares iterative phase-shifting algorithm； Two-frame phase shifting interferometry； 
Random phase shifting； Interferometry； Phase
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