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基于频域稀疏采样的离轴压缩全息相位重建
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摘 要：针对不同结构的微光学元件的波前相位检测，传统数字全息三维场重建方法不能有效重建物

光波的部分频谱分量，导致微光学元件的相位测量精度不高。本文提出了一种基于频域稀疏采样的压

缩感知相位重建方法，该方法在数字全息的再现过程中结合压缩感知的稀疏特性，对全息图的频谱信

息进行稀疏减采样，并利用小波变换域内的多尺度特性，实现物光波有效频谱信息的压缩重建，再经过

傅里叶逆变换得到重建物光波的相位分布。最后，通过微透镜阵列及相位分辨率板的测试对该方法进

行验证，实验结果表明：该方法稀疏减采样的同时能够实现波前相位的精确测量，与传统数字全息的相

位重建结果进行残差估计，残差的峰谷值和均方根值分别降低了 26.97%和 15.04%。
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0 引言

数字全息术［1］通过衍射理论的数值计算来获取物光波的复振幅，相比传统光学全息，其采用光敏电子器

件记录下全息干涉条纹，避免了对记录介质进行复杂的光化学处理。通过单帧图像的采集快速恢复物体的

三维形貌，具有非接触、实时动态、无损检测的特点［2］。然而，对不同结构的微光学元件进行全息显微测量

时，不同纵向深度层面会受到背景信息的干扰，使得全息三维光场中的相位测量精度不高。因此，在探索数

字全息波前重建过程中，提高相位重建质量方法的研究具有重要意义。

压缩感知理论［3-4］作为一种新的信号表示与处理的理论，在其理论框架下对稀疏或可压缩的信号，利用测

量矩阵将高维信号投影到一个低维空间进行观测，通过求解目标函数极值的方式，从少量观测值中实现原始

信号的稀疏精确重构，特别是在高维图像信号的稀疏表示与重建方面拥有广阔的发展前景。压缩感知与全

息技术之间的关联性表现在全息记录系统为菲涅耳衍射区域时，测量基相当于傅里叶测量矩阵［5］，CCD记录

全息干涉图的过程可以等同压缩编码测量，将包含相位的物光波信息压缩成一幅全息图。BRADY D J等将

压缩感知理论与 Gabor全息术相结合，提出了压缩感知数字全息成像技术［6］。理论上证明了全息衍射编码

满足压缩感知成像中的“非相干”编码的要求，实现三维空间中两个距离较远的蒲公英种子形貌的分层重

建，此后，将其用于毫米波压缩感知全息成像［7-8］，同样得到了很好的恢复效果。RIVENSON Y等将压缩感

知全息技术用于显微成像领域［9］，利用目标在小波变换域的稀疏特性，大幅降低了成像系统所需测量值数

量。与此同时，国内各大高校在压缩全息技术方面也展开了相应的研究，从同轴全息、相移全息、离轴全息、

非相干全息等多种全息的压缩感知重建［10-13］，扩展到多层切片物体的层析重建中［14-15］；在同轴全息的重建中

能有效消除孪生像的干扰，充分利用探测器的空间带宽积；在三维多层样本的重建中，能有效抑制离焦面信
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息的干扰，实现不同纵向深度的层析重建。然而，压缩全息在成像方面的应用更多集中于物体的强度恢复，

却鲜有对位相型算法的分析研究，现实中没有单纯的强度型物体，即使强度型透明物体都携有一定量深度

位相信息。对不同结构的微光学元件进行数字全息显微测量时，由于物体具有连续或者不连续的相位特

征，导致传统数字全息再现算法在三维重建中无法精确测量微光学元件的波前相位。

针对上述分析，本文将压缩全息技术应用到离轴全息的波前相位检测中。基于传统数字全息再现算法

的重建过程，利用压缩感知理论对傅里叶域内的全息图频谱信息进行随机稀疏采样，并在小波变换域内实

现待测物光波有效频谱信息的稀疏恢复；再经过傅里叶逆变换将频域转化到空域，得到重建物光波的复振

幅分布，并进一步讨论了采样数与重建图像焦深的关系；针对连续和不连续相位物体展开实验研究，比较了

传统衍射再现算法与基于压缩感知的数值重建算法的相位重建结果，分别从相位图重建质量及三维重建精

度两个方面分析，得到了比传统衍射重建更高质量的相位重建结果，实现对待测物体相位信息的精确测量。

1 离轴数字全息的压缩感知重建原理

1.1 离轴数字全息

数字全息的记录过程是携带物体信息的光波 O ( x，y )与参考光 R ( x，y )在 CCD光敏面发生干涉，所得

到的干涉条纹图即为全息图［1］。其光强度表达式为

I ( x，y )= |U ( x，y ) |2 = |R ( x，y ) |2 + |O ( x，y ) |2 + R∗ ( x，y )O ( x，y )+ O ∗ ( x，y )R ( x，y ) （1）
式中，第一、二项为零级衍射项，第三项为携带物体信息的干涉项，第四项为共轭像。通过频域滤波去除直

流分量及共轭像，得到待测物光波的复振幅分布

U ( x，y )= R* ( x，y )O ( x，y ) （2）
角谱法是衍射光在频域内的一种传播形式，传播过程中无任何近似，可准确描述频域内的衍射再现过

程［16］，其复振幅表达式为

U ( x，y，z )= F-1{F{U ( x，y，0) }·H ( u，v )} （3）

H (u，v)= exp{ j 2πλ z 1-( λu )2 - ( )λv 2 } （4）

式中，z为衍射距离，λ为波长，引入符号 F，F-1分别表示傅里叶变换和傅里叶逆变换，F{U ( x，y，0 )}为物光

波U ( x，y)在像平面的频谱，H (u，v)为光传播的角谱函数。

1.2 压缩感知重建相位

压缩感知的信号采集过程是一个非自适应的线性采样过程，利用图像的稀疏性，通过非相关测量矩阵

将高维信号投影到一个低维空间上进行观测感知。当选择合适的小波变换对物光波频谱信号进行稀疏表

示时，可以利用压缩感知算法从少量频域数据中实现高精度重建。假设物光波的频谱信号 x∈ RN在稀疏基

底Ψ= [ ψ 1，ψ 2，ψ 3…，ψN ]下可表示为稀疏信号 θ

x= Ψθ=∑
i= 1

N

ψi θi （5）

用一个与稀疏变换矩阵不相关的高斯随机观测矩阵H ∈ RM×N (M≪ N )对稀疏信号进行观测，得到高

维信号投影在低维空间上长度为M的观测值 I (M< N )
I= Hx= HΨθ= Aθ （6）

式中，A=HΨ为M× N矩阵，称为感知矩阵，当感知矩阵满足稀疏信号的约束等距特性时，频谱信号的稀

疏重构可以通过求解目标函数范数极值的方式，从少量压缩采样数据中准确重构出稀疏信号，再经过稀疏

反变换获得原始高维图像信息。

θ̂= arg min θ
1
，subject to I= Aθ （7）

压缩感知数字全息记录过程中的测量基相当于傅里叶测量矩阵，光学测量系统本质上探测到的是图像

傅里叶变换后的频谱，根据衍射的角谱理论，衍射再现过程相当于不同纵向深度层面产生的离散物光点频

谱与光在自由空间传播的传递函数的卷积。因此，全息记录可视为原物光场衍射强度的一个线性观测过
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程，对全息图频谱及物光场进行离散化处理，假设 CCD的分辨率为Nx× Ny，像素尺寸为 Δx×Δy，待测物体

空间被划分为步长为 Δx×Δy×Δz的Nx× Ny× Nz采样区间。对式（3）进行离散化可得

U ( xp，yq，zi )= F-1{F{U (mx，ny，0) }·∑i= 1

Nz exp é
ë
êêêê ù

û
úúúújkzi 1- ( )mΔu 2 - ( )nΔv 2 } （8）

式中，Δu= 1
NxΔ x

，Δv= 1
NyΔ y

。

根据压缩感知理论数学模型，构建适用于描述频域中衍射再现的算法框架，首先要构建适应全息记录

过程的传感矩阵，然后基于稀疏重构算法进行重构再现。为适应压缩感知理论中的线性观测过程，进一步

需要将离散化后所表示的衍射光场与物光场的关系进行矩阵化处理。定义 g( )q- 1 × Nx+ p为全息图中第 p行第

q列的值，u( )i- 1 ( )Nx+ Ny +( n- 1)Nx+ m为原三维物光场第 i层第 m行第 n列的值。然后定义计算核Q= [ q1q2…qNz ]，

[ qi ]
mn
= exp é

ë
êêêê jkzi 1- ( )mΔu 2 - ( )nΔv 2 ù

û
úúúú，并 引 入 大 小 为 (Nx× Ny)× (Nx× Ny) 的 分 块 对 角 矩 阵 B=

bldiag ( F 2D，F 2D，…，F 2D )展开对原物光场的离散傅里叶变换计算，则

g=F-1
2D QBu=Hu （9）

式中，F 2D表示二维离散傅里叶变换，H= F-1
2D QB为全息记录过程的感知矩阵。

通过对式（9）的线性观测模型进行优化求解，重构原物光波复振幅可得到相应的再现相位分布

φ= arctan
Im [ ]u ( x，y，z )
Re [ ]u ( x，y，z )

（10）

式中，Im与 Re分别表示复振幅的虚部和实部。

假设全息图的取样数为 N×N，重建像平面的宽度为 L=NT，即重建像平面每一个像素的间隔为 T，物
平面上的离焦点源在像平面上所占有的像素数即为

Nδ=
L ( )1- z/zi

L
N= (1- z

zi ) N （11）

可以假定点源在重建平面的能量能够集中在 1.5个像素作为焦深的限制条件［17］。定义数字全息重建图

像的焦深为 2 | z- zi |，并令Nδ= 1.5，根据式（11）得

2 | z- zi |= 3
zi
N

（12）

式中，zi为理想像重建距离，z为实际像重建距离。一方面，重建图像的焦深随着理想像重建距离 zi的增加而

增加，当采样数N减小时，重建图像的焦深会增加；另一方面，由于全息图的采样是在物体的频域进行的，频

谱经过 FFT变换到空间域（重建平面），频率分辨率 Δ f与空间域的采样间隔 T之间的关系为 Δ f= 2π/ (NT )，
在采样间隔不变的情况下，通过减小采样数来获得较高的频率分辨率；由此可知，对于给定有限尺寸空间带

宽的 CCD，用基于压缩感知的压缩成像机制，通过频域稀疏采样，以远远小于传统方法所获得的数据量，得

到重建平面较高分辨率的图像信息。

本文采用回溯思想的压缩采样匹配追踪（Compressive Sampling Matching Pursuit，CoSaMP）算法［18］对

式（9）所表示的观测模型进行求解，从低维空间采样数据的非相关观测值中实现高维信号的感知。在傅

里叶域内随机采样一半的频谱数据就能实现对全息图的稀疏重建，减小采样数来增加重建图像的焦深。

在整个相位重建过程中，无需计算机模拟数字再现光照明全息图，消除了数字再现光对参考光的影

响［19］。最后，利用（10）式计算得到包裹相位采用最小二乘相位解包裹算法［20］，得到待测物体真实的相位

分布。

2 实验装置

采用Mach-Zehnder干涉光路，通过搭建数字全息显微测量装置，开展功能微结构光学元件的表面形貌

和波前相位的高分辨测量实验。实验装置图如图 1所示，系统中使用波长为 638 nm的半导体激光器作为光

源，激光器发出的点光源经过扩束准直（BE）后，经分光棱镜（BS1）1∶1分成两路，一路为物光，一路为参考
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光；物光波经过平面反射镜（M1）将光路转向，并透过待测物体，携带波前相位信息的物光波再经过显微物

镜（MO₁）到达分光棱镜（BS2）；参考光经过平面反射镜（M2）转向经过显微物镜（MO₂）参考光通过设置一定

量的离轴夹角，使得几种衍射像在成像平面上能够完全分离。参考光与物光在分光棱镜（BS2）处产生全息

干涉，再经过Tube lens成像到 CMOS相机的感光靶面上，实现数字全息图的采集。

CMOS相机（DMK 27AUC03）分辨率为 1 024 pixel×1 024 pixel，像素尺寸为 3.75 μm×3.75 μm；针对

连续物体和不连续物体进行实验验证与分析，对不同深度的待测物体选用合适放大倍率的显微物镜进行预

放大成像；微透镜阵列矢高为 2.6 μm，选用 10×显微物镜，相位分辨率板矢高为 50 nm，选用 20×显微物镜，

实验中采用调焦位移平台进行精确聚焦，实验结果如图 2所示，（a）为微透镜阵列全息图，（b）为相位分辨率

板全息图。

3 实验结果及分析

3.1 微透镜阵列的测试与分析

为了验证压缩感知数字全息算法在提高相位重建质量方面的可行性，通过上述实验光路采集微透镜阵

列全息图，如图 3（a）所示；首先，对全息图进行傅里叶变换得到全息频谱图，如图 3（b）所示，可以看出几种衍

射像分离；然后，为消除零级衍射像和共轭像的干扰，使用合适大小的矩形滤波器提取正一级频谱并移中，

再经逆傅里叶变换得到预处理后的全息图，如图 3（c）所示；最后，对预处理的全息图，分别采用传统衍射再

现的反向传播法（Back Propagation，BP）和基于压缩感知稀疏采样（Back Propagation-Compressed Sensing，
BP-CS）的方法进行相位重建，获得其相位分布。黑色箭头为传统方法的重建步骤，蓝色箭头为本文所提方

法的相位重建步骤，压缩感知稀疏采样算法框架，如虚线框图 3（j）所示；采用传统衍射再现的方法得到的包

裹相位分布，如图 3（d）所示，基于压缩感知的方法重建得到的包裹相位分布，如图 3（f）所示；传统的衍射再

现过程是利用计算机模拟再现光照明全息图，经过衍射传输成像在像面上。而压缩感知稀疏采样的相位重

建过程无需参考光波，其包裹相位不受数字再现光的影响；随后，采用基于离散余弦变换的最小二乘法对包

图 1 数字全息显微测量装置图

Fig.1 Digital holographic micro measurement device diagram

图 2 实验采集的数字全息图

Fig. 2 Digital hologram collected by experiment
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裹相位进行解包裹处理，获得连续真实的相位分布。传统方法得到的解包相位，如图 3（e）所示，压缩感知的

方法重建得到的解包裹相位，如图 3（g）所示；可以看出，基于压缩感知重建得到微透镜阵列的相位分布，相

较于传统衍射重建方法，其相位图边缘轮廓清晰、背景平稳、相位对比度高，有更好的重建质量；本文采用相

位畸变补偿算法来消除光学元件引起的相位畸变，得到微透镜阵列的二维相位图及三维相位图，如图 3（h）、

3（i）所示。

为验证本文方法三维重建的精确性，基于传统的数字全息再现得到的三维重建结果（BP）、基于压缩感

知稀疏采样的三维重建结果（BP-CS）与白光干涉仪测量结果（ZYGO）三者进行比较，选取单个微透镜相同

位置处的截面线（图 3（h）中红线标出）进行对比，结果如图 4（a）所示。将传统方法得到的重建结果、基于压

缩感知稀疏采样的重建结果分别与白光干涉仪测得的结果进行残差分析，残差对比结果如图 4（b）所示。对

传统方法的相位重建结果与白光干涉仪之间的残差值 R-BP，对基于压缩感知稀疏采样的相位重建结果与

白光干涉仪之间的残差值 R-BP-CS进行对比分析，采用峰谷差值（Peak-Valley，PV）和均方根值（Root-
Mean-Square，RMS）作为评价指标，实验结果的评价参数见表 1。

对基于压缩感知稀疏采样重建前后的相位结果分别进行计算，从表 1中的残差对比可以看出，传统

方法的三维重建结果与白光干涉仪测量结果在相同截面线处的残差估计：PV值为 0.697 5 μm，RMS值

为 0.127。压缩感知稀疏采样后的三维重建结果与白光干涉仪测量结果在相同截面线处的残差估计：PV
值为 0.509 4 μm，RMS 值为 0.107 9，后者残差的 PV 和 RMS 值与前者相比，分别降低了 26.97% 和

15.04%。结果表明，经过压缩感知算法处理后的波面较为平滑，恢复的相位精度更高，可有效提高相位

重建质量。

图 3 传统反向传播法与基于压缩感知稀疏采样的相位重建步骤

Fig. 3 Traditional back propagation method and phase reconstruction steps based on compressed sensing sparse sampling
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3.2 相位分辨率板的测试与分析

为了验证本文方法在不连续相位物体测量中的有效性，待测物体选用相位分辨率板，基于数字全息相

位重建过程，本文在频谱滤波中用交互式掩模数字滤波实现正一级频谱的提取、移中。用压缩感知算法实

现全息图频谱信息的稀疏恢复，再经过角谱法衍射再现其相位分布，得到相位分辨率板的三维重建实验结

果，如图 5所示。对比压缩感知重建前后的相位分布图，其中图 5（a）为传统衍射再现的相位图，图 5（b）为压

缩感知稀疏采样重建得到的相位图，分别取第六组第 2线、第 8组第 1线的局部截面线进行对比，如图 5（c）、

5（d）所示。分别计算相位分辨率板不同组线的峰谷差值（PV），传统方法（BP）的三维重建结果在 6-2位置

图 4 微透镜阵列的三维重建实验结果

Fig. 4 Experimental results of 3D reconstruction of micro lens array

表 1 残差对比分析

Table 1 Comparative analysis of residual

Residual
R-BP

R-BP-CS

PV/μm
0.697 5
0.509 4

RMS
0.127 0
0.107 9

图 5 相位分辨率板的三维重建实验结果

Fig.5 Experimental results of 3D reconstruction of phase resolution plate.
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高度为 47.6 nm、8-1位置高度为 17.7 nm，压缩感知稀疏采样（BP-CS）的三维重建结果在 6-2位置高度为

49.6 nm、8-1位置高度为 29.7 nm。相位分辨率板的纵向高度为 50 nm的标准件，实际测量使用 ZYGO白光

干涉仪测得 6-2位置处高度为 53.0 nm，传统方法得到 6-2位置处的高度与白光干涉仪所测结果进行误差计

算，矢高的相对误差为 10.2%；压缩感知重建后得到 6-2位置处的高度与白光干涉仪所测结果进行误差计

算，矢高的相对误差为 6.4%，相对测量精度提高了 3.8%。由此可知，压缩感知重建的方法计算所得到的相

位测量精度更接近真实值。

通过图 5（a）、（b）可以看出，传统数字全息再现算法的相位重建结果不能分辨第 8组。由于 CMOS相机

离散采样的原因，对物体相位信息的离散化，更容易捕获随物光波连续变化的复振幅分布，使得部分角谱分

量丢失。因此，在相位分辨率板的波前相位重建中，不能够分辨出局部不连续物体的相位特征。通过压缩

感知稀疏采样恢复后的相位图，与传统衍射重建的相位图相比，其局部像质有所改善、相位对比度更高，对

比相同位置处的截面线，能够分辨出第 8组的第 1线。这是由于压缩感知重建在频谱滤波后，频谱所占区域

的宽度通常只是部分像素，通过变换域内的稀疏采样，对不连续区域出现的离散相位信息进一步压缩重建，

使得重建图像更精细，说明不连续相位物体的局部频谱分量可以通过压缩感知的方式获得稀疏恢复。

4 结论

为了提高传统数字全息在三维重建中的相位测量精度，构建了离轴数字全息显微测量系统，提出了基

于频域稀疏采样的压缩全息相位重建方法。该方法用基于压缩感知理论的压缩成像机制，通过低分辨的采

样获得待测物波前相位的高分辨重建。通过对比压缩感知处理前后的三维重建精度，残差估计值的对比分

析表明，该方法仅提取少量频谱数据依旧能够实现高精度相位重建，提高了微光学元件波前相位的重建质

量以及三维测量精度。在不连续物体的波前相位测量中有着潜在优势，通过压缩成像来实现现有技术无法

突破的超分辨检测成为了可能。
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Off-axis Compression Holographic Phase Reconstruction Based on
Frequency Domain Sparse Sampling
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（2 Shaanxi Province Key Laboratory of Membrane Technology and Optical Test，Xi'an 710021，China）
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Abstract：Digital holographic microscopy plays an important role in the surface topography measurement of
micro-optical elements. It is based on the interference superposition of waves， and realizes the
measurement of three-dimensional information of objects through digital recording and diffraction
reproduction. However，due to the interference of background information in the process of microscopic
imaging，there are some problems such as poor focusing effect and unsatisfactory image quality. For the
wave-front phase detection of micro-optical elements with different structures， the traditional digital
holographic 3D field reconstruction method cannot effectively reconstruct part of the angular spectrum
components of object light wave，resulting in low accuracy of the wave-front phase measurement of micro-
optical elements. Therefore，this paper proposes a phase reconstruction method of compressed sensing
based on sparse sampling in the frequency domain. In combination with the characteristic that most phase
information is contained in the frequency domain，the sparse characteristics of compressed sensing theory
are utilized to conduct random sparse sampling of the spectrum information of holograms during the
reconstruction process of the traditional digital holographic reconstruction algorithm. The effective spectral
information of the reconstructed object is recovered in the domain of wavelet transform，and then the
frequency domain is transformed into the spatial domain by Fourier inverse transform，and the complex
amplitude distribution of the reconstructed object is obtained. Finally，experimental research is carried out
for continuous and discontinuous phase objects，and the phase reconstruction results of higher quality than
the traditional method are obtained by analyzing the quality of phase image reconstruction and the accuracy
of 3D reconstruction，respectively，and the accurate measurement of the phase information of the object is
realized. After spectral filtering in the frequency domain is carried out by the traditional method，it is easy to
lose high-frequency information after conversion from the frequency domain to the spatial domain.
However，based on the compressed sensing theory，the proposed method takes advantage of the sparse
characteristics of the image to sparsely sample the spectral signals in the frequency domain and sparsely
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expand them in the wavelet base domain. This means that even if the expansion term has only a few
effective terms，the effective spectrum of light wave of sparsely recovered object can still be guaranteed.
Experimental results show that the wave-front phase reconstructed by this method is more stable and has
higher contrast. Compared with the phase reconstruction results of traditional digital holography，the peak
to Valley Value（PV）and Root Mean Square Value（RMS）of residual errors are reduced by 26.97% and
15.04%，respectively，the method based on compressed sensing theory with the compression of imaging
mechanism，can be obtained through the low resolution of sampling high-resolution reconstruction of wave-
front phase object under test， for surface topography measurement of micro-optics element provides
effective information acquisition，improve the reconstruction quality of micro-optics element wave-front
phase and 3D measurement accuracy，in discontinuous object wave-front phase measuring has potential
advantages.
Key words：Optical measurement；Digital holography；Sparse sampling；Compressive sensing；Phase
reconstruction
OCIS Codes：090.1995；070.7345；100.3020；120.5050


	1.1　离轴数字全息
	1.2　压缩感知重建相位
	3.1　微透镜阵列的测试与分析
	3.2　相位分辨率板的测试与分析

