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摘 要：近零等效介电常数超材料以其近乎等于零的等效介电常数所赋予的电磁特性使其在理论研究

和工程应用中均有可观的价值，是电磁超材料领域研究热点之一。本文系统总结了为了解决现有近零

介电常数超材料工作频率单一的不足，以等效介质理论的 Bergman-Milton谱表述理论为基础，结合超

材料典型微观结构等效介电常数谱表述的特点，建立宽频近零介电常数超材料的谱表述理论，并以此

为基础设计具有宽频近零介电常数超材料的研究成果。理论上，对超材料的材料特性和微观结构特性

抽象化，实现了对具备超晶格构型的宽频近零介电常数超材料的快速建构，解释了宽频近零介电常数

的物理原理，并获得了数值模拟的验证。同时，在应用方面，根据宽频近零介电常数超材料的物理特

性，突出展示了所设计的宽频近零介电常数超材料在宽频电磁隧穿与聚焦、宽频电磁波定向发射、宽频

电磁波波前调制等方面的应用。
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0 引言

电磁超材料（electromagnetic metamaterials）是一类由人造亚波长微结构按照特定空间排布组合而成的

人工材料［1，2］。其以异于天然材料的独特光学性质在近数十年间伴随着纳米技术的发展逐渐成为物理研究

和工程研发的热点，在负折射［3-5］、电磁隐身［6］、光速操控［7］、拓扑相变［8］、信息存储［9］、全光计算［10-11］等方面开

辟了崭新的应用前景［12-14］。因为构成电磁超材料的微结构尺寸远小于光波波长，所以电磁超材料在与光场

相互作用时可被视为具有特定等效电磁参量——等效介电常数和等效磁导率——的均匀材料。其中，一类

具有近零等效介电常数的电磁超材料，简称 ENZ超材料（Epsilon-near-zero Metamaterials）脱颖而出［15-19］。

因为具有近零等效介电常数，ENZ超材料在与电磁场相互作用时会使得电磁场中相互耦合的电场分量和磁

场分量分解为相互独立的场分量；并将电磁场的时间参量（频率）和空间参量（波长）分解为各自独立的参

量。形象的讲，由于 ENZ超材料的近零等效介电常数使得超材料的等效折射率趋近于零，所以当电磁波在

ENZ超材料中传播时具有近乎于零的相位变化和趋近于无穷的相速度。因此，ENZ超材料通过与光场奇特

的相互作用实现独特的光场调控。基于此特性，ENZ超材料在电磁隧穿［20-24］、定向电磁辐射［25-28］、边界电磁

效应［29-33］、光陷阱［34-37］、非线性光学［38-41］、光学非对易和非局域效应［42-45］、光掺杂［46-48］等领域开创了崭新的研究

前景，为光场调控带来了全新的手段。

与天然材料类似，ENZ超材料的近零等效介电常数源自于光场与材料相互作用之后的等效宏观效应。

但是，作为人造材料，ENZ超材料却可以拥有更为灵活多变的构造在不同条件下实现光场调控。在现阶段

研究中，最为常见的 ENZ超材料有三类典型的构造。第一类是由 ENGHETA N所提出的波导构造——利

引 用 格 式 ：SUN Lei，WANG Guoping. Broadband Epsilon-near-zero Metamaterials and Its Application in Optical Field
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用波导的截止频率实现 ENZ响应［49-51］；第二类是由 CHAN C T提出的光子晶体构造——利用光子晶体中

Dirac点实现 ENZ响应［52-55］；第三类是基于等效介质理论［56-57］在准静态条件下利用介电常数正负互补原理实

现 ENZ响应。由于原理的限制，上述三类构造的 ENZ超材料研究都局限在单一工作频率，并且对激励条件

有严格的限制，例如入射光必须满足特定的偏振态和特定的入射角等。这个局限限制了现有 ENZ超材料的

应用潜力，同时也寓意了在 ENZ超材料的理论研究上也需进一步拓展。如何突破这个局限，实现多频点／

宽频域、多种激励模式下的 ENZ响应，核心在于通过探索 ENZ超材料物质特性和微观结构在不同激励条件

实现 ENZ响应的物理原理。在此方面，CHEN K-R和 GONCHARENKO A V做出了初步的探索。两位学

者以Maxwell-Garnett等效介质理论为理论基础采用优化算法证明了在金属—介质复合材料中通过合理调

配组分比例和微观结构可以实现宽频域的 ENZ响应［59-62］。此项研究的核心首先在于如何根据宽频 ENZ超

材料的物质特性和微观结构在特定激励条件下合理构建出描述其等效介电常数的目标函数；其次，利用计

算机对目标函数进行大规模的优选计算获得具有宽频 ENZ响应的最优解。两位学者的研究在理论上成功

的展示了实现宽频 ENZ超材料的可行，但是研究没有揭示宽频 ENZ超材料的物理原理，因此在面对超材料

众多的组分材料和多变的微观结构时不能灵活实现对宽频 ENZ超材料的设计。

面对上述问题，本文系统总结了基于等效介质谱表述理论设计宽频 ENZ超材料的严格理论，并探讨宽

频 ENZ超材料在光场调控中的潜在应用［63-69］。这里的谱表述理论是指由色列特拉维夫大学（Tel-Aviv
University）BERGMAN D J和犹他大学（University of Utah）MILTON G W提出并建立的一套研究复合材

料宏观性质的一般性理论［70-75］。在这套理论中，通过对复合材料的组分材料和微观结构分别引入材料参数

和结构函数的方式得到描述复合材料宏观物理性质的本征方程，并由方程确定复合材料的结构谱。于是，

复合材料的宏观性质参数（包括等效介电常数、等效电导率、等效热传导系数等），以及对应的物理场（包括

电磁场、热场等）分布都可以表示为结构谱的展开形式。谱表述理论分离了复合材料各组分的物质特性与

微观结构，使得系统探讨此二者与复合材料宏观性质参数之间的关系成为了可能。此外，因为宏观性质参

数的谱展开形式仅在数值计算时保留了截断近似，所以谱表述理论作为第一性原理理论具有很高的精度。

因此，除了在研究复合材料宏观物理性质方面，谱表述理论还被广泛运用于电流变液、非线性光学、纳米等

离子体波、纳米透镜等相关领域的研究［76］。基于等效介电常数谱表述理论的上述优点，将谱表述理论引入

ENZ超材料的研究，可以有效的解决一系列与 ENZ超材料物理原理紧密相关的问题，包括超材料组分材料

的物质特性和微观结构如何决定了 ENZ响应频率和激励条件、微观结构与结构函数如何一一对应、结构函

数如何反映不同微观结构之间的相互作用等，从而在不同激励条件下灵活多变的构建宽频 ENZ超材料。本

文首先构建了以二元复合材料常见的 4类微观结构相互嵌合而成的超晶格结构为微观结构的金属—介质超

材料的等效介电常数的谱表述理论。其次，在此基础上建构宽频 ENZ超材料等效介电常数从谱空间到物理

空间的映射关系。通过获得宽频 ENZ响应与组分材料物理特性和微观结构几何参数的对应关系，实现在不

同激励条件下宽频 ENZ超材料的理论模型。再次，利用对超晶格结构的本征模式分析揭示宽频 ENZ超材

料的物理原理。最后，利用有限元仿真探讨宽频 ENZ超材料在光场调控中的潜在应用。

1 等效介电常数的谱表述理论

利用电磁超材料实现光场调控其实质是探讨复合材料与光场相互作用的问题。当复合材料的微观结

构远小于光波波长时，复合材料可以看作均匀材料。此时，其电磁特性可以由一系列等效的电磁参量——

如等效介电常数、等效磁导率、等效电导率等——所描述。由此，如何根据复合材料各个组分的物理特性和

微观结构，以及外部物理场的分布等已知条件，准确求解材料的等效电磁参量便成为理论物理研究的一个

课题。在此方面，色列特拉维夫大学的 BERGMAN D J提出并与犹他大学MILTON G W合作发展了一套

求解复合材料Maxwell方程组的理论方法——复合材料等效介电常数的谱表述理论。对于二元复合材料，

谱表述理论可以给出其等效介电常数的解析性质，清晰展示等效介电常数与材料组分的物质特性与微观结

构的关系。因此，谱表述理论是研究宽频 ENZ超材料强有力的工具。

1.1 Bergman-Milton谱表述理论

在 BERGMAN D J所提出的 Bergman谱表述理论中，对于由两种材料——介电常数分别为 ε1和 ε2——
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构成的二元复合材料，通过定义仅与组分材料物特性相关的材料参数

s= ε2
ε2 - ε1

( 1 )

其等效介电常数 εe 即可以直接表述为

εe = ε2
é

ë
ê
êê
ê1-∑

i= 1

N Fi

s- si
ù

û
úúúú ( 2 )

式中，参数 Fi 是复合材料的谱密度，参数 si 是与谱密度对应的本征值——因为当物质参数取值与本征值相

等时，式（2）的取值趋于无穷大，所以本征值也称作极点。谱密度 Fi 和极点 si 统称复合材料的 Bergman谱。

由复合材料的Maxwell方程可知，谱密度和奇点的取值分别受限于条件 0< Fi< 1和 0≤ si≤ 1。而其具体

的取值则完全取决于复合材料的微观结构。其中，谱密度 Fi 与复合材料中组分 ε1 的体积分数 p1 还满足关

系式（3）。

∑
i= 1

N

Fi= p1 ( 3 )

由此可以看出，Bergman谱表述理论的首要特点便是，在复合材料的等效介电常数的表达式中实现了材料参

数和微观结构的分离。此外，Bergman谱表述理论给出了复合材料等效介电常数的解析表达式，是进一步分

析复合材料电磁特性的基础。

另一方面，MILTON G W亦提出了相似的表述——Milton谱表述理论。利用相同定义的材料参数，同

一复合材料的等效介电常数在Milton谱表述理论中可以写作

εe= ε2∏
i= 1

N s- zi
s- si

( 4 )

式中，参数 zi 和 si 分别称为零点和极点。它们共同构成了复合材料的Milton谱，并同样完全由复合材料的

微观结构所决定。相较于 Bergman谱表述理论，Milton谱表述理论有着与之相同的优点——复合材料等效

介电常数的解析表达式。此外，Milton谱表述理论对Milton谱还给出了更为详细的取值限定，即

0≤ s1 < z1 < s2 < z2 <⋯< sN< zN≤ 1 (5 )
并且，Milton谱 ( zi， si) 与复合材料中组分 ε1 的体积分数 p1 也相互联系

∑
i= 1

N

( )zi- si = p1 ( 6 )

虽然，Bergman与Milton谱表述理论具有不同的数学形式，但是，通过引入恒等式

∏
i= 1

N s- zi
s- si

=

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

1--z1 + s1
s- z1

N= 1

1-∑
i= 1

N ∏ j= 1
N ( )-zi+ sj

( )s- zi ∏ j≠ i

N ( )- si+ sj
N≥ 2

( 7 )

可以证明 Bergman与Milton谱表述在数学形式上是完全一致。其中，Bergman谱表述理论中的谱密度与

Milton表述中的零点和奇点可以通过关系式（8）相互转化。

Fi=

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

-z1 + s1 N= 1
∏ j= 1

N ( )-zi+ sj

∏ j≠ i

N ( )-zi+ zj
N≥ 2 ( 8 )

其次，进一步的研究表明，当Milton谱表述理论中的零点—奇点序列满足式（5）的条件时，由式（8）所得出的

谱密度严格满足 0< Fi< 1的限定。并且，利用恒等式（9）

∑
i= 1

N ∏ j= 1
N ( )-zi+ sj

∏ j≠ i

N ( )- si+ sj
=∑

i= 1

N

( )zi- si ( 9 )

亦可以证明，由式（8）所联系的谱密度与零点—奇点序列完全满足式（3）与（6）所提出的物理条件。综合以

上结论，我们严格证明了 Bergman谱表述理论与Milton谱表述理论的全同性。此结果将是研究宽频 ENZ超
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材料的理论基础。

1.2 典型微观结构的谱表述理论

利用 Bergman-Milton谱表述理论，可以分析具有典型微观结构的二元复合材料的等效介电常数的谱表

述形式。根据两位学者的研究，把可以准确计算等效介电常数的典型微观结构分为 4类（Type I、II、III和
IV），如图 1所示。

Type I结构一般称为层状结构。在外场的激励下，此结构的等效介电常数由一维Maxwell-Garnett公
式［77，78］准确给出，即

1
εe
= p1
ε1
+ 1- p1

ε2
( 10 )

其对应的 Bergman谱表述形式与Milton谱表述形式可分别写作

εe= ε2
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
1- p1

s- ( )1- p1

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

( 11 )

εe= ε2
s- 1

s- ( )1- p1
( 12 )

此微观结构的 Bergman谱密度是 F 1 = p1，而Milton零点—极点序列是

0≤ s1 = 1- p1 < z1 = 1 ( 13 )
Type II结构一般称为柱状结构，或纵向层状结构。在外场的激励下，此结构的等效介电常数为

εe= p1 ε1 + (1- p1) ε2 ( 14 )
其对应的 Bergman和Milton谱表述形式分别是

εe= ε2
é
ë
êêêê1-

p1
s
ù
û
úúúú ( 15 )

图 1 可准确确定等效介电常数的 4类典型微观结构

Fig. 1 Typical microstructures of accurately determined effective permittivity
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εe= ε2
s- p1
s

( 16 )

此微观结构的 Bergman谱密度是 F 1 = p1，而Milton零点—极点序列是

0= s1 < z1 = p1 ≤ 1 ( 17 )
Type III和 IV结构统称 Hahsin-Shtrikman结构［79］。简单而言，Hahsin-Shtrikman结构是由两种组分材

料按照固定体积比所构成的不同尺寸的同轴壳层圆柱（或同心壳层球）密集堆砌所形成的一种理想结构。

两类结构的唯一区别是组分材料在同轴壳层圆柱（或同心壳层球）的分布位置不同。根据Maxwell-Garnett
理论，对于Type III Hahsin-Shtrikman结构的等效介电常数满足

εe- ε2
εe+ ( )D- 1 ε2

= p1
ε1 - ε2

ε1 + ( )D- 1 ε2
( 18 )

式中，参数 D= 2 和 3，分别对应结构的维度。其对应的 Bergman和Milton谱表述形式分别是

εe= ε2
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
1- p1

s- ( )1- p1 D

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

( 19 )

εe= ε2
s- ( )1+ ( )D- 1 p1 D

s- ( )1- p1 D
( 20 )

其 Bergman谱密度是 F 1 = p1，而Milton零点—极点序列是

0≤ s1 = ( )1- p1 D< z1 = ( )1+ ( )D- 1 p1 D≤ 1 ( 21 )
与此对应的是Type IV Hahsin-Shtrikman结构的等效介电常数可以由式（22）获得

εe- ε1
εe+ ( )D- 1 ε1

= (1- p1) ε2 - ε1
ε2 + ( )D- 1 ε1

( 22 )

其 Bergman和Milton谱表述形式分别是

εe= ε2
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
1-

( )D- 1 p1 ( )D- p1
s

-
( )1- p1 p1 ( )D- p1

s- ( )D- p1 D

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

( 23 )

εe= ε2 ⋅
s- ( )D- 1 p1 D

s
⋅ s- 1
s- ( )1- p1 D

( 24 )

此微观结构的 Bergman谱密度是 F 1 = ( )D- 1 p1 ( )D- p1 和 F 2 = ( )1- p1 p1 ( )D- p1 ，Milton零点—极

点序列为

0= s1 < z1 = ( )D- 1 p1 D< s2 = ( )1- p1 D< z2 = 1 ( 25 )
由此可以看出，虽然 Type III和 IV微观结构类似，但是却具有截然不同的谱表述形式。表明了两者的等效

介电常数具有完全不同物理特性，属于不同的拓扑构型。这一点也是 Bergman-Milton谱表述理论的最为突

出的优点之一。

至此，我们简要介绍了等效介电常数的 Bergman-Milton谱表述理论，和 4类可准确求解等效介电常数

的微观结构的谱表述形式即特点。以上的理论结果将是我们研究宽频 ENZ超材料的理论基础。

2 宽频 ENZ超材料的设计理论

Bergman-Milton谱表述理论在描述复合材料的等效介电常数上实现了物质参数与微观结构参数的分

离。此举不仅简化了计算过程，也使得在复合材料微观结构信息不完善的情况下确定材料的等效介电常数

取值范围的问题成为可能。在以下章节中，我们将探讨利用 Bergman-Milton谱表述理论的这一特点实现宽

频 ENZ超材料的理论设计。

2.1 宽频 ENZ超材料的谱表述

在上文中，我们证明了 Bergman谱表述理论与Milton谱表述理论之间相互等价的关系。但就仅在谱表
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述空间中研究宽频 ENZ超材料的等效介电常数的特性而言，Milton谱表述理论的表述方式更为简洁。考察

由金属和介质两种物质复合而成的二元复合材料。在光学波段，金属的介电常数 εm (ω) 是随频率变化的函

数，而介质的介电常数 εd 可视为常数。由此，我们定义如下此种金属—介质复合材料的材料参数

s (ω) = εd
εd - εm ( )ω ( 26 )

而其无疑也是频率的函数。利用此材料参数，在复合材料的微观结构不明确的情况下，Milton谱表述理论所

给出的复合材料等效介电常数的可能取值可以写作

εe(ω) = εd∏
i= 1

N s ( )ω - zi
s ( )ω - si

( 27 )

其包含的零点—极点序列，依旧满足式（5）的限定。由此，可以得出，在给定了金属和介质的物质特性之后，

材料参数满足 0< Re ( s (ω) ) < 1的频段范围即是此种金属—介质复合材料实现宽频 ENZ超材料的工作频

域。同时，根据量纲分析，还可以得知上述表达式中的零点和极点应该与材料参数具有相同的量纲。因此，

通过在宽频 ENZ超材料的工作频域内定义

zi= s (ωi) ( 28 )
si= s (ωi) ( 29 )

来确定Milton谱表述理论中的零点—极点序列的取值。其中，频点 ωi 是在宽频 ENZ超材料工作频域内任

意选取的频率序列。并且，与零点对应的频点和与极点对应的频点交错分布，以满足Milton谱表述理论中

对零点—极点序列取值的要求。

至此，我们可以看出，通过选取Milton谱表述理论为宽频 ENZ超材料等效介电常数的表述形式，可以在

仅有超材料组分材料物理特性信息的情况下，无需任何理论推演即能回答实现宽频 ENZ超材料的三个核心

问题：1）宽频 ENZ超材料的组分材料应该满足什么物理特性；2）在选定组分材料的条件下，宽频 ENZ超材

料可能的工作频域如何确定；3）在可能的工作频域内，如何确定谱表述零点—极点序列的取值。因此，谱表

述理论的引入在一定程度上减少了优化算法的盲目性。而如何利用宽频 ENZ超材料的谱表述理论逆向获

得其微观结构的几何参数，则是谱表述理论逆问题需要解决的问题。

2.2 宽频 ENZ超材料的谱表述逆问题

根据前文分析结果可以清晰看到，具有单一常见微观结构的二元复合材料仅能实现单一频点的 ENZ响

应。因此，要实现宽频 ENZ超材料，必须采用多种微观结构相互嵌合的超晶格结构。利用超晶格结构中的

原胞在不同频点上实现单频 ENZ响应，再通过原胞之间的相互耦合获得宽频 ENZ特性。我们的研究发现，

能获得宽频 ENZ响应的超晶格结果有两种基本构型。第一种基本构型，超晶格以 Type I结构为整体架构，

内部原胞则可以以 Type II、III和 IV结构中的任意一种为微观结构。第二种基本构型，超晶格以 Type II结
构为整体架构，内部原胞则可以以Type I、III和 IV结构中的任意一种作为微观结构。下面我们以Type I结
构为超晶格整体架构、Type II结构为原胞微结构为例（图 2），展示金属—介质宽频 ENZ超材料谱表述逆问

题的构建与解析求解。

图 2 Type I-II超晶格结构示意图

Fig. 2 Schematic diagram of the Type I-II superlattice
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首先，考虑以 Type II结构为微观结构的金属—介质原胞的等效介电常数。根据等效介质理论，其等效

介电常数的Milton谱表述形式为

ε( )ie = p( )im εm + (1- p( )im ) εd = εd
s- p( )im
s

( 30 )

式中，材料参数沿用式（26）的定义；上指标 i代表超晶格中原胞的编号。其次，考虑由 N个上述原胞按照

Type I结构组成的超晶格结构，其等效介电常数根据等效介质理论可表述为

εe = εd
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê∑
i= 1

N di

( )s- p( )im s

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú
-1

( 31 )

在式（31）中，参数 di是每一个原胞在超晶格中的体积比，所以其必须满足∑i= 1
N di≡ 1 的限定条件。

在另一方面，若直接从Milton谱表述理论出发，此超晶格结构的等效介电常数亦可以由表达式（32）直

接决定。

εe = εd∏
i= 1

N s- zi
s- si

( 32 )

因为式（31）与（32）对应着同一结构，所以两者必然相等。据此可得

∑
i= 1

N p( )im di
s- p( )im

= εd
εe
- 1=∏

i= 1

N s- si
s- zi

- 1 ( 33 )

其中，限定条件∑i= 1
N di≡ 1 在式（33）的推导中起到了关键作用。根据前文所引入的恒等式——式（7），可

以得到

∏
i= 1

N s- si
s- zi

- 1=-∑
i= 1

N ∏ j= 1
N ( )sj- zi

( )s- zi ∏ j≠ i

N ( )zj- zi
( 34 )

显而易见，式（33）与（34）展示了超晶格每个原胞中的金属体积比与Milton谱零点之间一一对应的关系，即

p( )im = zi ( 35 )
而每个原胞在超晶格中的体积比则由Milton谱中的零点—极点序列按照关系（36）逐一确定。

di=-
∏ j= 1

N ( )sj- zi

zi∏ j≠ i

N ( )zj- zi
( 36 )

值得注意的是，式（35）与（36）仅仅给出了金属体积比和原胞体积比的解析表达式，但是表达式的数值

结果是否具有合理的物理意义还需要进一步讨论。首先，金属体积比和原胞体积比必须各自满足 0≤
p( )im ≤ 1 和 0≤ di≤ 1。可以证明，Milton谱表述理论中对零点—极点序列取值的要求——式（5）——可以使

式（35）和（36）所给出的体积比自动满足上述要求。其次，对于原胞体积比还有更强的限定，即

∑
i= 1

N

di=∑
i= 1

N é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú
-
∏ j= 1

N ( )sj- zi

zi∏ j≠ i

N ( )zj- zi
≡ 1 ( 37 )

对此，再次利用式（7）中的恒等式，式（37）可以简化为

∑
i= 1

N

di= 1-∏
i= 1

N si
zi
≡ 1 ( 38 )

结合式（5）中，Milton谱表述理论自身对零点—极点序列的要求，容易得出，仅需要第一极点满足 s1 ≡ 0 则

由式（35）和（36）所确定的体积比则具有了合理的物理意义。

至此，利用宽频 ENZ超材料的Milton谱表述形式，我们实现了先在谱表述空间确定宽频 ENZ超材料的

等效介电常数和工作频域，再根据宽频 ENZ超材料等效介电常数的微观结构表述与Milton谱表述构建逆问

题，最后通过引入恒等式，由逆问题获得宽频 ENZ超材料微观结构的几何参数。此理论方法完美解决了优

化算法的弊端，同时在谱空间解释了超材料获得宽频 ENZ特性的物理原理。此方法对前文中所提及的两种

宽频 ENZ超材料超晶格基本构型均可获得严格的解析解，具有很好的普适性。



光 子 学 报

0151107⁃8

2.3 宽频 ENZ超材料的构建

Milton谱表述理论所构建的逆问题通过谱空间中零点—极点序列与物理空间微观结构几何参数一一对

应的关系实现了对宽频 ENZ超材料微观结构的严格求解。此方法适用于上文所提及的宽频 ENZ超材料的

两类基本构型。在本节中，我们以较为复杂的 Type I和 IV结构为例——图 3（a），展示在二维空间中如何构

建宽频 ENZ超材料。

与前一节中逆问题相仿，当以 Type I结构为超晶格整体架构，结合 Type IV结构内部原胞构架时，超晶

格所对应的逆问题可以写作

εd
εe
= s
s- 1

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
1-∑

i= 1

N ( )1- p( )im di
s- p( )im 2

ù

û

ú
úú
ú = s

s- 1∏i= 1
N s- si
s- zi

= s
s- 1

é

ë

ê

ê
êê
ê
ê
1-∑

i= 1

N ∏ j= 1
N ( )-zi+ sj

( )s- zi ∏ j≠ i

N ( )-zi+ zj

ù

û

ú

úú
ú
ú

ú
( 39 )

式中，因子 s ( )s- 1 暗含了 Type IV结构的一个等于 1的本征零点和一个等于 0的本征极点，所以，剩余的

零点—极点序列则满足关系

0< z1 < s1 < z2 < s2 <⋯< zN< sN< 1 ( 40 )
由此可以得到，超晶格微观结构的几何参数与零点—极点序列形式上满足关系

p ( i )m = 2zi ( 41 )

di=
∏ j= 1

N ( )-zi+ sj

( )1- 2zi ∏ j≠ i

N ( )-zi+ zj
( 42 )

而为了符合几何参数的物理意义，上述零点—极点序列还必须满足以下限制条件

0< zi< 1 2 ( 43 )

∏
i= 1

N 1- 2si
1- 2zi

≡-1 ( 44 )

以上述理论结果为基础，取银为金属组分、空气为介质组分，822.194 THz 至 891.268 THz 为宽频 ENZ
超材料工作频域，可以得出由 4个具有第四类 Hashin-Shtrikman结构原胞按第一类结构组合而成的超晶格

宽频 ENZ超材料的几何参数见表 1。

根据表 1中的数据，结合前面的公式，可以算出逆问题所确定的超晶格在工作频域中等效介电常数的理论

值。另一方面，对于所设定的工作频域，在长波近似的条件下通过取定超晶格整体几何尺寸为 ax× ay×
hz= 1 nm× 10 nm× 65 nm，则可以利用有限元数值模拟获得得到超晶格结构在工作频域内的反射系数与

透射系数（散射参数，S参数）。再根据散射参数的幅值和相位在不同频率的取值，结合超晶格整体几何尺

寸，即可反算出超晶格的在光波激励下的等效介电常数，简称散射等效介电常数（散射值），并与理论值

比较。

由图 3（b）可以清晰看出，等效介电常数的理论值（实线族）与散射值（虚线族）在所设计的工作频域内有

很高的吻合度。但是，因为光波在超晶格表面的散射效应没有被谱表述理论所考虑，所以理论值与模拟值

有一定的偏差。为了避免这一影响，借助有限元数值模拟，可以计算出超晶格在不同频率下的本征模式，及

每个模式对应的等效介电常数——模式等效介电常数（空心圆）。对比模式等效介电常数和理论值可以看

出，两者完全一致。此结果的原因是由于在本征模式分析中，光波在超晶格表面的散射并没有被计算在其

中，所以模式等效介电常数与理论值完美匹配。由此可见，电磁波在超晶格结构上的散射和其他相关效应

表 1 原胞微观结构几何参数

Table 1 Geometric parameters of the unit cell

Unit cell

i= 1
i= 2
i= 3
i= 4

Filling ratio of Ag p ( i )m

0.597
0.694
0.791
0.887

Filling ratio of air p ( i )d

0.403
0.306
0.209
0.113

Filling ratio of unit cell
di

0.265
0.094
0.110
0.531

Approximated filling ratio
of unit cell di

0.3
0.1
0.1
0.6
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——光学非局域效应——对超晶格等效介电常数的影响在宽频 ENZ超材料设计中需要额外考虑。此外，图

3（c）展示了超晶格在等效介电常数等于零的五个频点处的本征模式。可以看出，随着频率的变化，光场能

量的最强值分布依次出现在超晶格的各个原胞中。此结果形象的展示了宽频 ENZ响应的物理原理——整

个超晶格可以看作是一组相互耦合波导。其中，每一支波导工作在其对应的 ENZ频点。通过波导之间相互

的耦合，超晶格整体体现出宽频 ENZ响应。

但是，Hashin-Shtrikman结构作为一种理想结构在实验上缺乏可操作性，所以在具体实验中，Hashin-
Shtrikman结构往往用更为简单的散布结构所替代。所谓散布结构，是作为掺杂的组分以颗粒形态散布于作

为基质的组分之中，且掺杂组分颗粒之间不形成联通结构。在掺杂浓度较低的情况下，散布结构可以很好

的近似Hashin-Shtrikman结构。在本例中，当空气占比满足 p( )id < 0.4 时，散布结构可以很好的近似Hashin-
Shtrikman结构的电磁特性。根据以上分析，在长波近似的条件下，可以根据表 1中的相关数据，通过在银质

基底中刻蚀周期性排列的具有不同直径的空气柱，图 4（a），的方式来实现更具实验操作性的宽频 ENZ超

材料。

对于此种超晶格结构的宽频 ENZ超材料同样可以利用有限元数值模拟，利用计算所得的散射参数获得

超晶格等效介电常数的散射值，结果如图 4（b）和 4（d）所示。从图中结果可以看出，相对于理论值（实线族），

由散射等效介电常数（虚线族）依旧能复现理论值的变化趋势。但是，在细节上，两者有较大的偏差。此偏

差明显大于理想的 Hashin-Shtrikman结构。在比较了两种亚波长几何尺寸超晶格——ax× ay× hz=
10 nm× 1 nm× 56 nm 和 ax× ay× hz= 20 nm× 2 nm× 56 nm——的散射等效介电常数的变化情况还可

以看出，随着几何尺寸的增加散射值与理论值的偏差越发明显。结合光学非局域效应与微观结构几何尺寸

的正比关系可以推定，此偏差的来源正是散布结构中的更为明显的光学非局域效应。不过，在另一方面，仍

然可以利用有限元数值模拟，通过分析散布结构超晶格的本征模式，获得模式等效介电常数（空心圆线族）

来避免光学非局域效应对等效介电常数的影响。计算结果明显表明在满足长波近似的条件下，超晶格的几

何尺寸对等效介电常数的影响不大。虽然，相较于理论值而言，模式等效介电常数依旧存在一定的偏差，此

种偏差来源于散布结构对理想的Hashin-Shtrikman结构的近似误差。由此可以看出，对于同一种电磁超材

料，面对不同的研究目的，可以定义不同的等效介电常数。如果研究的目的在于探讨光波在超材料上的散

射特性，选取散射等效介电常数较为合理；如果研究的目的在于分析光波在超材料内部的传播特性，选取模

式等效介电常数则更为合适。但是，无论以何种方式定义研究所需要的等效介电常数，以上的结果均表明

图 3 Type I-IV超晶格宽频 ENZ超材料

Fig. 3 Broadband ENZ metamaterial of the Type I-IV superlattice
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我们所提出宽频 ENZ超材料谱表述理论均能提供很好的理论模型。

最后，与理想的Hashin-Shtrikman超晶格结构类似，在散布结构的宽频 ENZ超材料中，利用本征模式分

析依旧可以看出在超材料的工作频域内，随着频率的增加，光场能量的最大值依次出现在超晶格的不同原

胞中，如图图 4（c）和 4（e）所示。因此，在此种情况下，散布结构超晶格依旧可以看作一组相互耦合的波导。

每一支光波导负责一个单独的 ENZ频点；通过其相互之间的合理耦合，超晶格整体获得宽频 ENZ特性。

3 宽频 ENZ超材料在光场调控中的应用

ENZ超材料独特的电磁特性使得其在光场调控中有众多的应用。从无源空间中时谐电磁场所满足的

Maxwell方程组 ∇× E= iωμH 和 ∇× H=-iωεE 可以看出，随着材料的介电常数趋近于零，材料内部电

磁场的电场分量与磁场分量将会各自独立。例如，对于均匀且各向同性的 ENZ材料而言，上述Maxwell方
程简化为两个独立的方程 ∇2E= 0 和 ∇× H= 0。此结果同时引出更加奇特的物理现象，即在 ENZ材料

中的电磁波波长将趋近于无穷大，而电磁波相位在材料中的分布却近似于均匀分布。上述分析没有特别限

定电磁场的频率，因此，以上结论直接表明 ENZ材料分离了电磁场的空间变量（波长）和时间变量（频率）。

这一特性是 ENZ材料在光场调控应用中重要的物理原理。我们设计的宽频 ENZ超材料通过引入超晶格微

观结构，在保持超材料 ENZ特性的前提下，有效的拓展了其工作频域。在以下章节中，我们以第一种基本构

型的超晶格宽频 ENZ超材料为例突出展示其在宽频电磁隧穿和聚焦、电磁波定向发射、电磁波等相位面调

制等方面的应用。

图 4 具有复式周期超晶格结构的宽频 ENZ超材料

Fig. 4 Broadband ENZ metamaterial of the complex unit cell
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3.1 电磁隧穿与聚焦

从 ENZ超材料的电磁特性上看，近乎于零的等效介电常数使得其本征阻抗 η= μ ε 趋近于无穷大。

因此，一般情况下而言，电磁波难以进入 ENZ超材料内部。但是，若考虑由 ENZ超材料填充的波导，则 ENZ
超材料近乎于无穷大的本征阻抗可以通过减小波导端口截面面积的方式实现端口阻抗与输入阻抗相互匹

配，从而在亚波长尺度的波导中实现光场能量的传输，即电磁隧穿效应。在电磁隧穿效应中，波导中的电磁

波的相位保持为常数。同时，此效应并不受波导几何形状的影响。因此，利用这一电磁效应，可以在亚波长

尺度上操控光场的行为模式，实现芯片级的光路集成。宽频 ENZ超材料不仅保留了 ENZ超材料这一特性，

而且由于其在工作频段上的拓展，使得其可以在较宽的频带中均能实现电磁隧穿效应。

以图 5为例，图 5（a）是工作频段位于 439.3 THz到 472.2 THz的宽频 ENZ超材料的构架与其等效介电

常数的理论值（实线族）和散射值（虚线族）随频率的变化趋势。以位于其工作频段中的频点 455 THz为例，

图 5（b）是其引导光场能量穿过横截面高度仅 10 nm的二维亚波长波导。图中，光波在穿过波导前后的电磁

场分布清晰可见。由于材料自身损耗，光波在穿过波导之后能量有所下降。但是，对比相同尺寸的常规波

导，光波则完全被常规波导端口反射。相似的数值模拟显示，电磁隧穿效应在宽频 ENZ超材料的整个工作

频域均具有较好的体现，因此，宽频 ENZ超材料在频域上拓展了常规 ENZ超材料的应用范围。

此外，由于趋近于零的等效介电常数，使得宽频 ENZ超材料在工作频域内相对于常见天然介质都是光

疏媒质。因此，利用宽频 ENZ超材料凹透镜可以对光波实现聚焦。同时，在宽频 ENZ超材料的工作频域

内，其介电常数均趋近与零，所以其聚焦作用近乎于无色差，如图 5（c）所示。在图中，利用宽频 ENZ超材料

凹透镜结构，在工作频域内的 455 THz和 470 THz两个频点上，此凹透镜结构均能在近乎同一焦点实现聚焦

作用，体现了宽频 ENZ超材料在消色差上的应用潜力。

图 5 电磁隧穿与聚焦

Fig. 5 Electromagnetic tunneling and focusing
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3.2 电磁波定向发射

电磁辐射理论指出，高指向性电磁辐射的前提是足够长的波长和均匀的相位和振幅分布。而在 ENZ超

材料中传播的光场正好满足以上条件——趋于无穷的波长、一致的相位和均匀的振幅。那么，考察 ENZ超

材料与外界的分界面，由于在 ENZ超材料内部的光场在界面处具有一致的相位，这使得只有那些平行界面

法向方向传播的电磁波才可能在 ENZ超材料外部被激发，从而产生垂直与界面切面的高度定向发射光场。

作为宽频 ENZ超材料，由于其等效介电常数在工作频域中都接近于零，因此，理论上可以通过改变超材

料与外接分界面的朝向，实现宽频段高指向性电磁波发射。为此，我们设计了具有图 6（a）所示超晶格原胞

的宽频 ENZ超材料。与此原胞对应的等效介电常数，理论值（实线族）和散射值（虚线族），随频率的分布显

示，其工作频段大致始于 537.42 THz，止于 589.62 THz。其中，在 5个特定的工作频点上，其等效介电常数实

部严格等于零。以宽频 ENZ超材料第一工作频点 537.42 THz为例，图 6（b）是利用宽频 ENZ超材料超晶格

原胞拼合而成的具有 15∘ 倾角的楔形光学器件在电磁波定向发射中的应用。图中清晰展示了一束高斯光由

楔形光学器件底部以正入射的方式进入器件。由于宽频 ENZ超材料在工作频点具有近零的介电常数使得

光场在其内部的相位变化近乎于零。当电磁波由楔形光学器件上表面出射时具有几乎垂直于具有 15∘ 倾角

上表面的发射方向，符合前文中理论分析的结果。而在发射方向上的微弱偏差则来自于材料损耗的影响。

对比用均匀的等效介质构建的具有相同几何尺寸与相同等效介电常数的楔形光学器件，计算结果相同，印

证了宽频 ENZ超材料谱表述理论的准确性。如图 6（c）所示，更进一步的研究表明，在对比了电磁波出射角

度的理论值（实线）、均匀等效介质楔形件模拟值（实心点）和宽频 ENZ超材料楔形件模拟值（空心圆）之后，

我们可以得出在宽频 ENZ超材料整个工作频域中出射的电磁波均具有近似相等的出射角度。并且，电磁波

出射角度的变化与宽频 ENZ超材料等效介电常数的变化趋势也相互吻合。因此，宽频 ENZ超材料在应用

上拓展了单一工作频率 ENZ超材料的工作频段，理论上实现了宽频域中的电磁波定向调控。

3.3 电磁波波前调制

因为 ENZ超材料近零的等效介电常数使得在其中传播的光场具有一致的相位，所以由 ENZ超材料内

图 6 电磁波定向发射

Fig. 6 Electromagnetic directional emission
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部向外辐射的电磁波必须沿界面的法线方向。利用此特性，理论上可以实现高定向性电磁波发射。此外，

利用此特性，结合 ENZ超材料表面的几何曲面还可以实现对电磁波等相位面形状实现调制——波前调制。

由于出射电磁波的等相位面理论上会与 ENZ超材料表面的曲面完全一致，因此，仅利用超材料多变的表面

形状，可以轻易实现极为复杂的波前调制。同时，结合宽频 ENZ超材料拓宽的工作频域，这一应用可以在特

定频域中得以实现。

以前文定向发射中的宽频 ENZ超材料原胞为例，图 7（a）是在原胞第一工作频点 537.42 THz处对出射

电磁波波前的调制。在图 7中，采用宽频 ENZ超材料原胞相互拼接的方式搭建了具有 S形上表面的调制器，

其中 S曲面的曲率半径为 R= 3 μm。同时，还利用均匀的等效介质构建了具有相同几何结构的理想器件作

为对比。从数值模拟的结构可以看出，当高斯光束以正入射的方式从两个器件底部入射进入器件之后，在

器件内部的相位变化都趋近于零，即材料的损耗会使得相位有微小的变化。器件内部一致的相位分布使得

从器件上表面出射的电磁波等相位面形状与器件 S形上表面吻合。以此实现对电磁波波前的调制。

为了凸显宽频 ENZ超材料在工作频域上的优势，图 7（b）展示了在超材料整个工作频域之内对电磁波

波前调制的效能。图中，我们在宽频 ENZ超材料工作频域中多个频点处计算了电磁波从均匀等效介质调制

器（实心点）和宽频 ENZ超材料调制器（空心圆）上表面出射至一个波长时，等相位面形状与调制器 S形表面

的偏差值。结果显示在宽频 ENZ超材料的工作频域内，出射电磁波波前均能较好的吻合器件的 S形表面。

同时，偏差值随入射电磁波频率变化的趋势与宽频 ENZ超材料的等效介电常数变化趋势也大致吻合。此结

果表明宽频 ENZ超材料可以在其工作频域上对电磁波的波前实现灵活的调控，完全符合理论的预期。

3.4 其他

除了以上典型的应用之外，利用宽频 ENZ超材料的物理原理，我们正在努力探索其在太赫兹波段作为

频分复用多工器／转换器／滤波器等方面的工程应用［80］。同时，作为 ENZ超材料中的一员，宽频 ENZ超材

料在电磁波边界效应、非线性光学、非对易／非局域等方面所具备的潜在的应用前景还有待进一步的发掘

研究。

4 结论

本文系统总结了通过等效介电常数的 Bergman-Milton谱表述理论，结合典型微观结构复合而成的超晶

格结构，构建宽频 ENZ超材料等效介电常数的谱表述理论，以此实现宽频 ENZ超材料的设计，探讨其在光

场操控中的应用等方面的研究成果，以期为丰富超材料的现有基础理论，拓展超材料的应用前景提供启示

和借鉴。
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Broadband Epsilon-near-zero Metamaterials and Its Application in
Optical Field Manipulation（Invited）

SUN Lei，WANG Guoping
（Institute of Microscale Optoelectronics，Shenzhen University，Shenzhen，Guangdong 518060，China）

Abstract：Since the beginning of metamaterial research，epsilon-near-zero metamaterials have long been a
research hotspot in the field of electromagnetic metamaterials because of the electromagnetic features
granted by their near-zero effective permittivity，making them interesting in both theoretical studies and
technical applications. To achieve the near-zero effective permittivity response， in short， the current
epsilon-near-zero metamaterial research follows three fundamental theories，the waveguide theory，the
band structure theory for photonic crystals，and the effective medium theory. In general，the waveguide
theory makes the epsilon-near-zero metamaterials operate as a waveguide at the cut-off frequency，while
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the band structure theory makes the epsilon-near-zero metamaterials perform as a photonic crystal at the
frequency of the Dirac point. On the other hand，the effective medium theory follows another principle of
the cancellation of the positive permittivity and the negative permittivity of different components of the
epsilon-near-zero metamaterials at a specific frequency. All three theories strongly depend on the
electromagnetic properties and the microstructures of the components in the epsilon-near-zero
metamaterials，which also limits the near-zero permittivity response frequency. In brief， the single
operating frequency and operating mode caused by the inherent limitation of these theories is always a
bottleneck preventing further applications of the epsilon-near-zero metamaterials. Therefore，how to break
through the limitations，to realize the broadband near-zero permittivity response of metamaterials under
multi-stimulation modes，to master its physical principles，and to establish a new theoretical framework
are of great significance in theoretical research and application development. In this work，we present a
systematic review of our research on broadband epsilon-near-zero metamaterials to address the single
operating frequency issue of current epsilon-near-zero metamaterials. In our research，we establish a
spectral representation theory for the broadband epsilon-near-zero metamaterials based on the Bergman-
Milton spectral representation theory of effective medium theory concerning the characteristics of the
effective permittivity spectral representation of typical microstructures of metamaterials and theoretically
demonstrate the application of the spectral representation theory in various broadband epsilon-near-zero
metamaterials construction. To be specific，the spectral representation theory for the broadband epsilon-
near-zero metamaterials firstly abstracts the material and the microstructural properties of the
metamaterials into a simple algebra model，in which the broadband near-zero permittivity response can be
constructed as will for different probing electromagnetic waves. After that，the spectral representation
theory exactly maps the spectral representation of the broadband epsilon-near-zero metamaterials into the
physical structures via an analytical inverse algorithm. Through the spectral representation theory，we
successfully realize broadband epsilon-near-zero metamaterials with different superlattice configurations in
theory，such as the multilayer and the Hashin-Shtrikman structures. Meanwhile，we clearly explain the
physical principles of the broadband near-zero permittivity response by numerical simulations. The
broadband epsilon-near-zero metamaterials successfully extend the near-zero permittivity property into a
wide operating frequency band without changing the near-zero permittivity property. Therefore，they
expand the application potential of the epsilon-near-zero metamaterials in broadband optical field
manipulation. Through the numerical simulation，we demonstrate several applications of the designed
broadband epsilon-near-zero metamaterials， such as the broadband electromagnetic tunneling and
focusing，the broadband electromagnetic wave directional emission，and the broadband electromagnetic
wavefront modulation. In the end，we wish our achievement can enrich the fundamental theory and
application prospects of electromagnetic metamaterials.
Key words：Metamaterials；Metasurfaces；Superlattices；Composite materials；Effective medium theory；
Bergman-milton spectral representation theory；Electromagnetic tunneling
OCIS Codes：160.2710；160.3918；160.5289；230.4000
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