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周期背景下怪波的激发和调制

李淑青,程永喜,常锋
(太原工业学院 理学系,太原030008)

摘 要:为了研究怪波在周期背景中的激发和演化情况,以含有周期外势的自聚焦非线性薛定谔方程为

模型,采用快速分步傅里叶算法,讨论了在两种周期势(实势和复势)的情况下,怪波的激发和演化情况.
研究表明:在两种周期势背景下都能通过平面波加微扰来激发怪波;在实周期背景下,通过改变周期势

的振幅和周期能够产生不同的光学现象;在复周期背景下,通过同样的初始波能够激发一种超大怪波,
而且实部振幅对怪波具有能量耗散和减速作用,虚部振幅对怪波具有能量增益和加速作用,选择合适的

实部振幅与虚部振幅可以产生强度不同的大怪波.研究结果有助于在光晶格中捕获和调节怪波,以及获

得高功率波.
关键词:非线性薛定谔方程;怪波;快速分步傅里叶算法;周期势;Parity-time对称
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Abstract:Inordertostudytheexcitationandevolutionofroguewavesintheperiodicbackground,the
excitationandevolutionofroguewavesinthecaseoftwokindsofperiodicpotentials(realpotentialand
complexpotential)arediscussedbyusingthesplit-stepfastFouriertransform,accordingtotheself-
focusingnonlinearSchrodingerequationmodelwithperiodicexternalpotential.Theresultsshowthat
roguewavescanbeexcitedbyplanewaveswithalittleperturbationinbothkindsofperiodicpotential
backgrounds.Inthecaseofonlyrealperiodicpotential,differentopticalphenomenacanbegeneratedby
changingtheamplitudeandperiodoftheperiodpotential.Intheparity-timesymmetryperiodicpotential,
averylargeroguewavecanbeexcited,andtherealpartamplitudehasenergydissipationand
decelerationeffectontherogue wave,whiletheimaginarypartamplitudehasenergygainand
accelerationeffectontheroguewave.Therefore,choosingappropriaterealpartamplitudeandimaginary
partamplitudecangeneratelargeroguewavewithdifferentintensity.Thestudycanhelptocaptureand
adjustthestrangewaveintheopticallattice,andgethighpowerwaves.
Keywords:NonlinearSchrodinger;Rogue;Split-stepfastFouriertransform;Periodicpotential;Parity-
timesymmetric
OCISCodes:190.4370;060.4370;060.4510

0 引言

怪波一般是指强度比周围相邻波强度高出一倍及以上的波,它能量集中,最早出现在海洋中.由于它来
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无影去无踪,出现频率高,经常引起海难事件,逐渐受到人们的重视,KHARIFC和NIKOLKINAI全面总

结了近几十年的海上怪波事件[1-2].但是由于海洋中怪波的实验难于在实验室完成,人们开始寻找其它怪波

现象,发现怪波也存在于非线性光学、凝聚态物理等领域[3-4],尤其是在2007年SOLLIDR等[3]在光学实验

中发现怪 波 现 象,使 光 怪 波 的 研 究 成 为 了 热 点.一 直 以 来 很 多 学 者 以 非 线 性 薛 定 谔 方 程(Nolinear
Schrödingerequation,NLS)作为描述怪波的模型,并求出了它的怪波解和高阶怪波解[5-8],他们把平面波作

为种子解,然后采用达布变换的方法得到其有理解.最近一些研究团队把周期波作为种子求出了周期背景下

的怪波解[9-11].另外,很多学者采用了数值模拟的方法对怪波的激发进行了研究,发现在平面波背景下增加微

小扰动能在非线性克尔介质中产生怪波[12-13];然而在具有周期结构的光晶格中是否能通过平面波增加扰动

的方法激发怪波或者调制怪波还鲜有人研究.最近一段时间,人们开始关注光孤子在Parity-Time(PT)对称

介质中的传播问题,并讨论了各种复势的孤子解及其稳定性[14-16],但是鲜有人讨论在这种PT对称光介质中

是否能够激发怪波.本文将以在非线性薛定谔方程中增加周期势的方法来研究这些问题.

1 模型及解

为了突出研究周期背景下的怪波现象,选择最简单的模型,即在非线性自聚焦克尔介质中的模型中增加

周期势,得到归一化的非线性薛定谔方程,表示为[14-17]

i
􀆟q
􀆟z+

1
2
􀆟2q
􀆟x2+V(x)q+ q 2q=0 (1)

式中,q表示归一化的慢变波包,x 表示横坐标,z表示归一化的纵向传播距离,V(x)表示外势.式(1)在没有

增加外势时的基态怪波解可以表示成[5,6]
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式(2)常被看做平面波背景下的怪波解,其中怪波在z=0,x=0时能达到的最大振幅 q(0,0)=3,和
最大强度Im= q(0,0)2=9,其平面波背景的振幅 q0(x)=1,强度也为1.

通过数值模拟可以证明如果以式(2)作为初始波传输到薛定谔方程式(1)中,怪波并不能像文献[12]中
演化出新的怪波串,只有以平面波背景上增加微小的单峰扰动才能够产生怪波串,为了区别文献[12]中提到

的初始波,采用平面波背景增加怪波扰动作为初始波,形式为

q(0,x)=1+ε
4

1+4x2
æ

è
ç

ö

ø
÷ (3)

数值实验证明,式(3)中的ε必须是一个小量,只有ε<0.1才能产生明显的怪波,本文取ε=0.05.式(3)
的波形如图1(a)中的实线所示,以式(3)作为初始波在没有增加外势的薛定谔方程中的演化图如图1(b)所
示,可以明显看出以式(3)作为初始波可以激发出怪波串,且所激发怪波的演化和文献[12]中高斯微扰和周

期 微扰所激发怪波的演化基本相同.图1(a)中的点线是怪波的演化等高图1(b)在z=3.5时候的波形,可以

图1 怪波在不含外势的非线性薛定谔方程中的演化

Fig.1 EvolutionofrogueinNLSwithoutexternalpotential
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看出其强度I=7.5,其形状具有双洞结构,和文献[5-6]中求出的怪波解形状结构一致.之后的讨论都以式

(3)作为初始扰动波来进行.

2 实周期势背景下的怪波现象

稳定的孤子可以存在于非线性晶格中,但是非线性晶格中能否产生怪波还处于研究期[18],接着将数值

研究在周期势背景下能否激发怪波.采用如下形式的实周期势函数[16]

V(t)=V0cos2
π
lxæ

è
ç

ö

ø
÷ (4)

式中,V0 表示振幅,物理上指光晶格的调制深度,l表示晶格的周期常数.
2.1 幅度对怪波激发的影响

首先研究在周期背景下能否产生怪波,当l=2,V0<1时,怪波的演化规律和在平面波背景下的情况相

似,和图1的情况类似,可见通过平面波上增加微扰的方法也能在光晶格中激发怪波.但是随着周期势振幅

的增加,将出现不一样的图景,这种图景类似Kuznetsov-Ma(KM)孤子解[19].如选择周期l=2,振幅V0=2
进行长距离数值模拟,如图2(a)所示,从图中可以看出,在x=0的方向上出现了6个怪波,而且怪波的强度

略有不同,前两个怪波的强度弱,之后四个怪波的强度相等.为了能够清晰地看出怪波的具体形状,图2(b)
画出了第一个怪波的近距离图.对比文献[9]中以周期解作为种子通过达布变换所求出的怪波精确解的形

状,可以看出此处的怪波形状和文献[9]中精确解的形状一致.

图2 实周期背景下激发的怪波

Fig.2 Roguewavesontherealperiodicbackground

为了研究实周期势的振幅对怪波形成的影响,固定周期l=2,改变实周期势函数的振幅,研究不同振幅

情况下,以式(3)作为初始波,在含有实外势式(4)薛定谔方程中的演化情况.在图2(a)中,前三个怪波的强度

不等,在不同V0下,前三个怪波的强度随着振幅V0的变化规律如图2(c)所示,可以看出三个怪波的强度没

有明显的递增和递减关系,在I=11附近来回波动.同时也研究了怪波出现的位置随着周期势振幅的变化规

律,图2(d)表示了三个怪波的中心位置随着V0的变化,可以看出,随着V0的增大,三个怪波出现的中心位置
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都后移,即随着V0的增大,怪波的位置延迟出现.但是当V0>6时,又有不同于图2的现象产生,由于情况较

复杂,鉴于篇幅此处不作讨论.
2.2 周期对产生怪波的影响研究

选择式(3)为初始波,采用快速分步傅里叶算法,令V0=3保持不变,改变周期势的周期l.研究发现,当

l<1时,以式(3)作为初始波演化的图像和没有增加外势所产生的图1(b)基本一样,可见周期太小,可以近

似看成平均场,所以周期场可以近似看成平面波场.当周期1≤l<5时,同样以式(3)作为初始波,将演化出

像图2(a)一样的怪波现象,区别在于随着周期的增大,怪波出现的位置延迟,怪波的强度像图2(c)一样在一

定的强度附近来回波动,无明显的递增和递减规律,但是最大强度都不超过20个单位,这些规律和2.1节的

讨论的内容基本一致,此处不再赘述.
但是当l≥5时,将出现新的图像,图3(a)是当周期l=6,仍然以式(3)为初始波后的演化等高图,图中

出现了两列AB呼吸子[18,20],图3(b)是对应的呼吸子的强度和初始波,从图中可以看出呼吸子的周期和外

势的周期相同.1986年AKHMEDIEVN最早求出了薛定谔方程的周期解,被称为AB呼吸子解,它具有横

向周期性的特点[18],之后在2004年求出了含有高阶效应的非线性薛定谔方程的呼吸子解[20],怪波解就是在

AB呼吸子解取极限的情况下得到的.因此怪波和AB呼吸子有密切的关系,此处只改变实周期势的周期就

得到了呼吸子解.可见改变实周期势的周期可以激发和调制出不同的光学现象.

图3 周期背景下的呼吸子

Fig.3 Breatherontheperiodicbackground

3 复周期势背景下的怪波现象

PT对称光介质中的势函数是复函数,并且要求实部是关于位置的偶对称函数,虚部是关于位置的奇对

称函数.因此需要研究在这种复周期势中能否激发怪波及其演化特点.取复周期势函数形式为[16]

V(t)=V0cos(2x)-iW0sin(2x) (5)
式中,V0 和W0 表示调制深度.这种势一般可以通过空间调制的折射率以及空间分布的增益和损耗相互结合

来实现.式(5)中复势函数的第一项V0cos(2x)和第二项-W0sin(2x)分别满足PT对称关系,它们分别表示

非线性耗散和增益部分的横向周期性调制,显然实部与虚部的调制周期都为π.当W0=0时,式(5)就成为只

含有实周期势的函数,虽然和式(4)的形式不同,但是它们的演化特点基本一致.这部分内容在第2节已经讨

论,此处不再赘述,重点讨论W0≠0的情形.为了与只含有实周期势的情况形成对比,仍然选择式(3)作为初

始波,且ε=0.05.
3.1 超大怪波现象

采用快速分步傅里叶算法(Split-stepFastFourierTransform,SFFT),选择步长为万分之一,经过大量

数值模拟发现,选择合适的实部振幅和虚部振幅可以产生一种新的怪波现象,图4是当V0=0.2且W0=0.6
时,以式(3)作为初始波后的演化强度和等高图,演化过程中出现一种超大怪波,它的强度远远超过式(2)的
最大强度9,达到了56个单位,当选择其它合适的振幅时,它的强度可以达到145个单位,而且它的形状特

殊,没有双洞结构,像是几个怪波的集合,图4(b)是它的等高图.为了弄清楚出现这种结果的原因,研究实部
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振幅和虚部振幅对其形成的影响.

图4 超大怪波

Fig.4 Bigroguewavesfigure

3.2 实部振幅和虚部振幅对怪波形成的影响

首先研究固定虚部振幅W0 后,实部振幅V0 对怪波强度的影响,如图5(a),从图中可以看出当W0 分别

等于0.2、0.3、0.4和0.5时,随着V0 的增加,怪波的强度迅速下降,说明调节实部振幅V0 的大小可以使怪波

能量损耗,且当实部振幅V0>0.5时,无论虚部振幅为多少,怪波的强度都趋近于同一个值,约为式(2)中怪

波的最大强度9.从图中还可以看出W0 越大,怪波强度下降得越快,说明虚部振幅W0 越大,损耗速度越大.
图5(b)表示固定实部振幅V0 后,虚部振幅W0 对怪波形成的影响.可以看出随着虚部振幅W0 的增大,怪波

强度逐渐增加,说明调节虚部振幅的大小可以使怪波能量增益.也可以看出V0 越小,曲线越陡,强度增加得

越快,说明V0 越大,能量增益越慢.

图5 怪波强度随实部振幅和虚部振幅的变化

Fig.5 Thetherogueintensityvarieswithrealandimaginarypartamplitude

综合图5可知:实部振幅V0 具有使怪波能量耗散和减速的作用,虚部振幅W0 具有使怪波能量增益和

加速的作用,可见选择不同的实部和虚部振幅可以产生不同强度的怪波.从图中还可以看出最值情况,如图5
(a)中选择V0=0.12,W0=0.1时,超大怪波的强度可以达到145个单位;图5(b)中选择W0=0.9,V0=0.2
时,怪波的强度为130个单位;但是当W0=0.1时候,不论V0 取多少,其强度基本在9附近保持不变.这对光

晶格中怪波的产生和调节及捕获具有一定的理论参考意义.

4 结论

本文采用平面波加怪波微扰作为初始波,采用数值模拟的方法,以自聚焦非线性薛定谔方程增加周期外

势作为模型,研究了含有实周期势和复周期势两种情况下,怪波的激发和调制.研究发现两种周期势中都可
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以产生怪波现象,但是产生怪波的强度差别较大,在含有实周期势的情况下,产生怪波的强度和通过达布变

换所求的怪波解的强度相差不多,但是在含有复周期势的情况下,产生怪波的强度远远超过怪波解的强度,
称为超大怪波.另外,调节周期势函数的周期可以产生不同的光学现象,既可以产生怪波又可以产生AB呼

吸子.复周期势的实部振幅具有使怪波能量耗散和减速的作用,虚部振幅具有使怪波能量增益和加速的作

用,可见选择合适的实部振幅和虚部振幅可以产生不同强度的怪波.
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