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光学分数傅里叶变换的量子理论
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摘 要：采用以算符为宗量的厄密多项式理论找出生成分数傅里叶变换的算符，即将分数傅里叶变换

纳入量子理论 .分析坐标—动量互换算符在分数傅里叶变换加法律中的作用 .在推导过程中，充分利用

了算符厄密多项式的广义母函数公式以及编好序的积分理论 .算符厄密多项式理论的核心是Hn (Q) =

：(2Q) n：，即把复杂的特殊函数结构算符用正规排序的幂级数来代替，极大地简化了运算过程 .
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中图分类号：O431.2 文献标识码：A doi：10.3788/gzxb20204910.1027001

Quantum Theory of Optical Fractional Fourier Transform

ZHANG Ke1，LI Lan-lan1，YU Hai-jun1，DU Jian-ming1，FAN Hong-yi2
（1 School of Electronic Engineering，Huainan Normal University，Huainan，Anhui 232038，China）

（2 Department of Material Science and Engineering，University of Science and Technology of China，Hefei 230026，
China）

Abstract：The aim of this paper is to find out the operator for generating fractional Fourier transform in
Hermitian polynomial theory with the operator as the argument，and to incorporate fractional Fourier
transform into quantum theory. The role of coordinate-momentum exchanging operator is explored in
playing FFrT′s addition rule. In the whole derivation the generalized generating function formula of
operator Hermitian polynomials and the integration method within ordered product of operators are used.
The core of operator Hermite polynomial theory is the operator identity Hn (Q) =：(2Q) n：，which turns the
operator of complex special function into power series in normal ordering，as a result，this greatly simplifies
calculations.
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0 引言

自从量子力学诞生以来，就出现了一种新的途径来研究经典光学，即用量子光学的理论和方法从新审

视已有的经典光学变换，得到经验以后再用量子光学的方法去探寻和发现新的经典光学变换 .狄拉克曾说

经典分析力学的正则变换应该有量子力学的幺正变换与之对应 .例如经典傅里叶变换的量子力学对应的就

是坐标表象和动量表象的互换，这体现了德布罗意的波—粒子两象性 .范洪义就曾经用量子力学的相干态
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表象计算推导出了光学菲涅尔变化的量子力学对应算符，该算符在发展量子层析测量理论中有关键的应

用［1-2］.因此，本文的意图是希望找到对应光学分数傅里叶变换的量子变换的幺正算符，并探寻分数变换的可

加性是由什么算符来决定的 .在此基础上就可从量子论的角度来发现和丰富新的分数变换，例如提出新的

分数菲涅尔变换，新的分数小波变换等 .
近年来，分数傅里叶变换（Fractional Fourier Transform，FFrT）［3-7］深受从事量子信息学和量子物理学研

究学者的青睐 .它是基于传统傅里叶变换的基础上发展起来的一种新的变换方式，可以使光在梯度渐变介

质（quadratic graded-index）中的传播得以实现，分析和处理波动信号 .它构建起了传统光学变换理论和量子

光场中对应的Wigner函数之间的纽带作用，被广泛应用于光纤通信、图像和信号处理、激光雷达等领域 .在
分数傅里叶变换中存在着一个最显著的性质就是满足加法律，即存在关系（Fα ·Fβ）[ f ] ≡Fα [ Fβ [ f ] ]，首先

对 β阶进行变换，接着对 α阶进行变换，满足加法律：Fα ·Fβ= Fα+ β，即对其进行两次变换（分别是 α阶和 β阶）

的效果可以表示为一次变换（α+ β）阶 .
本文旨在采用以算符为宗量的厄密多项式把经典分数傅里叶变换纳入量子力学框架体系中，并在量子

力学的框架体系内来证明分数傅里叶变换所具备的可加性特征，在探讨中发现坐标—动量互换算符起了关

键的作用 .在计算推导中，本文充分利用了有序算符内的积分（Integral Within an Ordered Product，IWOP）
技术［8-11］和算符厄密多项式理论［12-14］.

1 以算符为宗量的厄密多项式的广义母函数

单下标厄密多项式Hn ( q )在激光物理、信息光学、量子光学和数学分析等领域中占据十分重要的地位 .
Hn ( q )在量子力学中有十分显著的物理解释，它是量子相空间中单模 Fock态所对应的波函数的基础，也是

量子力学中谐振子体系所具有的本征函数，同时又是分数傅里叶变换过程中算符所遵循的本征方程对应的

本征函数 .本文提出把常见的特殊函数的自变数（宗量）以量子相空间理论体系中的坐标算符来代替，这里

将Hn ( q )转换为量子力学中的算符密多项式Hn (Q ).利用量子力学中海森堡提出的量子算符之间存在的基

本对易关系

［Q，P］= iℏ （1）

式中，Q和 P分别代表的是量子相空间理论体系中坐标算符以及动量算符，而且 Q= a+ a†

2
，［a，a†］=1 ，

把Hn (Q )展开为正规乘积［15-16］形式，从而可以推导计算出在正规乘积编序下的厄密多项式所对应的母函数

表示和一些新的量子力学算符恒等式 .在此基础上，获取量子力学中经典函数Hn ( q )的表示关系，把这种方

法定义为量子力学算符的厄密多项式理论技术，该方法为量子力学的计算和推导带来了很大的便利 .
算符厄密多项式理论的核心主要表现为Hn (Q ) =：( 2Q ) n：，即把复杂的特殊函数结构算符用正规排序

的幂级数来代替，这在很大程度上简化了运算过程 .其推导过程如下 .
单变量厄密多项式Hn ( q )所对应的母函数可以表示为

e2λq- λ2 = ∑
n= 0

∞ λn

n！
Hn ( q ) （2）

因此有

Hn ( q )=
dn

λn |e2λq- λ2

λ= 0
（3）

借助量子力学中的算符厄密多项式相关理论推导单变量厄密多项式 Hn ( q )以 q展开的幂级数定义式 .
在式（2）中将 q换为Q，Hn ( q ) → Hn (Q )，可见

e2λQ- λ2 = ∑
n= 0

∞ λn

n！
Hn (Q ) （4）

另一方面，利用量子力学中关于算符运算的 Baker-Hausdorff［17-18］公式可以计算出

e2λQ- λ2 = e 2 λ ( )a+ a† - λ2 =：e 2 λ ( )a+ a†

：=：e2λQ：= ∑
n= 0

∞

：
2λQ
n！

： （5）
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式中，符号：：表示量子力学中的算符已经被编排成正规排序形式了 .由 IWOP理论可知在：：内部玻色算

符［19］无前后排序区别，可以进行交换，这是正规排序理论中一个十分重要的性质 .联立式（4）以及式（5），就

得到算符恒等式

Hn (Q )=：( 2Q )n： （6）
式（6）将复杂的特殊函数结构算符用正规排序的幂级数来代替，极大地简化了运算，并有很多物理应

用 .联立算符恒等式（6）和坐标表象［20-21］的完备性关系（正规乘积内的高斯积分形式）

∫-∞
∞
dq q q = ∫-∞

∞ dq
π
：e- ( )q- Q

2

：= 1 （7）

以及 IWOP技术可以得到

Hn (Q )= ∫-∞
∞
dqHn ( q ) q q = ∫-∞

∞ dq
π
Hn ( q )：e- ( )q- Q

2

：=：( 2Q )n： （8）

所以通过式（8）有

∫-∞
∞ dx

π
Hn ( x ) e- ( )x- y

2

= ( 2y )n （9）

在以上的计算推导过程中没有利用数学意义上的积分运算，这反映了可以借助量子力学相关理论来实

现对函数进行积分运算，即用量子力学中的算符厄密多项式函数（例Hn (Q )）在量子相空间某个表象中的具

体显现形式来建立起对于形如 ket-bra算符类型的积分关系，再借助量子力学中算符的编序理论，然后结合

量子力学中算符在相同编序理论中存在的恒等式Hn (Q ) =：( 2Q ) n：，十分容易地获取到对应函数的积分运

算结果 .例如，可以借助此方法导出厄密多项式的乘积的广义母函数公式

∑
n= 0

∞ t n

2n n！ Hn ( q )Hn ( p )=
1
1- t 2

exp é
ë
ê
2tpq- t 2 ( p2 + q2 )

1- t 2
ù
û
ú （10）

只需将其中的Hn ( q )换成算符Hn (Q ) =：( 2Q ) n：，考虑到

∑
n= 0

∞ t n

2n n！ Hn (Q )Hn ( p )= ∑
n= 0

∞ t n

n！
：Qn：Hn ( p )=：e2ptQ- t2Q2： （11）

右边的正规乘积：：可以利用式（12）的算符恒等式取消，此恒等式用 IWOP技术做高斯积分后就可得到 .

e- fQ2 + gQ= ∫-∞
∞
dqe- fq2 + gq q q = ∫-∞

∞ dq
π
：e- ( )q- Q

2
- fq2 + gq：=

1
f + 1：exp é

ë
ê
- fQ 2 + gQ
1+ f

+ g 2

4 ( 1+ f )
ù

û
ú：

（12）

将式（12）的右边与式（11）的右边进行对照，令 t 2 = f
1+ f

，2tp= g
1+ f

，则可以计算出 f = t 2

1- t 2
，g=

2pt
1- t 2

，式（11）即变为

∑
n= 0

∞ t n

2n n！ Hn (Q )Hn ( p )=
1
1- t 2

exp é
ë
ê
2ptQ- t 2 ( p2 + Q 2 )

1- t 2
ù
û
ú （13）

再将Hn (Q ) → Hn ( q )，于是式（10）得证 .

2 分数傅里叶变换的量子化阐述

借助量子相空间中的表象相关理论说明一下如何用编好序的算符积分理论给出分数傅里叶变换的量

子力学对应 .已经知道坐标—动量表象的转换恰是傅里叶变换，假设存在一函数 f ( p ) = p f ，p 是动量本

征态［22-24］，借助坐标表象的完备性关系：∫-∞
∞
q q = 1，其中 q 是坐标本征态，p q = e-ipq

2π
，所以有

f ( p )= p|f = ∫-∞
∞

p q q f dq= e-ipq

2π
f ( p ) dq （14）

在参考文献［25-26］中将它推广为分数 Fourier变换（以 α角为参数，称为 α阶变换）
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Fα [ f] ( p )= ei ( )α 2 - π 4

2π sinα
exp

é

ë
êê
i
2 ( p2 + q2

tanα - 2pq
sinα )ùûúú f ( p ) dq （15）

显然，当 α= π
2时，tanα→∞，式（15）可简化为式（14）.

现在证明式（15）中的积分核等于矩阵元 p e
i ( )π
2 - α a† a

q ，即满足关系

ei ( )α 2 - π 4

2π sinα
exp

é

ë
êê
i
2 ( p2 + q2

tanα - 2pq
sinα )ùûúú = p e

i ( )π
2 - α a† a

q （16）

式中，a†，a是光子产生算符和湮灭算符［27-28］，满足基本对易关系［a，a†］=1.事实上，已知厄密多项式 Hn (q)
的乘积的母函数

∑
n= 0

∞ t n

2n n！ Hn ( p )Hn ( q )=
1
1- t 2

exp é
ë
ê
2tpq- t 2 ( p2 + q2 )

1- t 2
ù
û
ú （17）

令 t= e-iα，1- t 2 = 1- e-2iα，则可以推导出

∑
n= 0

∞ e-iαn
2n n！ Hn ( p )Hn ( q ) =

ei α 2

eiα- e-iα
exp é

ë
ê
2pq

eiα- e-iα -
e-2iα ( p2 + q2 )
1- e-2iα

ù
û
ú =

ei α 2

2i sinα
exp é

ë
ê
2pq
2i sinα -

( e-2iα- 1 )( p2 + q2 ) +( p2 + q2 )
1- e-2iα

ù
û
ú =

ei α 2

2i sinα
e( )p2 + q2 exp é

ë
ê
2pq
2i sinα -

( p2 + q2 ) ( cos α+ i sinα )
2i sinα

ù
û
ú =

ei α 2

2i sinα
e( )p2 + q2 2 exp é

ë
ê
2pq
2i sinα -

p2 + q2

2i tanα
ù
û
ú =

ei α 2

2i sinα
e( )p2 + q2 2 exp

é

ë
êê
i
2 ( p2 + q2

tanα - 2pq
sinα )ùûúú

（18）

所以有

K α ( p，q ) ≡
ei ( )α 2 - π 4

2π sinα
exp

é

ë
êê
i
2 ( p2 + q2

tanα - 2pq
sinα )ùûúú = e- ( )p2 + q2 2 π-1 2 ∑

n= 0

∞ ( )- i ne
i ( )π
2 - α n

2n n！ Hn ( p )Hn ( q ) （19）

考虑到粒子数态的坐标表象所对应的波函数为

q n = e- q2 2 Hn ( q )
π 2n n！

= n q （20）

它也可以用Hn (Q) =：( 2Q ) n：立即导出，由于存在关系

q q = 1
π
e-q2：e2qQ- Q2：= 1

π
e-q2 ∑

n= 0

∞

：
Qn

n！
Hn ( q )： （21）

以及 a 0 = 0，m n = δmn，所以可以计算出

m q q 0 = 1
π
e-q2 ∑

n= 0

∞ Hn ( )q
n！

m：( a+ a†

2 )
n

：0 = 1
π
e-q2 ∑

n= 0

∞ Hn ( q )
2n n！

m：a†n：0 =

1
π
e-q2 ∑

n= 0

∞ Hn ( q )
2n n！

m n = 1
π
e-q2 Hm ( q )

2mm！

（22）

在式（22）中如果 n= 0，则 H 0 ( q ) = 1，从而得到 | q 0 | 2 = 1
π
e-q2，即真空态的波函数为 q 0 =

π-1 4e-q2 2，将其代入式（22）左边，于是就证明了式（20）.类似的，粒子数态的动量表象［29-30］所对应的波函数为

p n = π-1 4e- p2 2 ( )-i n
Hn ( q )
2n n！

（23）
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再结合方程∑
n= 0

∞

n n = 1，就可将式（19）改为

K α ( p，q ) = ∑
n= 0

∞

e
i ( )π
2 - α n p n n q = p e

i ( )π
2 - α a

† a∑
n= 0

∞

n n q = p e
i ( )π
2 - α a

† a
q （24）

注意这里初态对应的是坐标本征态，终态对应的是动量本征态 .于是分数 Fourier变换关系式（15）用量

子力学表达为

F α [ f ] ( p )= ∫-∞
+∞
K α ( p，q ) f ( p ) dq= p e

i ( )π
2 - α a

† a
f （25）

式中，e
i ( )π
2 - α a

† a
是产生分数 Fourier变换所对应的算符 .

3 分数傅里叶变换的可加性证明

分数傅里叶变换之所以在光纤通信（在 quadratic graded-index 介质中的传播）、量子光学和激光雷达等

方面起着重要的作用，是因为其特征是具有可加性 .事实上借助于式（24）和（25）式可以得到

( F α ∘F β ) [ f ] ( p )≡ ∫-∞
+∞
K α ( p，p ′ ) dq ′ ∫-∞

+∞
K β ( p ′，q ) f ( p ) dq=

∫-∞
∞

p e
i ( )π
2 - α a

† a | q q= p ′ dq ′ p ′ e
i ( )π
2 - β a

† a
f

（26）

可见要特别关注其中的算符 ∫-∞
∞ | q q= p ′ dq ′ p ′ .利用量子力学的 Fock表象中坐标和动量算符对应的本

征态 q 和 p 的关系式

q = 1
π1 4 exp

é

ë
êê-

q2

2 + 2 qa†- a†2

2
ù

û
úú 0 （27）

p = 1
π1 4 exp

é

ë
êê-

p2

2 + 2 ipa†- a†2

2
ù

û
úú 0 （28）

结合真空投影算符的正规乘积形式

0 0 =：e-a† a： （29）
以及用 IWOP技术积分给出

∫-∞
∞ | q q= p ′ dq ′ p ′ = ∫-∞

∞
dq q p ′

p ′= q
=

∫ dqπ1 2 exp
é

ë
êê-

q2

2 + 2 qa†- a†2

2
ù

û
úú 0 0 exp é

ë
ê-

q2

2 - 2 qa† + a2

2
ù
û
ú =

∫ dqπ：exp
é

ë
êê- q2 + 2 q ( a†- ia ) - a†2- a2

2 - a† a
ù

û
úú：=

：exp [-( i+ 1 ) a† a ]：= exp é
ë
ê

ù
û
ú- iπ

2 a
† a

（30）

再用算符公式

eλa† a=：exp[ ( eλ- 1 ) a† a]： （31）
可把式（31）化为

∫-∞
∞ | q q= p ′ dq ′ p ′ = exp é

ë
ê- iπ

2 a
† aù
û
ú （32）

本文将 eiπa† a 2称为坐标—动量互换算符，主要原因在于

{ | q ′ q ′= p = eiπa† a 2 p

p eiπa† a 2 = q ′ |x ′= p

（33）

将式（30）代入式（26）可以得到
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( Fα ∘Fβ ) [ f ] ( p ) = ∫-∞
∞

p e-iαa† a | p ′ dp ′ p ′ ei ( )π
2 - β a† a

f =

p e
i ( )π
2 - β a† a

f = Fα+ β [ f ] ( p )
（34）

所以加法律得证 .

4 结论

本文借助量子力学在的算符厄密多项式理论和编好序的积分理论，找出了生成分数傅里叶变换的算

符，从而将经典分数傅里叶变换纳入了量子论的框架之中 .然后分析了坐标—动量互换算符在分数傅里叶

变换加法律规则中所起的作用，便于将来从量子光学方法发现经典光学的别的分数变换 .
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