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Parity-Time对称Scarff势中多级孤子的传输特性

胡素梅,钟婷婷,吴红梅,周青云,陈海波
(广东石油化工学院 物理系,广东 茂名525000)

摘 要:研究了线性情况,自聚焦和自散焦非线性情况下Parity-Time对称Scarff复合势中二级孤子和

三级孤子的存在与稳定性.对于线性情况,数值得到了不同调制深度下的Parity-Time对称Scarff复合

势中的Parity-Time对称破坏点、本征值和多级线性模.对于非线性情况,研究了自聚焦与自散焦介质中

的二级孤子和三级孤子的存在与稳定性.研究结果表明:对于确定的调制深度,二级线性模和三级线性

模的本征值恰好等于相应的调制深度下二级孤子和三级孤子存在的临界传播常数bc.在自聚焦与自散

焦介质中,多级孤子能稳定存在于靠近临界传播常数bc 的区域.
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Abstract:TheexistenceandstabilityofdipoleandtripolesolitonsinParity-Time(PT)symmetricScarff
complexpotentialsareinvestigated,includinglinearcase,andself-focusingandself-defocusingnonlinear
cases.Forlinearcase,thePT-breakingpoints,eigenvaluesandmultipolelinearmodesfordifferent
modulateddepthsofPTsymmetryScarffcomplexpotentialareobtainednumerically.Fornonlinear
cases,theexistenceandstabilityofmultipolesolitonsarestudiedinself-focusingandself-defocusing
media.Forafixedmodulateddepth,theeigenvalueformultipolelinearmodesisequalttothecritical
propagationconstantbcofmultipolesolitonsexistence.Multipolesolitonsarestablewiththepropagation
constantsclosetobcbothforself-focusingandself-defocusingnonlinearities.
Keywords:Parity-Timesymmetry;Scarffpotentials;Eigenvalues;Linearmodes;Multipolesolitons
OCISCodes:190.0190;190.5330;190.6135;200.0200

0 引言

1998年,Bender等发现哈密顿量算符虽然是非厄密的,但其本征值也可都是实数,只要该算符具有宇

称-时间(Parity-Time,PT)对称,并且PT对称的虚部不超过破坏点[1].从那以后,PT对称在物理学中成为了

一个重要概念且发展应用到光学系统中[2-12].PT操作要求势函数的实部是偶函数,而虚部是奇函数.PT对称

光学系统中具有与许多传统系统没有的光学性质,包括多种类型的PT对称光孤子[4-6]、单向不可见性[7]、光能

1-1009190



光 子 学 报

量震荡现象[9]等等.PT对称所表现的这些奇特性质预示了该系统在光子信息处理方面具有重要的应用潜力.
当光束在介质中传播时,由于色散和衍射效应,光束将在纵向和横向会展宽.但如果是强光在非线性介质中

传播,介质的折射率会因非线性效应而改变并形成自生波导,且光束本身就是此自生波导的导模,这样可以使

色散、衍射效应与非线性自聚焦效应之间达到了平衡,这时光束不会再有纵向或横向的展宽.这种稳定的光束为

光孤子.光孤子按形成的机制,被分为两种:空间光孤子以及时间光孤子.近年来,光学孤子的研究已引起了广大

研究者的关注[13-14].在局域克尔型非线性介质中,基态孤子总是稳定的,而多级孤子是不稳定的.
PT对称光学系统中研究最多的就是周期晶格情况.PT对称高斯势中能支持稳定的基态孤子和多级孤

子.因此有必要研究其他的单PT对称势如Scarff对称势中孤子的传输特性,包括其线性情况与非线性情况

的关系.近年来多级孤子的研究引起了研究者的普遍关注,多级孤子的研究主要是双级和三级孤子.在局域

克尔介质中,基态孤子是稳定的,然而多极孤子是不稳定的.在非局域非线性介质中多级孤子在理论和实验

上进行了研究[15-17].很多学者也致力于研究晶格中的多级孤子[18-20].
本文研究了PT对称Scarff势中多级孤子的传输特性,包括线性情况、自聚焦非线性和自散焦非线性情

况.通过数值模拟,得到了不同调制深度下的PT对称破坏点、本征值和多级线性模以及非线性情况下二级

孤子和三级孤子的传输特性.

1 理论方法与结构模型

本文研究了沿着z方向传输的光束在1+1维局域单PT对称Scarff势中的传输特性,线性情况和非线

性情况下的传输情况可以用局域非线性薛定谔方程来描述为

i
U
z+

2U
x2+[V(x)+iW(x)]U+σ U 2U=0 (1)

式中,U 是复合慢变场,x 是横向坐标,纵向方向即传输方向为z 方向.PT对称势是复合势,其实部和虚部

分别用V(x)和W(x)表示.σ=0和σ=±1分别代表线性和自聚焦和自散焦情形.
复合PT对称Scarff势中的实部V(x)和虚部W(x)分别为

V(x)=V0sech2(x)

W(x)=W0sech(x)tanh(x){ (2)

式中,V0 和 W0 分别代表PT对称Scarff势实部和虚部的深度.
在式(1)中,假设解具有U=f(x)eibz的形式,b在线性情况时代表本征值,而在非线性情况时表示传播

常数.其中复合函数f(x)满足

bf=
2f
x2+[V(x)+iW(x)]f+σ f 2f (3)

求解式(3),可以得到线性模和孤子的解.在研究基态孤子的稳定性时,将U(x,z)=[f(x)+u(x,z)+
iv(x,z)]eibz的微扰解代入式(1),u(x,z)和v(x,z)代表微扰的实部和虚部,假设都是呈指数增长,设其增

长率为δ指数,这样u(x,z)=p1(x)eδz,且v(x,z)=p2(x)eδz,求解u(x,z)和v(x,z)的本征值问题,得到

Re(δ)的值.分析Re(δ)的最大值,当孤子稳定时,Re(δ)的最大值等于0,而当孤子不稳定时,Re(δ)>0.本征

值问题表示为

δv=
2u
x2-bu+(Vu-Wv)+2σ f 2u+σ{[Re(f(x))]2-

 [Im(f(x))]2}u+2σRe(f(x))Im(f(x))v

(4)

δu=-
2v
x2+bv+(Vv-Wu)-2σ f 2v+σ{[Re(f(x))]2-

 [Im(f(x))]2}v+2σRe(f(x))Im(f(x))u

(5)

2 数值结果模拟与分析

2.1 线性情况

首先研究不同调制深度V0 和W0 下PT对称Scarff势中的线性情况.图1为不同调制深度V0 下的本征
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值的实部与W0 的关系.可以看出,随着V0 的增加,本征值和本征函数的数目也增加,当V0 较大时,出现高

阶的线性模.当V0 较小时(如图1(a)中的V0=1),只有一支本征值曲线,曲线表明当W0=1.8时本征值b→
0.而当W0>1.8时,本征值消失,系统中不存在局域解.当V0=5时,可以得到两支本征值曲线,分别对应了

基态和双级线性模.当W0=3时出现了另一基态线性模曲线,当W0 增加到PT破坏点时,这支基态线性模

曲线与第一支基态线性模曲线相交.当W0=W0C时,双级线性模消失,系统中不存在局域的双极线性模解.当
V0 较大时(如图1(d)中的V0=18,出现了四支本征值曲线.第一支和第二支的交点就是PT对称破坏点

W0C.这一点与文献[2]给出的结果一致.

图1 线性PT模本征值的实部与W0 的关系

Fig.1 TherealpartofeigenvaluesforlinearPTmodesversusthevalueofW0

图2为不同V0 下PT线性模的本征值的虚部与W0 的关系.对比图1和图2可知,对于每一个V0,当

W0<W0C时,本征值的虚部为零.当W0 超过W0C时,本征值的虚部呈现了一对非零值,这也证实了W0C是PT
对称破坏点.
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图2 线性PT模本征值的虚部与W0 的关系

Fig.2 TheimaginarypartofeigenvaluesforlinearPTmodesversusthevalueofW0

图3为V0=18和W0=5时的多级线性模分布,即为低于PT破坏点的情况.可以看出,当V0=18时,出
现了二级和三级线性模.二级线性模的实部是偶对称的,而虚部是奇对称的.三级线性模的实部是奇对称的,
而虚部是偶对称的.所有线性模虚部的对称性与实部的对称性相反.

图3 V0=18,W0=5时线性模的分布

Fig.3 ThedistributionoflinearmodeswithV0=18andW0=5

2.2 非线性情况

研究PT对称Scarff势中自聚焦和自散焦情况下的偶级亮孤子和三级亮孤子,也就是,σ=±1,在这里,

偶级孤子代表的是双级孤子,在本文中称为二级孤子.在这部分,固定
W0

V0
=0.2,且取V0=10,W0=2以及

V0=8,W0=1.6.孤子的能量定义为P=∫
+¥

-¥
f(x)

2

dx.图4是二级孤子在自散焦和自聚焦介质中的能量,

束宽和稳定性分析的特性图.图中点线条代表自散焦介质的情况,实线条代表自聚焦介质的情况.图4(a)为
不同V0 和W0 下二级孤子能量与传播常数b的的关系.可以看出,存在一零功率传播常数的临界值bc,这一

临界值恰好等于相同V0 和W0 下的线性二级模的本征值.当b>bc 时,孤子存在于非线性自聚焦媒质中,而
当b<bc 时,亮孤子存在自散焦媒质中.bc 的值随着V0 的增加而增加.随着传播常数的增加以及V0 的减小,
自聚焦介质中亮孤子的能量增加,这一点与自散焦媒质中的情况恰好相反.在整个范围内,光束宽度随着传

播常数的增加而减小,但随着V0 的增加,光束宽度变化不大,如图4(b)所示.图4(c)是不同V0 时,双级孤子

的微扰增长率与传播常数的关系.可以看出,双级孤子的稳定范围是bcdf<b<bcf,这里bcdf和bcf分别为双级

孤子在自散焦和自聚焦介质中的稳定临界值.图4(c)表明双级孤子在低能区域是稳定的,但在高能区域是不

稳定的.随着V0 的增加,双级孤子的稳定范围在自散焦介质中减小,而在自聚焦介质中增加.
4-1009190
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图4 不同V0 时双级孤子能量P,束宽w,微扰增长率Re(δ)与传播常数b的关系

Fig.4 Fordipolesolitons,thepowerP,beamwidthw,andperturbationgrowthrateRe(δ)versuspropagation
constantbwithdifferentV0

图5(a)和(b)为自聚焦和自散焦介质中不同传播常数时双孤子的场分布.可以看出,场的实部是奇对称

的,而虚部是偶对称的,实部与虚部的对称性相反.自散焦介质中孤子的束宽比自聚焦介质中的宽,这点与图

4(b)是一致的.

图5 V0=10和W0=2时双级孤子的场分布和演化图

Fig.5 ThefielddistributionandevolutionofofdipolesolitonswithV0=10andW0=2

为了验证线性稳定性分析的结果,基于式(1),模拟孤子的传输情况.模拟时,采用了分步傅里叶方法,输
入条件U(x,z=0)=f(x)[1+εη(x)]进行演化传输,这里η(x)是从0与1之间的任意扰动函数,εη(x)代
表了随机扰动,模拟时,取ε为一扰动常数10%.图5(c)和(d)为图5(a)和(b)的孤子演化.可以看出,双级孤
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子的传输与线性稳定性分析的结果一致.双级孤子在低能区域能稳定传输,但在高能区域是不稳定的.
图6和图7是PT对称Scarff势中的三级孤子的研究结果.图6是三级孤子在自散焦和自聚焦介质中的

能量,束宽和稳定性分析的特性图.图中点线条代表自散焦介质的情况,实线条代表自聚焦介质的情况.图6
(a)、(b)分别为不同V0 下三级孤子能量和束宽与传播常数b的关系,可以看出,三级孤子的临界传播常数

bc 的值也恰好等于相同V0 和W0 下的线性三级线性模的本征值,且这一临界值低于双级孤子的临界值.随
着传播常数b的增加以及调制深度V0 的减小,三级孤子的能量在自聚焦媒质中增加,在自散焦媒质中减小,
但光束宽度随着传播常数增加在整个范围内都是减小的.这一点与双级孤子是类似的.与双级孤子

不同的是随着V0的增加,光束宽度很快减小.图6(c)是不同V0时,三级孤子的微扰增长率与传播常数的关

图6 不同V0 时三级孤子能量P,束宽w,微扰增长率Re(δ)与传播常数b的关系

Fig.6 Fortripolesolitons,thepowerP,beamwidthw ,andperturbationgrowthrateRe(δ)versuspropagation
constantbwithdifferentV0

图7 V0=10和W0=2时三级孤子的场分布和演化

Fig.7 ThefielddistributionandevolutionofoftripolesolitonswithV0=10andW0=2
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系.可以看出,随着调制深度V0 的增加,三级孤子的稳定范围增加.
图7(a)和(b)给出了三级孤子的场分布图.类似于双级孤子,场的实部对称性与虚部相反.图7(c)和(d)

是对应图7(a)和(b)三级孤子的演化传输.可以看出,在自散焦介质中,当传播常数靠近临界传播常数bc 时

三级孤子是稳定的,但在自聚焦介质中,当传播常数远离bc 时三级孤子是不稳定的,与图6(c)中的稳定性分

析结果一致.

3 结论

本文研究了光束在PT对称Scarff复合势中多级孤子的传输特性.对于线性情形,得到了本征值,本征

函数和PT对称破坏点.研究结果表明:高阶线性模的本征值和本征函数存在于较深的PT势中.对于非线性

情形,研究了PT对称Scarff复合势中的二级孤子和三级孤子的存在与稳定性.零功率时的临界传播常数bc
恰好是对应相同势深度V0 和W0 下的线性模的本征值.随着传播常数b的增加和调制深度V0 的减小,自散

焦媒质中二级孤子和三级孤子的能量减小,而自聚焦媒质中二级孤子和三级孤子的能量增加.但二级孤子和

三级孤子的束宽在整个范围内随着传播常数的增加而减小,且三级孤子的束宽比二级孤子的束宽随着传播

常数的增加减小得更快.二级孤子和三级孤子场分布的实部与虚部对称性都是相反的.稳定性分析表明,二
级和三级孤子在自散焦介质和自聚焦介质中靠近临界传播常数bc 的区域中能稳定存在,即在低能区域中是

稳定的,高能区域不稳定.
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