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基于有限元模拟的圆柱边界介质中的光传输

张纾,陈思雨,刘玉红,谭佐军
(华中农业大学 理学院,武汉430070)

摘 要:应用有限元模拟方法,在外推边界条件下研究圆柱介质中的光传输问题,讨论了不同光学参数

条件下圆柱表面空间分辨反射率和穿透深度的规律,并且与有限元分析、MonteCarlo模拟和解析解方

法的结果进行比较.结果表明:有限元模拟的结果与 MonteCarlo模拟的结果吻合度很好,其空间反射率

在光学参数满足漫射近似条件μ's/μa≥5时误差小于10%,在非近源区甚至小于5%;穿透深度的值随

μ's/μa 值增大而增大.但比 MonteCarlo模拟的穿透深度略小,误差不超过7%,且μ's/μa 的值越大时该

误差越小.有限元模拟结果比解析解方法的结果误差要更小,解析解方法在μ's/μa≥5时,其误差在非近

源区接近10%,在近源区会超过15%.此外比较了三种方法的计算速度.单次运算有限元模拟用时约

385s,甚至比通常用于快速计算的解析解方法(单次运算耗时416s)更快,而 MonteCarlo模拟单次运

算耗时8~9h.考虑到有限元模拟方法的介质模型构建简便,计算速度快,且模拟结果有着不错的精度,
该方法对圆柱边界乃至一般具有曲率的复杂介质中光子辐射传输问题具有非常好的应用前景.
关键词:有限元模拟;光子辐射传输;圆柱边界;蒙特卡罗模拟;漫射近似
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Abstract:Inthispaper,weusedfiniteelementsimulationtostudythelightdiffusionincylinder.The
spatialreflectanceofdifferentopticalmethodswasdiscussedindetails.Theresultswereingood
agreementwiththatofMonteCarlosimulation.Whenμ's/μa≥5,theerrorwaslessthan10%andwhen
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0 引言

生物组织的光学特性以及生物组织中的光传输规律是生物医学光子学的重要研究内容,对生物组织的

生理状态诊断具有重要意义.尽管辐射传输方程(RadiativeTransferEquation,RTE)可以精确描述光子在

介质中的吸收和散射过程,但难以求得RTE的严格的解析解.在实际应用中,通常使用RTE方程的一阶近

似漫射方程(DiffusionApproximationEquation,DAE)来求解光传输问题的解析解.目前,半无限大平

面[1-4]、平板[5]、平行六面体[6]、圆柱[7-8]和球[9]等多种形状介质的DAE解析解已被求得,然而对于非规则形

状介质,解析解的求解会成为一个难题.漫射近似要求组织是弱吸收介质(即光学参数满足吸收系数≪散射

系数),这意味着这些解析解对于某些实际应用情况也不能很好地满足,例如近红外波段下的猕猴桃果肉组

织[10];此外上述DAE的解析解在近源区存在较大误差,而近源区信号强度高,信噪比高,在实际应用中也很

有意义,因此不应忽略[11-13].
由于生物组织中光传输问题的复杂性,利用数值或统计方法来解决散射理论模型是非常有效的.Monte

Carlo(MC)模拟是应用最为广泛的一种方法.MC模拟不需作漫射近似,能获得精确解.1995年汪立宏发表了

MCML程序后,该方法的结果在介质中光子传输问题领域已经成为了公认的“金标准”[8,14-16],并用于衡量其

他方法结果的准确性和有效性.然而,MCML只适用于多层半无限大平面介质[17-20].近年来,国内外学者在

MCML的基础上发展了适用于其他形状的 MC模拟方法.赵会娟等对具有圆柱边界条件的宫颈癌组织结构

进行了 MC模拟[21];Ding等对多层同心球壳介质进行了 MC模拟[22].然而 MC模拟普遍存在计算时间过长

的缺点,对需要快速获得结果或者计算平台性能不足的情况下,其应用就受到了限制.
有限元(Finiteelement)模拟也是有效研究浑浊介质光传输规律的数值方法.该方法可以精确方便地设

置介质的形状、大小、边界条件以及光源的情况,并且计算时间较短,能很好地弥补上述两种方法的缺点.用
有限元模拟研究介质中光传输规律也引起了研究者关注.Arridge等研究了不同边界条件(Dirichlet和

Robin边界条件)和不同性质的光源(平行光和点光源)下光在介质中传输的性质,定量计算了光能流率,反
射率和透射率等[23];WANG等研究了三种不同边界条件下连续波光束入射的情况;HU等研究了结构光照

射下不同探测距离和空间频率下的反射率变化规律[24];Deulin等研究了多层半无限大平面介质内光传输规

律,与 MonteCarlo模拟结果吻合较好[25].目前,用有限元模拟法研究非半无限大平面的研究还未见报道.大
部分研究都将生物组织视为半无限大平面,但对手臂、腿、脖子、手指等研究对象,圆柱形无疑是更好的近似.
目前,仅Liemert[16]等求解了单一圆柱介质和多层圆柱介质的DAE的解析解[7-8,26];ZHANG等求解了无限

长空心圆柱结构的DAE解析解[27].但是这些解析解的结果都相对比较复杂.事实上,精确简便地设定和构建

介质形状及边界条件是有限元模拟方法的优点,因此用有限元模拟光在圆柱形介质内的传输规律值得进一

步研究.
本文将应用有限元模拟建立圆柱模型,研究光学参数对光垂直入射圆柱形介质表面后的空间漫反射率

和穿透深度的影响,研究不同光学参数下介质表面空间漫反射变化规律,并与DAE解析解,MonteCarlo模

拟的结果进行对比,对有限元模拟的模拟精度和在圆柱模型下的适用性进行定量评估.

1 理论模型和模拟方法

1.1 有限元模拟

本文使用软件COMSOLMultiphysics在 Win10系统(IntelXeonCPUE5-2623v3of3.00GHz,8GB
RAM,64-bit)下进行有限元模拟.

首先,建立一个有限长的圆柱模型并将其三角网格化用于有限元模拟.设定圆柱的半径为3cm,长度为

9cm.网格划分如图1.
当光照射到介质上时,光能流率在圆柱介质内的分布为

Δ

2Ψ- μa

D+
iω
Dc

æ

è
ç

ö

ø
÷Ψ=-

1
Dδ
(r-r0) (1)

式中,Ψ 是漫射强度,D=
1
3μ't

ω 是入射光频率,r0是光源入射位置.
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图1 圆柱模型的网格划分示意图

Fig.1 Themeshgenerationofcylindermodel

从图1可以看到在靠近圆柱边界的地方圆柱的侧面(曲面)和光源附近的区域,网格划分会更细一些.这
也是合理的,因为在光源附近和曲面边界附近,能流率变化会相应的剧烈一些,因此这些区域的网格划分更

细一些可以提高模拟的精度的同时又不会过多的增加计算时间.
圆柱的各边界满足外延边界条件(EpitaxialBoundaryCondition,EBC)[28],即

Ψ(ρ,θ,z=-zb)=0
Ψ(ρ,θ,z=lz+zb)=0
Ψ(ρ=a+zb,θ,z)=0

ì

î

í

ï
ï

ïï

(2)

式中,Ψ 为光能流率,a 为圆柱半径,lz为圆柱的高度,zb=
1+Reff

1-Reff
2D,而Reff=-1.440n-2

rel+0.710n-1
rel+

0.668+0.0636nrel.
在模拟中,一束无限细平行光束从圆柱侧面距离顶面3cm的地方垂直入射.在漫射近似,无限细平行光

源可以等效为一个各向同性的点光源,该等效点光源位于距边界1/μt的地方,其中μt=μa+μ's,也就是通常

所说的光子平均飞行路程.当然这一近似在有些情况下会有轻微的改动,如 WANG等发现在平行光斜入射

的情况下,等效点光源深度设为会更接近实验结果.
为了探究comsol模拟对于圆柱边界条件在不同光学参数下的模拟效果,本文中,设计了10对不同的光

学参数,这10对参数分为两组,每组的μ's 值相同,第一组为μ's=0.4cm-1,第二组为μ's=0.8cm-1,每组内

设置5个不同的μ's/μa;其具体情况见表1.

表1 本文中所使用的光学参数值详情

Table1 Theopticalpropertiesusedinsimulation

μ's/μa=0.5 μ's/μa=1 μ's/μa=5 μ's/μa=10 μ's/μa=50

μ's=0.4 μ's=0.8 μ's=0.4 μ's=0.8 μ's=0.4 μ's=0.8 μ's=0.4 μ's=0.8 μ's=0.4 μ's=0.8

μa=0.8 μa=1.6 μa=0.4 μa=0.8 μa=0.08 μa=0.16 μa=0.04 μa=0.08 μa=0.008 μa=0.016

1.2 漫射近似下的RTE解析解

漫射近似下RTE在无限大平面的解析解形式已经广为人知,而圆柱形边界条件下的DAE的解析解形

式也已经见诸报道[8].若定义r=(ρ'
0,θ'

0,z'
0)为柱坐标下光源的入射位置.则在外推边界条件下,圆柱形介质

的DAE解析解为

Ψ(r,ω)=
1

2πDαa'2∑
¥

m= -¥

cos(mφ)∑
¥

n=1

Jm(snρ'
0)Jm(snρ)

J2m+1(a'sn)
×[∑

¥

k= -¥

exp(-α|z-z'
0-2klz -

 4kzb|)-∑
¥

k= -¥

exp(-α|z+z'
0+2zb-2klz -4kzb|)]

(3)

式中,sn为第m 阶贝塞尔函数的第n 个正根,α= s2n+μ
a

D+
iω
Dc
,φ 是入射点和出射点在θ方向的夹角.当入
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射点在θ=0处时,φ=θ.

则圆柱侧表面的反射率(或透射率)可以通过菲克定律(Fick'slaw)R=-D
Ψ
ρ
|ρ=a得到.在本文中所讨

论的圆柱形介质的侧面是一个闭合曲面,因此该表面的反射率和透射率本质上是一样的.则

R(θ,z,ω)=
1

2παa'∑
¥

m= -¥

cos(mθ)∑
¥

n=1

Jm(snρ'
0)(snJm+1(asn)-

m
aJm(asn))

J-2
m+1(a'sn)

×[∑
¥

k= -¥

exp(-α|z-

 z'
0-2klz -4kzb|)-∑

¥

k= -¥

exp(-α|z+z'
0+2zb-2klz -4kzb|)]

(4)

1.3 MonteCarlo模拟

本文采用一种改进的 MonteCarlo模拟方法来模拟具有圆柱形状的介质.在模拟中,圆柱形介质是由许

多小立方体,通常称之为体素的小方块所构成的.模拟时可以自行定义圆柱介质的半径和高度以及体素的边

长.定义好之后根据介质的大小和位置可以确定每个体素所在的组织类型同一种类型组织的体素用同一种

数字表示,不同类型组织的数字用不同数字表示,通常用0表示模型外体素.每一个体素都有唯一的下标

(ix,iy,iz)标识,根据体素的下标用公式k=ix+iz×dim+iy×dim×dim映射到一维空间中并记录下组织

数据.当然体素的边长设置的越小生成的圆柱模型表面会越光滑越接近真实的圆柱,但同时这也会极大地增

加计算时间.在本文结果与讨论部分的 MonteCarlo模拟,体素的边长取0.01cm,一次模拟发射光子为五百

万个,一次模拟需要8~9h.
为了评估该 MonteCarlo模拟方法的统计误差,运行 MonteCarlo模拟10次.由于单次模拟耗时较长,

为了节省时间,这里的10次模拟均设置体素边长为0.05cm,一次模拟发射光子为50万个.模拟所用的圆柱

介质仍然是半径为3cm,高度为9cm.模拟所用的光学参数为μ's=0.4cm-1,μa=0.04cm-1.比较圆柱表面

距离入射点不同位置的反射率R 的统计误差,结果如表2所示.在柱坐标下,Δθ表示距离入射点的角度,Δz
表示距离入射点的垂直距离.由于样本数仅为10,表2中的误差按t分布估计,其置信度为98%.

表2 MonteCarlo方法的统计误差

Table2 statisticalerrorofMonteCarlomethod

R(Δθ=π,Δz=0) R(Δθ=π,Δz=1cm) R(Δθ=
π
2
,Δz=1cm)

0.03518±0.0001 0.02475±0.00008 0.04163±0.0001

2 结果与讨论

2.1 有限元模拟方法和其他方法模拟时间的比较

有限元模拟方法用于解决光在圆柱形介质内的辐射传输问题具有其自身的优势,除了对介质模型的构

建非常方便精确之外,能够快速运算也是一大特点.为了评估比较有限元模拟,MonteCarlo模拟和解析解结

果三种方法的运算速度,对这三种方法的运行时间进行了统计.
这三种方法均在同一台电脑上运行,电脑配置见1.1节所述.每种方法均对1.1中所列的10对光学参数

分别进行了模拟计算.不同的光学参数对计算速率略有影响,但整体影响不是很大,因此每种方法的运算时

间取为这10对光学参数运算时间的平均值.具体结果见表3,表中的时间单位均为秒.表3中误差的置信度

为95%.

表3 MonteCarlo方法的统计误差

Table3 StatisticalerrorofMonteCarlomethod

Method Finiteelementsimulation MonteCarlosimulation Analyticalsolution
Calculationtimeofonesimulation 385±8.3 31736±320.0 416±9.5

可以看到,MonteCarlo模拟的单次运行时间要远大于另外两种方法.当然这是由于为了使圆柱模型边

界尽可能平滑,体素边长取的较小仅为0.01cm,单次模拟发射的光子数也选取了500万个.通过增加体素边

长,减小单次模拟发射的光子数量可以适当减少 MonteCarlo模拟的单次运行时间,但是这会牺牲 Monte
Carlo模拟结果的精度.因此对于带有曲率的表面,为了准确模拟,MonteCarlo运算所需花费的时间是非常
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巨大的.而有限元模拟单次运行的时间和通常用于快速计算的解析解方法差不多,在5~10分钟之内,有限

元模拟的运算速度还要稍快一些.因此有限模拟方法在运算速度上是非常有优势的.接下来进一步来评估有

限元模拟结果的误差情况.
2.2 反射率分布规律

对圆柱侧面的反射率分布情况进行了讨论.选取圆柱侧面上距顶面4cm处的沿θ方向,即圆周一圈的维

度上的反射率分布,其结果如图2.图2中的图例-C表示有限元模拟的Comsol结果,-MC表示 MonteCarlo
模拟结果,-AS表示解析解(AnalyticalSolution)的结果.可以看到,在不同的光学参数条件下,圆柱侧面反射

率的变化非常明显.

图2 不同光学参数下空间反射率比较.虚线即为测量反射率的位置

Fig.2 Thespatialreflectancealongtheθdirectionofdifferentopticalproperties

此外比较了有限元模拟结果和DAE圆柱解析解的结果以及 MonteCarlo模拟结果.总体来说,这三种

方法得到的结果吻合.由于 MonteCarlo模拟的结果被视为金标准,本文以 MonteCarlo模拟结果作为标准,
比较各方法之间的误差,误差结果如图3所示.可以看到主要的误差出现在两处,其一是靠近θ=0和θ=2π
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处的反射率.这两个角度其实在圆周上是一个位置,即入射光源附近的位置.我们知道,漫射近似的结果在光

源附近的区域(近光源区)是不太准确的,尤其当光学参数结果不满足散射系数远大于吸收系数时(即不满足

漫射近似条件时),这一误差更大.而有限元模拟正是基于DAE,因此也在这一区域出现了不小误差.不过可

以看到,相比起解析解在近源区的误差,有限元模拟的结果的误差仍然要小一些.此外在光学参数满足漫射

近似的情况下,解析解的结果还出现了局部振荡的情况(如图2(d)、(e)).这很可能是由于解析解为一个无穷

级数之和(Eq.4),但在实际运算时不可避免地只能取级数的有限项(本文中所取级数项数最大值为m=50,

n=50,k=100),后面的项只能省略,这一点对解析解的结果也带来了更大的误差.而增加所取的级数的项数

无疑会增加解析解计算的时间,使其丧失快速计算的优势.而有限元模拟结果相比 MonteCarlo模拟虽然也

存在一定误差,但在非近源区以及μ's/μa≥5的情况下,该误差在一个比较小的范围内,如图3.考虑到 Monte
Carlo模拟所花费的运算时间巨大,计算机硬件要求相对较高等情况,对于圆柱边界介质的模拟,有限元模拟

还是相当具有优势的.

图3 不同光学参数下空间反射率的误差值比较

Fig.3 Theerrorpercentageofspatialreflectancealongtheθdirectionofdifferentopticalproperties
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讨论圆柱侧面沿z方向(轴向)分布的反射率,其结果如图4,所选取的是θ=π处,如图4(f)虚线所示,
图4中的图例-C表示有限元模拟的 Comsol结果,-MC表示 MonteCarlo模拟结果,-AS表示解析解

(AnalyticalSolution)的结果.在该方向分布上,反射率强度在光源入射的z 位置(即3cm处)均有一个凸起.
对于不同的光学参数,z 方向分布反射率强度差异较大.但是沿z 方向的反射率强度分布有限元模拟和

MonteCarlo模拟的结果均吻合得较好.并且这三种方法的误差也相对较小(如图5),对于不同的光学参数,
其误差均不高于5%.

图4 不同光学参数下空间反射率比较.虚线即为测量反射率的位置

Fig.4 Thespatialreflectancealongthezdirectionofdifferentopticalproperties
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图5 不同光学参数下空间反射率的误差值比较

Fig.5 Theerrorpercentageofspatialreflectancealongthezdirectionofdifferentopticalproperties

2.3 穿透深度的比较

光子在生物组织内部的所能到达的位置也是经常被关心的问题,因此有必要进一步讨论不同光学参数

下的穿透深度的变化.定义当光子能量降低到入射总能量的0.1% 时所达到的位置为最大穿透深度,不同光

学参数下的最大穿透深度如图6所示.由于解析解结果无法直接获得穿透深度这一物理量,所以在这一部分

只比较有限元模拟和 MonteCarlo模拟的结果.这表明有限元模拟比解析解方法更具优势,能够计算更多物

理量.
对于不同的光学参数,光子的最大穿透深度有明显的差异.对于同一μ's/μa比值,第二组(μ's=0.8cm-1)

明显比第一组(μ's=0.4cm-1)穿透深度要小,这表明吸收系数和散射系数越小时,穿透深度越大.而且对于

同一μ's 值,μ's/μa 增大的时候穿透深度增大非常显著,这也意味着吸收系数的变化对穿透深度的影响要更

大一些.事实上,这两种方法获得的光子能量曲线是不完全一致,这是由于有限元模拟采用漫射近似,将无限

细光束等效为一个点光源,而不同的光学参数下等效点光源的位置不同;但 MonteCarlo方法还是将入射光
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图6 有限元模拟和 MonteCarlo模拟不同光学参数下的光穿透深度

Fig.6 ThelightpenetrationdepthresultsofFiniteelementandMonteCarlosimulation
视为无限细平行光束以及外推边界条件,从而导致了两种方法结果的差异.尽管如此,有限元模拟和Monte
Carlo模拟结果得到的穿透深度几乎是一致的,MonteCarlo模拟的结果稍微偏大一点点.这个误差很有可能

也来自有限元模拟所用的漫射近似方程,漫射近似将光源等效为一个各项同性的点光源,而将等效光源高阶

项视为0,因此会导致整体光穿透深度的减小,但可以看到对于穿透深度的判断,这种误差非常的小,因此在

研究穿透深度的时候,有限元模拟的结果也是很可靠的.

3 结论

本文讨论了应用有限元模拟方法对不同组光学参数下圆柱边界介质的一些反射率和穿透深度的结果,
并将上述结果分别与目前常见的DAE方程解析解和 MonteCarlo模拟结果进行了比较.可以看到,有限元

模拟的结果基本上和上述两种方法吻合得较好.与漫射近似的DAE方程解析解相比,有限元模拟的结果要

比解析解的结果更接近 MonteCarlo模拟的结果;而有限元模拟结果相比 MonteCarlo模拟虽然存在一些

误差,但在非近源区以及μ's/μa≥5的情况下,该误差在一个比较小的范围内.在穿透深度方面,有限元模拟

的结果也和 MonteCarlo模拟的结果吻合得非常好.基于上述分析结果,有限元模拟方法是一种非常有潜力

的研究光子在圆柱边界介质中传播问题的方法,它既具有 MonteCarlo所欠缺的计算时间短,建模灵活方便

的特点,又保持有不错的误差精度,甚至比传统用于快速计算的DAE方程解析解的结果更精确.在更复杂形

状介质乃至实际物体模型的光子辐射传输问题的模拟上具有更大的优势.
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