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稀疏子孔径区域内正交多项式重构波前

罗倩1,2,吴时彬1,汪利华1,杨伟1,范斌1

(1中国科学院光电技术研究所,成都610209)
(2中国科学院大学,北京100049)

摘 要:提出了基于稀疏子孔径正交多项式的拼接算法.该算法采用 Mathematica9.0对圆域Zernike多

项式进行Gram-Schimdt正交化,构造出稀疏子孔径区域内的标准正交多项式———Z-sparse多项式,并

采用该正交多项式进行稀疏子孔径区域波前数据的拟合.实验表明:根据算法重构与直接检测的全孔径

波前残差PV=0.0719λ,RMS=0.0074λ.该算法可对所提取的七个子孔径波前像差数据进行有效的拼接.
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0 引言

在大口径光学元件和系统的检测技术中,子孔径拼接检测方法从20世纪80年代提出以来[1],一直广受

青睐.子孔径拼接检测方法有重叠子孔径拼接和稀疏子孔径两种,不同于通常采用的重叠子孔径拼接[2-3],稀
疏子孔径拼接检测的核心思想是将若干稀疏排列的反射镜阵列替代大口径平面反射镜进行自准直光学系统

检测,通过算法将波前传感器采集的子孔径离散化波前数据进行拼接,重构出全孔径波前信息.当被检光学

系统尺寸达到米级以上,甚至更大口径,子孔径拼接需要复杂的机械机构,算法要求重叠区域在15%以上,
并且重叠区域内点对点精确匹配,使得整个测试周期长,效率低.基于测试成本考虑,采用稀疏子孔径拼接检

测具有效率高、可行性高、成本低同时易于扩展的优点.
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稀疏子孔径拼接算法均是以Zernike多项式拟合波前为基础,1982年THUNENJG等提出了一种基

于Zernike多项式的数据处理算法[4],即Thunen-Kwon算法.1983年,CHOW W W等随后提出了一种基于

Zernike多项式的同时拟合算法,即SimultaneousFitMethod算法[5],其运算速度比Thunen-Kwon算法快

2~4倍,而且对子孔径的调整误差和噪声均不灵敏.
1996年开始,美国宇航局采用稀疏孔径自准直检测技术进行詹姆斯·韦伯望远镜的光学镜面的校准和

测试[6-9].近年来,国内也有一些科研单位应用该项技术对大口径光学元件进行面形检测.中国科学院光电技

术研究所闫锋涛采用稀疏子孔径采样检测大口径光学器件[10],北京空间机电研究所王琰对稀疏孔径的波前

重构算法进行了研究[11].大口径光学系统波前检测技术的瓶颈亟待突破,因此开展稀疏孔径检测技术研究

极具工程价值.
对离散化的波前数据进行拟合分析从而得到所关注的信息是拼接算法的核心,其本质是利用合适的数

学波前函数来拟合离散的采样数据,使得重构的波前与实际波前残差尽可能小.波前重构通常分为区域法和

模式法[3],大多数情况下,检测的光学元件具有圆形光瞳或通光孔,反射或透射的波前也总是趋于光滑且连

续的,常采用模式法进行波前检测.一般选用Zernike多项式作为基底函数进行波前数据拟合.
但是,当数据的采样区域不是圆域时,Zernike多项式不再具有正交性,若用其拟合非圆域的采样波面,

就会产生模式耦合和模式混淆误差,将出现交叉耦合的现象,仍用它作为基底函数求得的拟合系数就可能得

到错误的结果.本文针对稀疏子孔径区域采样的波前数据,构造出稀疏子孔径区域正交多项式,并提出基于

此多项式的拼接算法,实验验证了该算法的合理性.

1 稀疏子孔径区域正交多项式

1.1 Zernike多项式在稀疏子孔径区域的相关性

稀疏子孔径拼接检测光学元件时,干涉仪采样的是离散的稀疏子孔径区域数据,波面拟合就是将采样的

离散数据拟合成连续的波前函数,然后得到所关注的信息.常在圆域内选用Zernike多项式作为基底函数进

行波前数据拟合,因为它在单位圆上加权正交,函数正交的性质使其系数相互独立,有利于消除偶然误差的

影响,并且Zernike系数能与Seidel像差建立联系[12-13].
Zernike多项式是一组定义在单位圆连续区域内的完备正交基[14],记为 Zi(x,y){ } .

∬
x2+y2≤1

Zi(x,y)Zi(x,y)dxdy=∬
x2+y2≤1

Znm(x,y)Zpq(x,y)dxdy=
π

n+1
δnpδmq (1)

式中,Z(x,y)是每一个采样点的Zernike函数,

δnp=
1,n=p
0,其他{ ,δmq=

1,m=q
0,其他{ ,n 是径向模式,m 是

方位角频率.
但是,Zernike多项式仅能作为圆域内的正交多

项式.对于稀疏子孔径的采样区域,Zernike多项式

则不再具有正交性.
稀疏子孔径拼接检测的精度与子孔径排列方

式、数目以及大小息息相关.通过数学推算及大量的

仿真实验,得出结论:单位圆内,选取七个子孔径,子
孔径之间相互外切,外圈子孔径与单位圆内切时,稀
疏排列的子孔径覆盖全口径的区域最大,采集的信

息最多,拼接检测的结果就越接近全口径直接测量.
最优排列布局如图1所示.图中表示全口径为单位

圆,即R=1时的子孔径放置的大小及位置,当实际

检测不同口径的光学系统时,全口径及子孔径放置

的大小及位置等比例放大.

图1 子孔径分布示意图

Fig.1 Subaperturedistributionmap
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  利用 Mathmatica9.0分别计算圆Zernike多项式前4、9、16、25、36项在稀疏子孔径区域的相关性.
Zernike多项式的相关性如图2,白色表示完全相关,蓝色表示无相关性.从图中可以看出:

1)前4、9、16、25、36项所有图中的对角区域都为白色,完全相关.非对角区域出现多处白色区域,说明在

此区域内多项式间存在交叉耦合现象,若用它拟合的得出的波面将出现模式耦合误差,求得的拟合系数就不

能准确得到该区域的PV和RMS值.
2)对比前4、9、16、25、36项,随着拟合阶数的增加,白色区域越来越多,说明耦合增强,计算出的拟合系

误差增加.当被测光学元件中含有高阶项像差时,如果选择低阶拟合,高阶项将被迫解释为低阶项,从而影响

低阶拟合系数.
3)图2中可以看出,并非所有的非对角区域都出现白色,说明耦合现象有一定规律性.前9项之间,Z1

与Z3、Z1 与Z6、Z2 与Z6、Z3 与Z6、Z4 与Z7、Z4 与Z8、Z7 与Z8 存在耦合现象,由两种初级像差函数

Seidel与Zernike之间的关系,畸变、场曲、慧差、球差分别与(Z1、Z6、Z2、Z7)、(Z3、Z8)、(Z6、Z7、Z8)有关,
由于他们之间表现的耦合性,使得计算误差很大,Astigmatism与(Z4、Z5)有关,由于这两项跟其他项的弱耦

合现象,所以计算误差较小.

图2 Zernike多项式在稀疏子孔径区域的相关性

Fig.2 CorrelationofZernikepolynomialsinsparsesubapertureregions

1.2 稀疏子孔径区域正交多项式的计算方法

一个欧式空间V中,存在一个线性无关向量组,使得对所有空间中的向量,都能被这个组线性表示,这
个向量组就是V的基[15].任意一个欧式空间,总是能构造出一组正交基,取其范数等于1,即为标准正交基.
Gram-Schimdt正交化就是将一组欧式空间线性无关向量组改造为正交向量组的方法.基于以上对稀疏子孔

径采样区域上Zernike多项式的正交性进行分析,需要对Zernike多项式进行正交归一化处理,得到一组新

的标准正交多项式,命名为Z-sparse多项式,记为 Si(x,y){ }.
S1=Z1

Sr+1=Zr+1-∑
r

i=1

(Zr+1,Si)
(Si,Si)

Si

ì

î

í

ïï

ïï

(2)
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显然,Z-sparse多项式 Si(x,y){ }在稀疏子孔径区域D 的正交关系为

∬
D

Si(x,y)Sj(x,y)dxdy=
Cj,i=j,Cj 是常数

0,其他{ (3)

同样使用 Mathematica9.0编写计算程序得出新的标准正交多项式,并画出多项式之间的相关性.一般

的光学元件,高阶波像差、面形误差不会特别大,用多项式的前36项拟合就足以达到拟合精度[16].所以,本文

仅计算了Z-sparse多项式的前36项表达式,由于篇幅有限,表1仅列出了Zernike多项式和Z-sparse多项

式前9项.以上的计算方法甚至可以推广计算出任意稀疏子孔径阵列的任意项的Z-sparse多项式表达式,适
用于不同口径光学系统的稀疏子孔径拼接检测.

表1 Zernike多项式和Z-sparse多项式

Table1 ZernikepolynomialsandZ-sparsepolynomials

i Zernikepolynomials Z-sparsepolynomials
1 1 1
2 x x
3 y y
4 -0.873059+2x2+2y2 2(x2+y2)-1
5 -3.37304×10-6+0.999933x2-1.00007y2 x2-y2

6 2xy 2xy
7 -1.77377x+3x3+3x·y2 x(3(x2+y2)-2)
8 -1.77378y+3x2·y+3y3 y(3(x2+y2)-2)
9 0.844051-5.48107x2+6x4-5.48111y2+12x2·y2+6y4 1-6(x2+y2)+6(x2+y2)2

  Gram-Schmidt正交化的实质就是QR分解,Zernike标准正交多项式集合与Z-sparse多项式集合之间,
就是通过一个三角矩阵变换得到,所以他们之间具有线性关系,Z-sparse多项式可以分解成特定像差类型的

组合[17-18].
用Mathematica9.0画出任意两个多项式之间的相关性.对于稀疏子孔径区域,如图3可以看出,前4、9、

图3 Z-sparse多项式在稀疏子孔径区域的相关性

Fig.3 CorrelationofZ-sparsepolynomialsinsparsesubapertureregions
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17、26、36项所有图中的对角区域都为白色,而非对角区域全是背景色蓝色,说明同一个多项式在稀疏子孔

径区域积分为1,完全相关,不同多项式在稀疏子孔径区域积分为0,无相关性.即Z-sparse多项式具有正交

性,若用它拟合得出的波面将不会出现模式耦合误差,求得的拟合系数就可以准确得到该区域的峰谷值

(PeakValley,PV)和均方根(RootMeamSquare,RMS)值.

2 基于稀疏子孔径区域正交多项式的拼接算法

利用Z-sparse多项式对稀疏子孔径区域采样的波前传感的相位数据进行重构,每个采样点的坐标为

(x,y),则被拟合波面函数可表示为

W(x,y)=∑
N

i=1
biSi(x,y) (4)

式中bi 为Z-sparse多项式系数,N 为选取的多项式阶数,Si(x,y)为Z-sparse多项式.
根据最小二乘法原理

Δ2=∑
M

j=1
∑
N

i=1
biSi(xj,yj)-D(xj,yj)[ ]

2 (5)

式中M 为采样点的总和,D(xj,yj)为实际测量的第j个采样相位值.
使得Δ2 最小,求


bk

Δ2=2∑
M

j=1
∑
N

i=1
biSi(xj,yj)Sk(xj,yj)-D(xj,yj)Sk(xj,yj)[ ] =

 2∑
N

i=1
∑
M

j=1
biSi(xj,yj)Sk(xj,yj)-2∑

M

j=1
D(xj,yj)Sk(xj,yj)=0

(6)

即

bi∑
M

j=1
Si(xj,yj)Sk(xj,yj)=∑

M

j=1
D(xj,yj)Sk(xj,yj) (7)

式(2)称为最小二乘正则方程,其表征求解系数的稳定性.
在整个测量过程中,每个子孔径之间不可避免地产生相位平移、倾斜等调整误差.带有调整误差的全口

径波前函数可表示为

W(x,y)=∑
NS

i=1

[PiS1(x,y)+TxiS2(x,y)+TyiS3(x,y)]+∑
N

r=4
BrSr(x,y) (8)

式中,NS为子孔径数目,N 为Z-sparse多项式的阶数,P、Tx、Ty 分别为子孔径的相位平移、x 倾斜、y 倾斜

的系数,B 为全口径拟合系数.
带有调整误差的全口径波前函数代入到最小二乘正则方程得

∑
M

j=1
∑
NS

i=1

[PiS1(xj,yj)+TxiS2(xj,yj)+TyiS3(xj,yj)]{ }Sk(xj,yj)+

 ∑
M

j=1
∑
N

r=4
BrSr(xj,yj)Sk(xj,yj)=∑

M

j=1
D(xj,yj)Sk(xj,yj)

(9)

当1≤k≤3且1≤i≤NS时

∑
Mi

j=Mi-1+1
S1(xj,yj)Sk(xj,yj)·Pi+ ∑

Mi

j=Mi-1+1
S2(xj,yj)Sk(xj,yj)·Txi + ∑

Mi

j=Mi-1+1
S3(xj,yj)·

 Sk(xj,yj)·Tyi +∑
N

r=4

[∑
Mi

j=Mi-1+1
Sr(xj,yj)Sk(xj,yj)]·Br = ∑

Mi

j=Mi-1+1
D(xj,yj)Sk(xj,yj)

(10)

当k≥4且1≤i≤NS时

∑
NS

i=1

[∑
Mi

j=Mi-1+1
S1(xj,yj)Sk(xj,yj)·Pi+ ∑

Mi

j=Mi-1+1
S2(xj,yj)Sk(xj,yj)·Txi + ∑

Mi

j=Mi-1+1
S3(xj,yj)·

 Sk(xj,yj)·Tyi
]+∑

N

r=4

[∑
M

j=1
Sr(xj,yj)Sk(xj,yj)]·Br =∑

M

j=1
D(xj,yj)Sk(xj,yj)

(11)

改写成矩形形式
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[W]3NS+(L-3)×3NS+(L-3)[B]3NS+(L-3)×1=D3NS+(L-3)×1 (12)
通过矩阵计算出包含所有子孔径调整误差系数和全孔径面形系数的向量B.
全孔径波面用Zernike多项式表示为

W(x,y)=∑
N

i=1
aiZi(x,y) (13)

全孔径波面用Z-sparse多项式表示为

W(x,y)=∑
N

i=1
biSi(x,y) (14)

式(13)和(14)写成矩阵形式为

W=AZ=AC-1S=BS (15)

A=BC (16)
通过对应子孔径上的相关相位数据,即可求出Zernike多项式系数ai.求出Zernike多项式系数后,即可

得到重构全孔径面形.

W(x,y)=∑
N

i=4
AiZi(x,y) (17)

3 采用Z-sparse多项式重构波前

为了验证Z-sparse多项式重构波前的算法,采用12”的ZygoGPI干涉仪对一口径为150mm平面镜波

前进行检测,图4是实际检测装置,子孔径直径为50mm,按照图1所示的稀疏子孔径的布局采用七个直径

为平面镜替代150mm的平面镜,由于实验条件受限,在全孔径波前数据内在对应的位置上通过 Mask分别

取七个50mm子孔径波前数据,并分别为七个子孔径波前如表2所示加入不同的相位常数和倾斜系数,保
留子孔径的相位常数和倾斜系数,代入拼接算法.与全孔径检测波前进行对比实验,验证该算法的可行性.

图4 实验装置图

Fig.4 Photographofexperimentalsetup

表2 七个子孔径的相位常数和倾斜系数

Table2 Pistonandxytiltofsevensubapertures

Subaperture Piston xTilt yTilt
1 -0.753 0.213 0.919
2 -0.819 0.793 0.919
3 -0.875 0.781 0.793
4 -0.764 1.093 -1.282
5 -0.654 1.321 1.782
6 -0.761 1.234 1.902
7 -0.853 0.293 0.909

  图5为Zygo干涉仪测量的去除相位常数、倾斜后的全口径波前图,全孔径波前PV=0.181λ,RMS=0.034λ.

图5 去倾斜的全孔径波前图

Fig.5 Fullaperturewavefrontmapofremovetilt
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提取并保存7个子孔径波前数据,根据算法重构得到全孔径波前,去除相位常数和倾斜后全孔径波前如

图6(a)所示,PV=0.1859λ,RMS=0.0340λ,直接检测与拼接检测的残差图如图6(b)所示,PV=0.0719λ,

RMS=0.0074λ.

图6 提取的七个子孔径拼接重构波前图

Fig.6 Stitchingwavefrontmapbysevensubapertures

求出由Z-sparse多项式重构稀疏子孔径区域波前系数后,利用Zernike多项式与Z-sparse多项式之间

的转换矩阵C,经线性变换得到拼接检测的Zernike模式系数,与直接检测的波前系数进行对比,如图7所

示,可见他们之间趋势与量级基本上相同.从而验证了该拼接技术能较好地检测被测波前信息,有较高的实

用性.

图7 拼接检测与直接检测Zernike多项式系数对比

Fig.7 ComparisonofZernikepolynomialcoefficientsofdirecttestandstitchingtest

4 结论

通过分析Zernike多项式在稀疏子孔径区域的非正交性,利用 Mathematica9.0符号计算功能对圆域

Zernike进行线性 Gram-Schimdt正交化,得到一组新的归一化正交多项式———Z-sparse多项式.对比

Zernike多项式与Z-sparse多项式在稀疏子孔径区域的相关性,Z-sparse多项式在稀疏子孔径区域表现出正

交性.提出基于Z-sparse多项式的拼接算法,利用Z-sparse多项式进行波前拟合.实验证明,在稀疏子孔径拼

接检测中,根据算法重构与直接检测的全孔径波前残差PV=0.0719λ,RMS=0.0074λ,采用该正交基实现

了在稀疏子孔径区域内对提取的七个子孔径波前像差数据有效的拟合.本文仅验证了Z-sparse多项式适用

于光学元件的稀疏子孔径拼接检测,下一步验证该正交基底不仅可以检测光学元件,也适用于检测大型的光

学系统的平面波前.
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