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未知畸变参数时多视图三维重建相对位姿估计方法

薛俊诗1,舒奇泉2,郭宁博1

(1航天工程大学 研究生院,北京101416)
(2中国人民解放军78156部队111分队,兰州730000)

摘 要:针对多视图三维重建中畸变影像的相对姿态估计问题,提出了一种高精度的鲁棒性估计方法.
根据对极几何关系,推导了畸变中心未知时的畸变基础矩阵表达模型.在系数矩阵中引入加权矩阵,控

制参与估计的匹配对应点,通过奇异值分解估计畸变基础矩阵.根据加权矩阵更新准则对加权矩阵进行

更新,然后进行迭代计算,比较前后两次估计得到的内点数目及平均极线距离,得到畸变基础矩阵的最

优解,并判断是否需要继续迭代.在得到最优畸变基础矩阵后,再分别对畸变中心、畸变参数以及焦距进

行估计.仿真和真实实验表明该方法能有效提高相对姿态鲁棒估计速度,在噪声均方差为2.5时,畸变参

数误差均值小于2%,焦距估计误差小于3.5%.
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Abstract:Toestimatearelativeposeforuncalibratedcameraswithunknowndistortioninmulti-view3D
reconstruction,arobustmethodwithhighprecisionwasproposed.Basedontheepipolargeometry
relationship,theradialfundamentalmatrixwithunknowncenterofdistortionisdeduced.Theweighted
matrixisintroducedintothecoefficientmatrixtocontrolthecorrespondencesusingtoestimatetheradial
fundamentalmatrixbysingularvaluedecomposition.Thentheweightedmatrixisupdatedaccordingto
theproposedcriterion,andthecalculationisperformediteratively.Bycomparingnumberofinliersand
averagedistancetoepipolarline,theoptimalresultoftheradialfundamentalmatrixisobtained,
determiningwhethertocontinuetheiterativecalculation.Afteriterativeoptimization,thefinalradial
fundamentalmatrixcanbeusedtoestimatethecenterofdistortion,distortionparametersandfocal
length.Experimentalresultsshowtheefficiency,highprecisionandnumericalstabilityoftheproposed
solutionandwhenthemeanvarianceofthenoiseis2.5,themeanofdistortionparametererrorisless
than2%andthefocallengthestimationerrorislessthan3.5%.
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0 引言

相对姿态估计是指根据两张影像之间的2D-2D匹配对应点计算相机相对运动的对极几何约束关系.在
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多视图三维重建中,一旦确立了两张影像之间的对极几何约束关系,就能恢复出场景的几何结构和相机的运

动参数.多视影像的相对姿态估计是大范围三维重建中的基本组成部分,同时也是计算机视觉中的一个基本

问题,在即时地图构建、运动分割、图像拼接以及密集立体匹配等方面得到了广泛的应用.
Longuet介绍了理想针孔模型下的本质矩阵估计问题[1],该方法能够有效地描述两视图之间的相对姿

态,但是必须对影像进行预标定.之后,Luong等使用基础矩阵进行相机的相对姿态估计,消除了预标定限

制,并开始在投影重建中引入自标定理论[2].归一化八点算法[3]、七点算法[4]以及五点算法[5]是目前仍在广

泛应用的线性相对位姿求解方法.在无误匹配点或噪声干扰的情况下,该类算法能够获得较好的估计结果,
且计算效率较高.但实际中往往存在一定数量的误匹配点或者噪声干扰,必须结合随机采样一致性估计

(RandomSampleConsensus,RANSAC)、最小平方中值法(Least-Median-Squares,LMedS)、最大似然采样

一致性估计(MaximumLikelihoodEstimationSampleConsensus,MLESAC)等[6]鲁棒算法进行相对位姿求

解.鲁棒算法是基于多次采样估计参数模型的方式实现误匹配点的剔除和噪声的抑制,会造成计算量较大的

计算负担,效率较低.袁修孝等研究了基于基础矩阵的倾斜影像的相对定向方法[19],可以根据基础矩阵直接

导出相对方位元素.周凡等提出了基于直线特征的基础矩阵鲁棒求解方法,能够减少对特征点的依赖,解决

稀缺特征点时基础矩阵求解问题.
以上方法都是假定成像模型符合针孔模型下进行的.随着大量廉价手机相机、无人机机载镜头、广角镜

头的应用,多视图三维重建中的影像通常存在一定的畸变,造成成像模型的非线性变化.如果不对畸变进行

处理,相对姿态估计的结果将出现较大偏差.存在畸变情况的相对位姿求解往往涉及最终解决方案是否为最

小问题.所谓最小问题,是指使用最少的匹配点对来估计对极几何、相机标定参数以及畸变参数等.但是最小

问题的求解一般需进行复杂的代数多项式求解,最初的算法都选择忽略几何限制直接使用更多的点对进行

求解[7].文献[8]提出了一种非最小求解方法,并首次采用畸变基础矩阵(RadialFundamentalMatrix,

RFM)描述两视图之间的对应几何关系.
随着Gröbner基的应用,复杂多项式方程组的求解变得可行,推动了基于最小问题相对姿态估计的快速

发展[9].文献[10]提出了一种基于八个对应点的最小解决方案,可以估计未标定相机的基础矩阵以及单一畸

变参数.文献[11]给出了两种相对姿态估计的最小问题,一种是在焦距已知,两个相机部分标定的情况下,计
算本质矩阵以及畸变参数;另一个是在未标定情况下,求解基础矩阵以及两个不同的畸变参数.但是,这种求

解模式造成求解效率较低.文献[12]对未知焦距及畸变参数下的本质矩阵估计的最小问题进行了详细的研

究,提出了基于Gröbner基的多项式求解方法,该方法能够得到大量正确的匹配对应点并实现焦距及畸变参

数的同时精确估计.为进一步提高效率,文献[13]通过10个点对构建了自由度为10的多项式方程,并利用

Strum序列法进行求解,能够得到抗噪声、稳定的、快速的求解.除本质矩阵与基础矩阵外,单应矩阵也是描

述对极几何关系的重要内容.文献[14]研究了畸变情况下单应矩阵的最小求解方法(使用五个对应点构建非

线性方程组,并使用Gröbner基进行快速稳定求解)和非最小求解方法(是使用六个点构建二元二次线性方

程组,进行线性求解).上述畸变参数的求解都是建立在已知畸变中心(CenterofDistortion,CoD),或者假定

畸变中心为影像中心下进行的.实际上,影像的畸变中心与影像中心并不重合.文献[15]论述了CoD估计的

重要性,提出了单边CoD估计方法,在此基础上建立了有理模型,并使用内核决策法进行鲁棒估计,但未对

包含CoD的畸变基础矩阵模型进行研究.文献[16]介绍了一种畸变条件下未知焦距的CoD的计算方法,可
在任意的畸变模型下,通过从对极曲线集合中提取直线,实现CoD的估计.

本文建立了包含 CoD 的畸变基础矩阵表达模型,提出了一种基于奇异值分解(SingularValue
Decomposition,SVD)分解的鲁棒性估计方法,利用点到对极极线距离实现加权系数矩阵更新,从而剔除外

点,并在一定程度上抑制噪声影响.在得到畸变基础矩阵后,通过求解对极曲线,得到CoD的精确解.

1 畸变基础矩阵

设mu= xu,yu,1[ ]T,m*
u = x*

u ,y*
u ,1[ ]T 分别为同一空间点在两张影像上的投影点.则m*

u 必定位于

mu 在影像I'中的对应极线l'上,即

m*T
u Fmu=0 (1)
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文献[7]提出了畸变除法模型,在畸变参数估计中得到了广泛的应用,其基本形式为
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其中,≅表示变尺度相等.在未知畸变中心时,得到广泛采用的二阶畸变模型[17]为
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式中,dx,dy[ ]T 为畸变中心,λ为畸变系数,r2=‖(xd,yd)T-(dx,dy)T‖2 为影像中心到畸变中心的欧式

距离的平方.式(3)可以准确地描述点的畸变坐标与无畸变坐标之间的关系:当已知无畸变点坐标、畸变参数

λ、以及畸变中心时,可以得到畸变点坐标.
式(3)经过整理可得
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将式(4)写为齐次坐标的形式,并参照除法模型将尺度因子1+λr2 写入第三项,可得
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将r2=(xd-dx)2+(yd-dy)2 代入式(5),可以得到畸变点坐标表示的无畸变点坐标形式

mu≅
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经过整理可得
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设L=
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为3×4的畸变系数矩阵.显然L 只与

畸变中心以及畸变参数有关.将式(7)代入式(1),可得

x*
d y*

d 1x*2d+y*2
d [ ]L*TFL
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=0 (8)

设F
··

=L*T
di FLdi为4×4的畸变基础矩阵.式(8)可表示为

x*
d y*

d 1 x*2
d +y*2

d[ ]F
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=0 (9)

3-2002160



光 子 学 报

式中,畸变基础矩阵的秩与基础矩阵相同为2,自由度为11.式(9)可写为

(x*
di,y*

di,1,x*2
di +y*2

di )(xdi,ydi,1,x2
di+y2

di)[ ]f=0 (10)

式中,表示Kronecker积,f=(F
··

11,…,F
··

44)T 为畸变基础矩阵向量化.如果有n 个对应点,则有Af=0:

A=

(x*
d1,y*

d1,1,x*2
d1 +y*2

d1 )(xd1,yd1,1,x2
d1+y2

d1)
︙

(x*
dn,y*

dn,1,x*2
dn +y*2

dn )(xdn,ydn,1,x2
dn+y2

dn)

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,这时,A 为n×16的矩阵.

2 鲁棒求解方法

在理想情况下,方程组系数矩阵A 的零空间的有效维度为2,但是实际中,由于受噪声和误匹配点的影

响,A 的零空间的有效维度为0,即没有0奇异值.为了有效消除噪声和外点的影响,本文提出一种鲁棒的求

解方法.引入加权系数矩阵W,将线性方程组的求解问题转化为下面的最小化问题

argmin
f,W

‖WAf‖2 (11)

式中,W=diag(w1,…,wn)为n×n 的对角阵.当对应点为正确匹配内点时,wi=1;当对应点为误匹配点或

外点时,wi=0.其主要求解步骤为:

Step1,首先根据成像点坐标mi 与相机的标定矩阵K 计算归一化成像点坐标.经过归一化可以消除坐标

变化的影响,使数据具备一定的尺度不变性,提高估计结果的精度.当未知标定参数或图像已裁剪时,可使用

焦距的估计值fg=
l/2

tan(fov/2)
进行归一化,其中l为影像的宽度,fov=50°为影像的先验估计.

Step2,计算所有坐标点的扩展坐标,并计算匹配对应点的Kronecker积,形成系数矩阵A.
Step3,进行全局计算,将W 赋值为单位矩阵,即所有的匹配对应点都参与求解.赋值后,直接对WA 进行

SVD分解,得到f 的解,从而得到畸变基础矩阵F
··

的估计值F
∧
I.同时,随机选取不少于14匹配对应点,并根

据索引对W 中对应的元素进行赋值,然后计算畸变基础矩阵F
∧
M.

求解的具体过程为:对W 初始化之后,对系数矩阵进行SVD分解 U,S,V[ ]=svd(WA);其中,V=
v1,…,v16[ ]、S=diag(s1,…,s16);于是可以获得畸变基础矩阵零空间的两个基向量:f1←vk,其中k:sk=
min(s1,…,s16);f2←vj,其中j:sj=min

j≠k
(s1,…,s16).

设F
∧
=κf1+(1-κ)f2利用det(F

∧
)=0可以求得κ的值,从而得到F

∧
.为保证畸变基础矩阵的秩为2,对

得到的F
∧

进行奇异值分解,U
∧
,S
∧
,V
∧

[ ]=svd(F
∧
),令S

∧
(3,3)=0、S

∧
(4,4)=0,最终得到畸变基础矩阵估计值:

F
∧
=U

∧
·S
∧
·V

∧
'.

Step4,进行迭代计算,获得最优畸变基础矩阵.采用点到对应极线的距离计算所有匹配对应点的几何误

差,以区分匹配内点和外点,即

εi=(
1

(F
∧
xi)21+(F

∧
xi)22

+
1

(F
∧
Tx*

i )21+(F
∧
Tx*

i )22
)‖x*

iF
∧
xi‖ (12)

加权矩阵W 中的元素wi 根据式(3)进行更新.

wi=
1 ifεi≤max(εmax,δmax)

0 otherwise{ (13)

式中,εmax=Q15%(ε1,…,εn)为所有对应点的几何误差的最低15%分位数,通过引入最大几何误差阈值

δmax=3,可以有效地降低将内点划归为外点的概率,同时加快迭代收敛速度.

根据全局计算结果F
∧
I 更新后的系数加权矩阵为WI,得到的内点集合为PI.同样地,根据随机采样计算

结果F
∧
M 更新后的系数加权矩阵为WM,得到的内点集合为PM.如果随机采样获得的内点数目小于全局估计

获得的内点数目,则重新进行随机采样后,再次计算F
∧
M.

然后,令W=WIWM,并计算畸变基础矩阵F
∧
1,再次计算所有匹配对应点的几何误差,并进行系数加权矩
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阵更新,计算畸变基础矩阵F
∧
2.比较前后两次得到的内点数目以及平均极线距离,从中选择最佳的畸变基础

矩阵估计值F
∧
best,以决定是否更新系数矩阵W.如此反复,直到得到畸变基础矩阵的最佳估计值.

Step5,求解CoD坐标,其主要内容见第4节.
Step6,求解畸变参数λ1,λ2.在得到CoD坐标后,可根据畸变系数矩阵L 的定义,得到消除CoD影响后

的畸变基础矩阵Fλ.然后根据式(14)求得左右两张影像的畸变参数估计值λ
∧

1,λ
∧

2.

λ
∧

1=
1
4∑

4

j=1

Fλ(4,j)
Fλ(3,j)

λ
∧

2=
1
4∑

4

i=1

Fλ(i,4)
Fλ(i,3)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(14)

Step7,估计焦距f.根据本质矩阵与基础矩阵的关系:E=KTFK,当求得畸变中心与畸变参数后,K=
diag(f,f,1)为3×3的对角阵.而本质矩阵E 满足Demazure公式:2EETE-trace(EET)E=0.当已知基础

矩阵时,可求得焦距f.

3 CoD估计

根据对极几何关系,能够得到关于畸变中心的限制:在任意畸变模型下,穿过畸变中心的直线仍然为直

线.实质上,如果能够获得这样的两条直线,将两条直线相交,就可以得到畸变中心的坐标.如果影像A与B

上的匹配对应点为mA↔mB,根据式(9)可得:mT
BF
··

mA=0,其中mA,mB 为畸变扩展坐标.对于影像B中的任

意一点mB,可得:lA=mT
BF
··

为影像A中的对极曲线.可见,对极曲线为畸变基础矩阵的行向量的线性组合.
于是可根据下面两个条件,求得CoD:

1)极点一定位于RFM的零空间:F
··
·er=eT

l·F
··

=0,其中er,el分别为左右极点.

2)两条对极直线相交:er el[ ]
α
-β

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=0,其中α,β分别为左右极点对应的系数矩阵.

具体来讲,首先根据条件1)对畸变基础矩阵进行SVD分解:Ue,Se,Ve[ ]=svd(F
∧
),取er=Ve(1:3,3:

4),el=Ue(1:3,3:4),然后根据条件2),对 er el[ ] 进行SVD分解:Uc,Sc,Vc[ ]=svd(er el[ ]),以Cr,Cl

表示左右两张影像的CoD,则CoD的估计值为

Cr=er·Vc(1:2,4)

Cl=el·Vl(3:4,4){ (15)

4 实验验证

为了有效评估本文算法的计算精度、计算效率及数值稳定性,分别用合成数据和真实影像进行下述实

验.在实验中,将本文算法与加入RANSAC后文献[16]中算法进行了比较.算法选用 MATLAB实现,在配

置为8核2.8GHzIntelCorei7-4900MQCPU的计算机上执行.
4.1 合成数据

假设合成影像的尺寸为640×480,等效焦距为800像素,在3D空间范围[-2,2]×[-2,2]×[4,8]中
随机生成1000个点.设定随机生成两张影像之间的参考偏移向量为ttrue,参考旋转矩阵为Rtrue,两张影像的

参考畸变参数分别为λtrue=[-0.245,-0.215].首先根据针孔成像模型生成影像的2D原始点,然后根据畸

变除法模型,生成畸变点坐标.共进行三组实验:共进行三组合成数据实验.实验一分别添加比例为10%、

20%、30%的误匹配点,验证算法对存在一定误匹配点时的鲁棒性及计算精度,主要是通过最终获得的内点

数目表现算法对误匹配点的剔除能力,用平均极线距离来表示算法的计算精度.实验二分别添加均值为零、
均方差为0.5到2.5的高斯噪声,验证算法对存在一定噪声时的鲁棒性及计算精度.实验三主要是在噪声一

定的情况下,分析算法的计算效率.,每次实验独立重复500次,实验结果如下:
第一组实验,假设噪声为零,畸变中心无偏移,按比例10%、20%、30%添加不同程度的误匹配点,进行

畸变基础估计,完成估计后,分别比较两种方法最终得到的内点数目以及平局极线距离.
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图1 获得内点比例与平均极线距离随外点比例的变化

Fig.1 Influenceofoutliers'percentageoninlierspercentageandaveragedistancetoepipolarline

如图1所示,随着误匹配点比例的增加,得到的内点数目降低,平局极线距离增加.与基于RANSAC的

文献[16]中的方法相比,本文提出的方法能够获得更多的内点,在添加30%误匹配点的情况下,仍能获得

54.3%的内点,而文献[16]中的方法仅得到46.5%的内点,同时,本文提出的方法平均极线距离更小,平均极

线距离为1.52,而文献[16]中的方法得到的最终平均极线距离为1.63.显然,使用本文方法进行多视图三维

重建能够提高相对姿态估计的鲁棒性.
第二组实验,不添加误匹配点,在实验中添加均值为零、均方差为0.5到2.5的高斯噪声,得到的估计误

差采用定义为:eλ(%)=‖λtrue-λ
∧
‖/λtrue ×100%,同样的焦距误差为:efocal(%)=‖ftrue-f

∧
‖/‖f

∧
‖×

100%.得到的估计误差随噪声水平变化的盒图如图2所示.

图2 畸变参数及焦距随高斯噪声变化

Fig.2 Distortionparametersandfocallengthestimationerrorswithrespecttovaryingnoiselevel

可见,随着噪声水平的升高,估计误差逐步增加.在噪声均方差为2.5时,本文方法得到的畸变参数误差

均值小于2%,焦距估计误差小于3.5%.与基于RANSAC的文献[16]中的方法相比,本文提出的算法具有
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更高的鲁棒性和数值稳定性,在噪声较高的水平下仍能得到较高精度的估计结果.
维持其他条件不变,添加10%的误匹配点以及均值为0、均方差为1的噪声,从14到1414每隔200点

统计一次计算时间,结果如图3所示.可见,本文算法具有更高的执行效率,主要是因为本文算法能够减少迭

代次数,从而降低计算量.

图3 计算时间随点数变化

Fig.3 Computationtimewithrespecttovarying
numberofpoints

图4 CoD误差随噪声变化

Fig.4 CoDestimationerrorwithrespecttovarying
noiselevel

  在实验二条件的基础上加上畸变中心的偏移,畸变中心的估计误差如图4所示.由图可见,畸变中心估

计结果精度较高.当噪声均方差小于2.5时,估计误差随噪声变化较小,能够稳定在一定的范围内.
在完成畸变参数估计之后,根据式(4)对合成影像进行畸变校正,原始点、畸变点以及畸变校正点的分布

情况如图5所示.

图5 原始点、畸变点与畸变校正点分布情况

Fig.5 Distributionpositionsoforiginalpoints,distortedpointsandundistortedpoints

可见,越远离影像中心,原始点与畸变点的偏差越大,符合径向畸变的一般规律.经过畸变校正之后,校
正点与原始点坐标基本重合,表明两者之间的误差小于一个像素,能够满足后续三维重建的要求,同时,这进

一步说明畸变参数估计的精度较高.
4.2 真实实验

使用工作场景的真实影像数据进行多视图三维重建及相机相对运动参数恢复,以进一步检验算法的有

效性.Bundler算法为进行多视图影像稀疏重建的经典算法,但是无法进行未知相机标定参数及影像存在畸

变情况的三维重建,将本文相对姿态估计方法加入到Bundler中,能够实现该算法在上述情况下多视图三维

重建.
实验中采用三星S6手机拍摄的30张工作场景的影像进行多视图三维重建,影像尺寸为5312×2988,

焦距及畸变参数未知.首先使用SIFTGPU获取影像的特征点,然后使用最近邻法进行特征点匹配,得到两

两影像之间的匹配点对.挑选两张作为初始像对进行相对姿态估计,结果如图6~图8.
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图6 完成像对姿态估计后随机挑选的部分匹配点对

Fig.6 Randomlyselectedpartialcorrespondinginliersafterrelativeposeestimation

图7 对极曲线及匹配对应点分布

Fig.7 Epipolarlinesandcorrespondingfeaturepoints

图8 不同视角下的相机相对运动参数估计结果

Fig.8 Camerarelativeposeestimationresultsfromdifferentangleofview

经过迭代优化后,参与解算的特征点之间具有严格的匹配关系,无误匹配点存在,特征点准确地落在其

对应的极线上,精确表达了估计结果的对极几何关系.
图8中,锥体部分表示解算得到的相机位置与姿态,点云部分表示场景的稀疏结构.使用本文算法得到

的相机位置排列有序、姿态准确,与拍摄时相机姿态一致性保持较好,同时,外点数目极少.
在完成重建后,可同时得到该组影像的畸变参数估计值,如表1所示,利用本文得到的畸变参数对影像

进行畸变校正后,再利用Bundler算法进行重建,得到的重建结果对比如表2所示.可见,本文算法能够获得

较高精度的相对位姿估计结果,并获取影像的畸变参数.
表1 畸变参数估计结果

Table1 Distortionparameterestimationresult

fI fE CoI CoD λE

3944.19 3907.29 (2656,1494) (2616.46,1528.85) -0.22

  表中,fI表示初始焦距,fE 表示焦距估计值,CoI表示影像中心,λE 表示焦距估计值.
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表2 本文算法与Bundler算法估计结果比较

Tabel2 Comparisonofourproposedmethodandbundler

Imagenumber Bundler Proposedmethod

30
DA TP TA DA TP TA

0.657pixel 17s11ms 3min17s 0.596pixel 15s57ms 2min35s

  表中,DA表示平均极限距离,TP表示姿态估计时间,TA表示三维重建总时间.
合成数据及真实影像实验结果表明:本文提出的算法适用于未标定畸变影像的多视图三维重建,对噪声

和误匹配点具有较强的适用性,估计精度优于RANSAC算法,且实现简单,具有更快的执行效率.

5 结论

提出了一种快速、鲁棒的未标定畸变影像相对姿态估计方法.推导了未知畸变中心的畸变基础矩阵表达

模型;对该算法的实现步骤进行了详细的描述.分别使用合成数据及真实影像进行了实验验证.实验结果表

明:该方法能够有效解决多视图三维重建中未标定畸变初始像对的相对姿态估计问题,对噪声和误匹配点都

具有较强的适用性,且具有较高的估计精度和执行效率.
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