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空间梁声子晶体带隙结构

齐晓巧,李团结,张震,唐雅琼
(西安电子科技大学 机电工程学院,西安710071)

摘 要:为解决空间桁架、框架等复杂结构的稳定性,对其基本单元组成的空间梁声子晶体的带隙结构

进行研究.运用行波法对梁单元的拉压、扭转、弯曲以及三者耦合的振动方程进行求解,并结合梁声子晶

体节点处力和位移的连续性条件和Bloch定理,正向推导出空间梁声子晶体的色散方程和带隙特.运用

遗传算法以相对带宽为目标函数(带隙总宽度与带隙下限角频率比值)对空间梁声子晶体的材料和结构

尺寸进行优化,得到多组可行解并结合工程经验和经济效益逆向获得特定带隙位置和宽度的最优空间

梁声子晶体结构,为空间梁声子晶体带隙结构研究提供了新思路.
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0 引言

梁单元是组成空间技术领域复杂结构的基本单元,如复杂的桁架、框架等结构,空间梁单元可同时存在

拉压、扭转、弯曲变形,由不同介质空间梁单元组成的周期性结构被称之为空间梁声子晶体,声子晶体按其带

隙产生机理可分为Bragg散射型和局域共振型[1-3],按其周期结构的维数可分为一维、二维和三维,一维声

子晶体又可分为一维层状声子晶体、一维杆梁声子晶体和一维管环声子晶体.Wang等人[4]对含压电分流梁

声子晶体弹性波的传输特性进行了研究;Xiao等人[5]应用谱元法对带谐振器梁声子晶体的弯曲波传播特性

进行了理论和实验研究;Yu等人[6]对局域共振铁摩辛柯梁中弯曲振动带隙进行了研究;Han等人[7]介绍了

一种改进的传递矩阵法并对欧拉梁声子晶体弯曲振动进行了研究;Xiang等人[8]应用微分求积法对梁声子

晶体弯曲振动带隙进行分析,提供了一种有效精确的带隙计算方法;Li等人[9]用行波法对空间变截面梁周

期结构带隙特性进行了研究.这些研究均是在已知梁声子晶体的结构尺寸和材料前提下对振动的传输特性
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展开的,而实际工程应用中往往需要解决的是其逆向问题即已知带隙位置及宽度欲知声子晶体的结构.目前

还没有有效的解析表达式来解决此问题,但国内外已有学者利用遗传算法对声子晶体进行优化,将遗传算法

分别和传递矩阵法[10]、有限元方法[11-13]、平面波展开法[14,15]以及多重散射法[16]结合对二维声子晶体进行结

构拓扑优化,利用多目标进化遗传算法对声子晶体进行结构优化[17,18],这些研究虽都能找到满足目标函数

最大化的解,但并未考虑加工成本、加工难易程度等客观因素,这些因素难以以表达式的方式表述,因此本文

用遗传算法的思想寻找满足预定频率范围为禁带的解的集合,然后根据工程经验及经济效益选出最优解.本
文以空间梁声子晶体为研究对象,以行波法推导其色散方程,并利用遗传算法实现空间梁声子晶体材料参数

和结构尺寸的优化设计,以便能获得在特定频率范围内相对带宽最大的空间梁声子晶体结构.

1 梁单元行波动力学模型

行波法是针对振动方程提出的,任何位置的振动都可以被描述为左行波和右行波的叠加,令wl,wr 分别为

其左行波模式向量和右行波模式向量,W= wl,wr( )T.某一截面处的模态位移和内力在总体坐标系下表示为[19]
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式中,U,F( )T 为空间总体坐标下的位移和内力,H 为坐标转换矩阵,u,f( )T 为局部坐标下的位移和内力,

Y(x,ω)为状态转换矩阵.
传递矩阵可以用来描述波模式沿着一个方向的传递,因此由位置x1 到位置x2 波模式传递的关系可表

达为

W(x2,ω)=t(x2,x1,ω)W(x1,ω)
(2)

式中t(x2,x1,ω)为单元传递矩阵.
1.1 梁单元拉压变形动力学模型

设理想弹性体为等截面细直梁,取其轴向为x 轴,设x 处的横截面位移为uA x,t( ),其拉压变形的振动

方程为

ρ
2uA

t2 =E
2uA

x2 (3)

式中ρ、E 分别为x 处的密度、杨氏模量,令uA x,t( )=uA x( )ejωt代入式(3)可得

uA x( )

x2 +ρ
ω2

EuA x( )=0 (4)

解得二阶微分方程式(4)为
uA(x,ω)=ul+ur=culejkαx+cure-jkαx (5)

式中kα= ρω2/E,ul和ur分别代表左行波和右行波波模式,cul和cur左行波和右行波的振幅.
将式(5)代入轴向力N x,t( ),可得

N x,t( )=jkαEAul-jkαEAur (6)
梁单元轴向波的状态转换方程为
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梁单元轴向波的传递方程为
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式中l=x2-x1.
1.2 梁单元扭转变形动力学模型

取等截面细直梁的轴向为x 轴,梁受绕x 轴扭转振动时,设t时刻x 处的转矩为Tt x,t( ),绕x 方向的

转角为ϕx,t( ),其扭转变形的振动方程为

Tt

x -ρIP
2ϕ
t2=0

(9)
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式中,ρ为x 处的密度,Ip 为横截面的极惯性矩,Tt=GIp
ϕ
x
,令ϕ(x,t)=ϕ(x)ejωt代入式(9)可得

G
2ϕx( )

x2 +ρω2ϕx( )=0 (10)

式中G 为材料的剪切模量,解得二阶微分方程式(10)为

ϕ(x,ω)=ϕl+ϕr=cϕlejktx+cϕre-jktx (11)

式中kt= ρω2/G,ϕl和ϕr分别代表左行波和右行波波模式,cϕl和cϕr左行波和右行波的振幅.
梁单元扭转波的状态转换方程为
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梁单元扭转波的传递方程为
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式中l=x2-x1.
1.3 梁单元弯曲变形动力学模型

同样取等截面细直梁的轴向为x 轴,以y 方向弯曲振动为例,wy 代表梁在y 方向的挠度,其弯曲变形

的振动方程为

EIz
4wy

x4 +ρA
2wy

t2 =0
(14)

式中,E、ρ、A 分别为梁单元的弹性模量、密度和横截面积,令ux,t( )=ux( )ejωt,代入式(14)可得

wy(x,ω)=wy1(x)+wy2(x)+wy3(x)+wy4(x)=cy1ejkzx+cy2ekzx+cy3e-jkzx+cy4e-kzx (15)

式中kz=
4(ρA/EIz)ω2,wy1(x)、wy2(x)和wy3(x)、wy4(x)分别代表左行波和右行波波模式.

由材料力学和梁的小挠度变形可得梁的弯矩M x( )、剪切力F x( ) 及绕z轴的转角φz 的表达式为

M x( )=EIz
2wy

x2 =-EIzk2zwy1+EIzk2zwy2-EIzk2zwy3+EIzk2zwy4 (16)

F x( )=EIz
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φz≈tanφz=
dwy

dx =jkzwy1+kzwy2-jkzwy3-kzwy4 (18)

式中Iz 代表横截面绕z轴的惯性矩且Iz =∫A
y2dA .

梁单元y 方向弯曲波的状态转换方程为
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梁单元y 方向弯曲波的传递方程为

wy1 wy2 wy3 wy4( )Tx2=diagejkzl,ekzl,e-jkzl,e-kzl( ) wy1 wy2 wy3 wy4( )Tx1 (20)
同理也可得到梁单元z方向弯曲波的状态转换方程和传递方程.
1.4 梁单元耦合变形动力学模型

空间梁单元可同时存在拉压、扭转、弯曲(y 方向和z方向)三种变形,令截面位移向量为u,截面内力向

量为f,左行波模式向量为wl,右行波模式向量为wr,在三种波模式耦合作用下,u、f、wl、wr分别为

u= uA wy wz ϕ φy φz( )T

f= N Fy Fz T My Mz( )T

wl= ul wy1 wz1 ϕl wz2 wy2( )T

wr= ur wy3 wz3 ϕr wz4 wy4( )T

(21)
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其对应的状态转换方程可由式(7)、(12)和(19)可得,其传递方程可由式(8)、(13)和(20)可得.

2 空间梁结构声子晶体带隙计算

声子晶体是由两种或两种以上材料组成的,具有弹性波带隙的周期性复合材料或结构,本文所研究的空

间梁声子晶体由材料A 和材料B 两种材料组成,如图1所示,o'x'y'z'为总体坐标系,A、B 单元的长度分别

图1 空间梁声子晶体结构

Fig.1 Spatialbeamphononiccrystalstructure
为lA、lB,晶格常数a=lA+lB,UR

nB和FR
nB分别表示第n 个周期单元的输出位移和力矢量,UL

nA和FL
nA分别表示

第n 个周期单元的输入位移和力矢量,L和R分别表示梁单元的左端和右端,根据节点力和位移连续条件

可得:
第n 个周期A 单元与B 单元节点为

FR
nA=FL

nB,UR
nA=UL

nB (22)
第n-1个周期与第n 个周期单元节点

FR
(n-1)B=FL

nA,UR
(n-1)B=UL

nA (23)
令PR

(n-1)B=UR
(n-1)B,FR

(n-1)B( )T 是第n 个周期单元的输入状态矢量,PR
nB=UR

nB,FR
nB( )T 是第n 个周期单

元的输出状态矢量,由式(22)和(23)得
PR

nA=PL
nB,PR

(n-1)B=PL
nA (24)

将式(1)代入式(24)得
PR

nA=HR
nAYR

nAWR
nA=PL

nB=HL
nBYL

nBWL
nB

PR
(n-1)B=HR

(n-1)BYR
(n-1)BWR

(n-1)B=PL
nA=HL

nAYL
nAWL

nA

(25)

将式(2)和式(25)得
PR

nB=DPR
(n-1)B (26)

式中D=HR
nBYR

nBtL→RB HL
nBYLnB( ) -1HR

nAYR
nAtL→RA HL

nAYL
nA( ) -1为第n-1个单元到到第n 个单元的传递矩阵,引

入Bloch定理可得

PR
nB=eikaPR

(n-1)B (27)
式中k为波矢,将式(27)代入式(26)中得到空间梁声子晶体的色散方程为

D-eikaI =0 (28)
式中I为与矩阵D 同维数的单位矩阵,由式(28)可得波矢k 和角频率ω 的关系即色散曲线,从而得到周期

结构的能带特性,当k 解满足0≤ Rek( ) ≤±π/a
-b± b2-4ac

2a
且 Imk( ) >0时,本征波均为衰减波,

因此将这些频带被称之为带隙(或禁带).当k 解满足0≤ Rek( ) ≤±π/a 且 Imk( ) =0时,本征波均为

自由行波,将这样的频带被称之为通带.

3 空间梁声子晶体带隙优化

研究表明,影响声子晶体带隙位置和带宽的因素较多,既受组元材料的影响又受结构参数的影响,影响

梁声子晶体带隙的因素主要有:组元材料密度ρ、弹性模量E、剪切模量G、晶格常数a 及组元结构尺寸lA

和lB.由于这些因素对带隙位置和宽度的影响只有定性分析并没有定量描述,因此针对已知梁声子晶体带隙

位置和带宽而求其组元信息的问题亦没有行之有效的公式进行描述,但是可以使用智能算法通过迭代寻优

获得满足带隙要求的梁声子晶体结构.
本文假设晶格常数a 为定值,研究角频率范围为 c,d[ ]rad/s,变量参数为组元A、B 的材料和组元A 的
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长度,声子晶体带隙越宽频率越低则其减振效果越好,因此带隙宽度和带隙频率均为优化目标,由于多目标

优化问题比较复杂所以本文以相对带宽(带隙总宽度与带隙下限角频率比值)为目标函数,带隙越宽以及带

隙下限频率越低则相对带宽越大,因此相对带宽可对带隙总宽度和带隙下限角频率进行综合考虑,数学模型

可表达为

find M :,X1( ),M :,X2( ),lA

min F=-
BWtotal
WS

s.t. 0≤BWtotal≤d-c
c≤WS≤d
0≤X1≤n
0≤X2≤n
0≤lA≤a

(29)

式中M 为3×n 的二维数组,行代表材料的参数(密度、弹性模量、剪切模量),X1、X2均为列编号代表材料

种类,n 为可供选择材料的种类,BStotal为研究角频率范围内禁带宽度,WS为禁带的下限角频率.
由于遗传算法具有高效、并行全局优化搜索、通用性和鲁棒性强的特点,故本文选择此智能算法.遗传算

法流程为:1)产生初始种群,对梁声子晶体单胞进行二进制编码随机生成染色体,每个染色体代表材料种类

X1、X2 和组元A 的长度lA;2)对生成的种群进行解码操作,将二进制串转换为单胞组元材料和长度,结合

行波法计算每个染色体对应单胞生成的相对带宽的负值,防止早熟现象,本文采用线性排序方式进行适应度

分配,选出适应度高的染色体,如果相对带宽的负值达到其下限,则将其对应的染色体保存;3)对种群染色体

进行选择、交叉、变异操作,使种群不断更新向着适应度高的方向进化,选择操作采用轮盘赌选择方式,交叉

操作采用平均交叉方式;4)终止条件判断,当迭代数达到预设的代数时,终止算法,输出最优解,否则转到

2);5)根据工程经验和经济效益对2)中保存的染色体进行选择,获得最优解.

4 数值算例

取铝(Al)和环氧树脂(Epoxyresin)组成的梁声子结构为例,其材料参数见表1,横截面积均为6.28×
10-2m2,lA=0.5m,lB=0.5m,对梁声子晶体结构的拉伸、扭转、弯曲及三者耦合变形情况下的带隙进行计

算分析.
表1 材料参数

Table1 MaterialParameters

No. Materials ρ/(kg·m-1) E/GPa G/GPa No. Materials ρ/(kg·m-1) E/GPa G/GPa
1 Pb 11600 40.8 14.9 9 Siliconerubber2 1300 1.37×10-4 4.68×10-5

2 Cu 8950 164.6 75.3 10 NBR 1300 1.2×10-2 4×10-3

3 steel 7780 210.6 81.0 11 Vulcanizedrubber1 1300 1×10-3 3.4×10-4

4 Al2O3 3970 396.4 159.8 12 Vulcanizedrubber2 1300 7.7×10-4 2.6×10-4

5 Al 2730 77.6 28.7 13 PMMA1 1142 2 0.72
6 Al2 2799 72.1 26.8 14 PMMA2 1062 3.2 1.2
7 Epoxyresin 1180 4.35 1.59 15 Plastics 1190 2.2 0.8
8 Siliconerubber 1300 1.175×10-4 4×10-5

  图2(a)、(b)、(c)和(d)分别为梁在拉压变形、扭转变形、弯曲变形及三者耦合的情况下形成的带隙结

构,由带隙结构图可知:拉压波在角频率4615~11452rad/s范围内被衰减;扭转波在角频率为2809~
6937rad/s范围内被衰减;弯曲波在角频率1261~2035rad/s和5260~9904rad/s范围内被衰减;三种波

耦合角频率为5905~6937rad/s和7324~9646rad/s范围内的弹性波被衰减.这些角频率范围分别被称

之为各种情况下的禁带,其他角频率范围则被称为通带,弹性波在通带范围内可自由传播.
利用遗传算法优化梁结构声子晶体带隙,假设晶格常数a=1m,角频率范围为 100,13000[ ] rad/s,本

文所选材料参数如表1所示,将其存贮在3×15的二维数组M 中,遗传算法的种群规模为40,最大进化代数

为50,交叉概率为0.7,变异概率为0.0017.
5-2006101
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图2 空间梁声子晶体的能带结构

Fig.2 Band-gapstructureofspatialbeamphononiccrystal
图3~图6分别为拉压变形、扭转变形、弯曲变形及三者变形耦合情况下经50次迭代种群均值变化及

最优解变化,经过迭代优化后四种情况下相对带宽均可达到最大值129,即角频率[100,13000]rad/s为禁

带,满足设计要求,组元之间的连接可根据实际工程情况选择铰接、粘接或其他方式.由图3、图4、图5和图6
可知,此算例在10代前均已取得最大相对带宽,达到收敛状态,种群的均值却不断变化,所以存在很多个可

行解,其中拉伸、扭转、弯曲以及耦合变形带隙优化分别得到了1227、1397、744和845组可行解,本文只列

出部分可行解如表2所示,X1、X2 所取数值均为表1中材料编号,根据工程经验和经济效益可获得如表3
所示的优化结果.

图3 拉压变形种群均值变化和最优解变化

Fig.3 Thevariationofpopulationaverageandsolution
withaxialdeformation

图4 扭转变形种群均值变化和最优解变化

Fig.4 Thevariationofpopulationaverageandsolution
withtorsionaldeformation
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图5 弯曲变形种群均值变化和最优解变化

Fig.5 Thevariationofpopulationaverageandsolution
withflexuraldeformation

图6 三者变形耦合种群均值变化和最优解变化

Fig.6 Thevariationofpopulationaverageandsolution
withcoupleddeformation

表2 带隙优化部分可行解

Table2 PartialfeasibleSolutionofbandgapoptimization

Axial Torsional Flexural Coupled
X1 X2 lA/m X1 X2 lA(m) X1 X2 lA/m X1 X2 lA/m
11 3 0.2642 11 3 0.3608 9 13 0.8821 8 5 0.5983
11 3 0.3657 11 5 0.6392 8 13 0.8796 8 4 0.5052
11 3 0.3452 11 6 0.6382 9 10 0.8753 9 5 0.6658
11 3 0.3257 11 3 0.2642 9 10 0.7837 8 4 0.5046
11 3 0.3267 11 3 0.3267 9 10 0.9304 8 5 0.5892
11 3 0.3608 11 3 0.3584 9 8 0.8821 8 5 0.5046
8 4 0.3892 8 5 0.3608 9 13 0.8796 8 5 0.5156
11 3 0.2993 11 3 0.2853 9 10 0.8821 8 5 0.5072
11 3 0.3448 9 3 0.3608 9 10 0.8362 8 3 0.7546
8 4 0.2869 9 3 0.2684 9 8 0.8026 8 3 0.6981

表3 优化结果

Table3 Optimizedresult
Pattern MaterialA MaterialB lA/m
Axial Vulcanizedrubber1 Steel 0.3452
Torsional Vulcanizedrubber1 Steel 0.2642
Flexural Siliconerubber2 NBR 0.9304
Coupled Siliconerubber Al 0.5046

5 结论

利用行波法分别计算了空间梁声子晶体在拉压变形、扭转变形、弯曲变形及三者变形耦合情况下的带隙

结构,可以发现三者变形耦合的带隙结构为其三者变形单独存在带隙结构的交集,由此可以证明三者变形耦

合的激励可以线性解耦为三者变形激励.在带隙结构逆向问题研究中,利用遗传算法,以相对带宽为目标函

数,找到多个满足带隙结构设计要求的可行解,最后根据工程经验及经济效益选择其最优解,证明了遗传算

法在解决带隙结构逆向问题的可行性,避免了凭借经验设计结构的盲目性.
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