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基于强度传输方程的多重网格算法
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摘　要：为了从直接测量得到的强度图像中恢复相位信息，研究了基于强度传输方程的多重网格算

法．从最粗层开始计算，给定初值，迭代出一个解，将此解作为最细层的初值，然后在最细层计算出

一个近似解．进一步计算其残差，并将残差限制到较粗网格层求解，直至最粗层，然后逐层修正细网

格层的解．利用循环在粗细不同的网格层来消除不同频率的误差分量，得到相位的精确解．仿真实

验和真实实验表明，多重网格算法能够较好地从强度图像恢复物体的真实相位．
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０　引言

由于光的频率太高，现有的设备只能探测到光

场的强度信息，无法直接获得相位信息，因此需要利

用已知的强度信息来间接恢复相位信息，这就是相

位恢复技术，在不同的物理学分支学科和工程应用

中有重要的意义［１４］．相位恢复技术目前主要包括

ＧＳＦ（ＧｅｒｃｈｂｅｒｇＳａｘｔｏｎＦｉｅｎｕｐ）迭代算法
［５］和基于

强度传输方程（ＴｒａｎｓｐｏｒｔｏｆＩｎｔｅｎｓｉｔｙＥｑｕａｔｉｏｎ，

ＴＩＥ）的确定性求解方法．其中，ＴＩＥ方法只需要测

量与光轴垂直的二到三个平面上的强度，就可通过

求解二阶微分方程（亦即用非迭代的确定性算法）来

重构波的空间相位，克服了迭代算法的迭代不确定

性、抗噪性能差等缺点．对于求解ＴＩＥ，有四种经典

的方法：多重网格法［６８］、傅里叶法［９］、Ｚｅｒｎｉｋｅ多项

式法［１０］以及Ｇｒｅｅｎ函数法
［１１］．

本文针对多重网格方法［１２］，利用最粗层的解作

为最细层的初解以加速收敛，在不同粗细的网格层

通过足够的Ｖ循环计算残差以消除不同频率的误

差来修正细层的解，并且给出了相关的模拟实验和

真实实验结果．
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１　强度传输方程

图１为波传播示意．通过试片后的平面波

（ｐｌａｎｅｗａｖｅ），传播方向会发生改变，也就是相位发

生了改变，在成像平面上呈现出强度增强与减弱的

分布．在不同的成像平面图像强度变化的关系中，包

含了通过试片后平面波所改变的相位信息，而ＴＩＥ

就是描述强度分布与相位分布之间的关系式．因此，

可以通过测量不同成像平面的强度分布，求解ＴＩＥ

得到其相位信息［１１，１３１５］．

图１　波传播示意

Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈｏｆｗａｖｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ

单色电磁波的复振幅表示为

狌（狓，狔，狕）＝ 犐（狓，狔，狕槡 ）ｅｉ
（狓，狔，狕） （１）

式中犐（狓，狔，狕）是强度，（狓，狔，狕）是相位．

假设光传播的方向是沿狕轴方向，傍轴近似条

件下，狌（狓，狔，狕）满足抛物面方程，即

（２ｉ犽狕＋Δ）狌（狓，狔，狕）＝０ （２）

式中狕＝／狕表示强度分布沿狕轴的变化量，＝

（狓，狔）是梯度算子，犽＝２π／λ是波数，Δ＝
２＝


２
狓＋

２
狔表示二维拉普拉斯算子．通过计算化简得到

－犽狕犐＝犐＋犐Δ＝（犐） （３）

式（３）即为ＴＩＥ
［１１］．可以看到，ＴＩＥ方程把强度犐（狓，

狔，狕）及强度变化狕犐与相位（狓，狔，狕）紧密联系起

来．式（３）中，强度变化狕犐可以通过在传播轴狕轴的

狕０－Δ狕和狕０＋Δ狕处的强度测量求解得到，如图２．

图２　光强变化示意

Ｆｉｇ．２　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｉｎｔｅｎｓｉｔｙｃｈａｎｇｅ

狕犐＝
犐（狓，狔，狕０＋Δ狕）－犐（狓，狔，狕０－Δ狕）

２Δ狕
（４）

式（４）即为求解强度变化的方程．因此，式（３）可以重

新写成

［犐（狓，狔，狕０）（狓，狔，狕０）］＝

　－
２π

λ

犐（狓，狔，狕０＋Δ狕）－犐（狓，狔，狕０－Δ狕）

２Δ狕
（５）

２　多重网格法求解ＴＩＥ

多重网格算法［６８］最早可追溯到Ｓｏｕｔｈｗｅｌｌ的

两层网格松弛方法，然后由Ｆｅｄｏｒｅｎｋｏ等人推广到

多层，１９７７年Ｂｒａｎｄｔ将之用于实际应用
［１６］，此后

Ｎｉｃｏｌａｉｄｅｓ和 Ｈａｃｋｂｕｓｃｈ等证明了这个方法对于偏

微分方程的收敛性．从２０世纪８０年代开始，多重网

格算法已深入到计算流体力学、时间相关问题、波动

方程、积分方程等领域，与有限差分结合，成为求解

偏微分方程最好的方法之一．将方程（３）右边扩展为

［犐（狓，狔，狕）］（狓，狔，狕）］＝犐（狓，狔，狕）·

　（狓，狔，狕）＋犐（狓，狔，狕）
２

（狓，狔，狕）＝

　［狓犐（狓，狔，狕）狔犐（狓，狔，狕）］［狓（狓，狔，狕）·

　狔（狓，狔，狕）］
Ｔ＋犐（狓，狔，狕）

２
狓（狓，狔，狕）＋

　犐（狓，狔，狕）
２
狔（狓，狔，狕） （６）

式（３）可写成

犐（狓，狔，狕）
２
狓（狓，狔，狕）＋犐（狓，狔，狕）

２
狔（狓，狔，狕）＋

　狓犐（狓，狔，狕）狓（狓，狔，狕）＋狔犐（狓，狔，狕）·

　狔（狓，狔，狕）＝－犽狕犐（狓，狔，狕） （７）

相位的偏导数也可以通过式（８）和（９）计算

（狓，狔，狕）

狓
≈

犻＋１，犼－犻－１，犼
２犺

（狓，狔，狕）

狔
≈

犻，犼＋１－犻，犼－１
２

烅

烄

烆 犺

（８）


２

（狓，狔，狕）

狓
２ ≈

犻＋１，犼－２犻，犼＋犻－１，犼
犺２


２

（狓，狔，狕）

狔
２ ≈

犻，犼＋１－２犻，犼＋犻，犼－１
犺

烅

烄

烆 ２

（９）

式中犺为狓、狔方向上相同的离散化采样间隔，（犻，犼）

表示平面狓－狔上离散点的坐标位置．结合式（７）～

（９），可以得到离散后的方程为

犃犻＋１，犼＋犅犻－１，犼＋犆犻，犼＋１＋犇犻，犼－１－４犐犻，犼犻，犼＝

　－犽犺
２（犐狕）犻，犼 （１０）

式中，犃＝［犐犻，犼＋０．５犺（犐狓）犻，犼］，犅＝［犐犻，犼－０．５犺

（犐狓）犻，犼］，犆＝［犐犻，犼＋０．５犺（犐狔）犻，犼］，犇＝［犐犻，犼－０．５犺

（犐狔）犻，犼］．

通过分析可以看到，只需测量垂直于光轴平面

狕０ 处的聚焦强度以及狕０－Δ狕处的欠焦强度和狕０＋

Δ狕处的过焦强度，通过求解方程（１０）即可得到相

位．一般多重网格算法（Ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ，ＭＧ）是从最细层

开始计算的，给定初值计算最细层的近似解，然后计

算其残差，利用循环得到最终解．方程（１０）的唯一解

可用最大值原理证明［１７］．薛斌党等人提出的完全多

重网格方法（ＦｕｌｌＭｕｌｔｉｇｒｉｄ，ＦＭＧ）
［７］是将最细层方

程转化为最粗层，由最粗层网格开始计算方程解，并

９７８
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延拓到较细层作为初值利用循环计算较细层的解，

依次直到最细层．在此基础上，薛斌党等人此后提出

将完全多重网格与共轭梯度结合（ＦＭＧＣＧ）
［６］来改

善对于求解ＴＩＥ的速度和准确度．

与完全多重网格法的初值选择和总体计算方式

不同，本文多重网格方法的基本思想是：给定初值，

在最粗层网格上求解，并将此解作为最细层平滑迭

代的初值，然后计算残差，将残差传递到较粗层的网

格上求解，计算此网格层的残差解的残差，直至最粗

层用直接法求解，认为最粗层的残差解为精确解；然

后将这个精确解插值到较细一层修正较细层的残差

解，直至得到最细层的残差精确解，并修正先前得到

的相位解，通过一定的循环，得到最终的相位解．平

滑迭代方法可以用高斯赛德尔迭代法或者雅可比迭

代法．一般Ｖ循环
［１２］和本文Ｖ循环如图３．

图３　多重网格方法循环示意

Ｆｉｇ．３　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｍｕｌｔｉｇｒｉｄｃｙｃｌｅｓ

本文采用的插值算子犘，限制因子犚分别为

犘＝

１

４

１

２

１

４

１

２
１

１

２

１

４

１

２

熿

燀

燄

燅
１

４

，犚＝

１

１６

１

８

１

１６

１

８

１

４

１

８

１

１６

１

８

１

熿

燀

燄

燅１６

（１１）

３　实验

根据上面的理论分析，将本文算法步骤总结为：

１）模拟试验中给定聚焦平面强度图像和相位图

像，利用菲涅耳衍射得到与聚焦平面距离相同的两

幅散焦图像，在真实试验中给定三幅强度图像，并根

据式（４）计算强度微分；

２）在最粗网格层求解方程（１０）得到最粗网格层

的解；

３）将最粗层的解作为最细层的初解，利用Ｖ循

环得到最细网格层的精确解．

３．１　模拟实验

在实验中，分别将“Ｂａｂｏｏｎ”图像和细节丰富的

Ｌｅｎａ图像作为输入平面狕＝狕０ 的原始强度图像和

相位图像，像素为２５６×２５６，像素尺寸ｄ狓×ｄ狔＝

４×４μｍ
２，波长为λ＝６３２．８ｎｍ，强度在［０，１］之间

变化，相位在［－π，π］之间变化，如图４．

图４　输入平面的强度和相位分布

Ｆｉｇ．４　Ｓｉｍｕｌａｔｅｄｉｎｔｅｎｓｉｔｙａｎｄｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｎｔｈｅ

ｉｎｐｕｔｐｌａｎｅ狕＝狕０

根据菲涅耳衍射传播公式［１８］计算输出平面

Δ狕＝１００μｍ上的欠焦图像和过焦图像的强度分布，

如图５．

图５　散焦图像的强度分布

Ｆｉｇ．５　Ｄｅｆｏｃｕｓｅｄｉｍａｇｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

实验中，多重网格设为三层，Ｖ循环设为１０次，

迭代次数设为５００次．通过求解ＴＩＥ，恢复输入平面

上的相位信息，如图６．

图６　恢复的相位分布

Ｆｉｇ．６　Ｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｒｅｔｒｉｅｖａｌｉｎｏｂｊｅｃｔｐｌａｎｅ

采用 相 对 均 方 根 误 差 （ＲｏｏｔＭｅａｎＳｑｕａｒｅ，

ＲＭＳ）来估计相位恢复的准确度，如式（１２）所示，其

中表示实验恢复的相位，ｔｒｕｅ表示原始相位．本文

算法和文献［６］中算法的误差结果如表１．
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表１　本文算法与文献［６］算法的误差结果

犜犪犫犾犲１　犈狉狉狅狉狅犳狋犺犲狉犲狊狌犾狋狊犫犲狋狑犲犲狀狋犺犲狆狉狅狆狅狊犲犱

犪犾犵狅狉犻狋犺犿犪狀犱犚犲犳．［６］

Ｍｅｔｈｏｄ Ｐｒｏｐｏｓｅｄ ＭＧ
［６］ ＦＭＧ

［６］ ＦＭＧＣＧ
［６］

ＲＭＳ／（％） ２１．０８ ２５．８２ ２５．８１ ２５．６７

　　ＲＭＳ＝
Σ｜－ｔｒｕｅ｜

２

Σ｜ｔｒｕｅ｜槡 ２
（１２）

从图６和表１可以看出，对于复杂的光场和相

位，本文所研究的多重网格法能较好地恢复相位，同

时细节的恢复良好．

在图４（ａ）和图５中的强度图像上分别叠加随

机产生的噪音图像（σ～０．１），对每个噪音进行５０次

实验，结果取均值，并用 ＲＭＳ对恢复结果进行评

估，结果如图７．横坐标为随机产生的标准差为σ＝

０～０．１的高斯噪音，纵坐标为恢复结果的ＲＭＳ．可

以看出，σ在０．０６以下，本文算法具有良好的抗

噪性．

图７　相对均方根误差曲线

Ｆｉｇ．７　ＲＭＳｃｕｒｖｅ

３．２　真实实验

本文搭建了真实实验平台，如图８．该实验装置

由相机镜头、遮光管、ＣＣＤ和高准确度平移台组成．

将物体放置于相机镜头的前方（图８左侧），通过调

节平移台的移动控制ＣＣＤ的前后移动，从而拍摄不

同距离的强度图像，并从平移台的控制面板上读出

移动的距离Δ狕．

图８　实验平台装置

Ｆｉｇ．８　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｅｔｕｐ

用该实验平台装置拍摄了三幅强度图像，Δ狕＝

０．４ｍｍ，波长λ＝６３２．８ｎｍ，如图９．

图９　利用试验平台获取的三幅强度图

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｔｈｒｅｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｉｍａｇｅｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ

ｐｌａｔｆｏｒｍ

通过求解ＴＩＥ得到相位，恢复结果如图１０．相

位图中颜色越深表示物体和ＣＣＤ之间的距离越近，

颜色越浅表示距离ＣＣＤ越远（颜色的深浅是相对

的）．

图１０　恢复的物平面相位分布

Ｆｉｇ．１０　Ｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｒｅｔｒｉｅｖａｌｉｎｏｂｊｅｃｔｐｌａｎｅ

４　结论

本文主要研究了求解强度传输方程（ＴＩＥ）来恢

复相位的多重网格方法，以网格层本身的最粗层解

作为最细层初值，减少了部分计算量．通过模拟实验

和真实实验，测试了该方法的有效性、稳定性，以及

噪音情况下的恢复能力．
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