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磁诱导三维拓扑绝缘体波导中的导模

徐谊，何英，杨艳芳
（上海大学 理学院 物理系，上海２００４４４）

摘　要：在三维拓扑绝缘体表面上外加铁磁条形成的磁势垒量子阱，通过控制入射电子能量，使得

入射电子波限制在势阱中传播，并由波函数的连续性求得磁诱导三维拓扑绝缘体波导的色散方程．

由于此方程是超越方程，不能解析求解，因此本文采用图解法求解色散方程的解．研究表明：在入射

电子能量大于磁势垒和小于磁势垒的情况下，都能够形成波导；当入射电子的能量大于磁矢势时，

波导能够支持基模，而且模式阶数也依次递增；而当入射电子能量小于磁矢势时，波导能够承载的

导模数量有所减少．通过研究波导中导模几率密度的空间分布，发现三维拓扑绝缘体表面上磁场诱

导的电子波导能够很好地束缚电子，而且低阶模对电子的束缚能力强于高阶模．此外，本文也推导

出了波导的几率流密度分布的公式．
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０　引言

传统上固态材料按照其导电性可以分为导体、

半导体以及绝缘体．最近，一种新的绝缘体———拓扑

绝缘体（ＴｏｐｏｌｏｇｉｃａｌＩｎｓｕｌａｔｏｒ，ＴＩ）
［１３］，引起了科学

家们的广泛关注．拓扑绝缘体首先被预言存在于
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ＨｇＴｅ量子阱中
［４］，随后被实验证实这是一个二维

自旋霍尔绝缘体［５］．Ｂｉ１狓Ｓｂ狓 合金
［６］是首先被发现

的三维拓扑绝缘体．

三维拓扑绝缘体表面上的电子可以通过外加的

电磁场来调控［６１２］．本文主要研究在三维拓扑绝缘

体表面上外加磁场来限制拓扑绝缘体表面上电子的

运动，形成类似光波导的结构．众所周知，粒子具有

波粒二象性，固体中的电子与光波一样表现出相似

的波动性．基于电子的波动特性，获得类似光波导的

结构是有可能的．电子波导与光波导具有很大的相

似性，满足一定的条件就可以发生全反射从而形成

波导结构．例如：半导体材料构成的量子阱结构可以

视其为一平板电子波导［１３］；石墨烯上的静电势形成

的量子阱结构也可以束缚电子的运动，形成一电子

波导［１４］．此外，在石墨烯上加电磁场，形成静电势和

磁矢势共同作用的量子阱也能很好地束缚电子［１５］．

与石墨烯的能带色散关系类似，拓扑绝缘体中表面

态和边缘态的能带色散关系是线性的．这就使得在

三维拓扑绝缘体表面上加磁场形成类似光波导的结

构成为可能．

本文通过与光波导类比，利用磁场调制三维拓

扑绝缘体表面电子的运动，形成电子波导．利用图解

法对磁场诱导的三维拓扑绝缘体波导中的导模进行

详细研究．研究了波导中导模的几率密度的空间分

布，发现该波导能够很好地束缚电子．此外，推导出

了波导中导模的几率流密度分布函数．

１　模型

本文研究的是三维拓扑绝缘体（如Ｂｉ２Ｓｅ３）表面

外加磁场后的二维电子气．如图１（ａ），在三维拓扑绝

缘体表面上放置了两条平行的顺铁磁性磁条．它们产

图１　（ａ）三维拓扑绝缘体磁诱导的波导结构示意；（ｂ）对

应图１（ａ）的磁场及其产生的磁势垒

Ｆｉｇ．１　（ａ）Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｔｈｅｗａｖｅｇｕｉｄｅｉｎｄｕｃｅｄｂｙｍａｇｎｅｔｉｃ

ｆｉｅｌｄｉｎ３ＤＴＩ；（ｂ）Ｔｈｅｍａｇｎｅｔｉｃｆｉｅｌｄａｎｄｔｈｅ

ｍａｇｎｅｔｉｃｂａｒｒｉｅｒｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｔｏＦｉｇ．１（ａ）

生垂直于拓扑绝缘体表面的δ函数形式的磁场为

　　犅狕（狓）＝犅［δ（狓＋狑）－δ（狓）＋δ（狓－犱）－

　δ（狓－犱－狑）］ （１）

式中，犱是两个铁磁条的间距，狑是铁磁条在狓方向

上的宽度．在朗道规范下，其对应的磁矢势为

犃狔（狓）＝
０ （０＜狓＜犱）

犃狔 （狓≤０，狓≥犱｛ ）
（２）

这样形成的磁势垒的形状如图１（ｂ）．在这样的模型

中，如果势阱中的电子波能够在界面处总是发生全

反射，那么就可以将电子束缚在势阱中，形成类似于

光波导的电子波导．

２　色散方程

在所考虑的模型中，对于Γ点附近的低能级电

子来说，描述电子运动的有效哈密顿量［８９］为

犎＝狏Ｆσ（π×狕
∧）＋犞（狓）＋犎狕 （３）

式中狏Ｆ 是系统的费米速度，σ＝（σ狓，σ狔，σ狕）是自旋泡

利矩阵．π＝狆＋ｅ犃（狓），其中犃（狓）是朗道规范下的

磁矢势，犃（狓）＝［０，犃狔（狓），０］．狕
∧
是垂直于三维拓扑

绝缘体表面的单位矢量．在本文所研究的模型中，静

电势为零，即：犞（狓）＝０．式（３）中最后一项 犎狕＝

犵μＢσ·犅是由塞曼自旋分裂引起的．由于在弱磁场

下，塞曼效应对电子输运过程的影响很小，因此可以

将此项略去［８９］．因此，靠近Γ点的低能级电子的运

动可以由式（４）来描述．

狏Ｆσ·（π×狕
∧）Ψ（狓，狔）＝ΕΨ（狓，狔） （４）

式中，Ψ（狓，狔）＝［ψ１（狓，狔），ψ２（狓，狔）］
Ｔ．ψ１（狓，狔），和

ψ２（狓，狔）是电子波函数的两个分量．

为了简便，引入两个特征量：磁场特征长度犾Ｂ＝

（／ｅ犅０）
１／２和特征能量犈０＝狏Ｆ／犾Ｂ．其他所有的量

都将以这两个量为单位进行无量纲化处理．对于典

型的磁场强度犅０＝０．１Ｔ，有犾Ｂ＝８１．１ｎｍ，犈０＝

７．０ｍｅＶ．以特征长度为单位，有：狉→犾Ｂ狉，犽→犽／犾Ｂ；

以特征能量为单位，有犃狔（狓）→犅０犾Ｂ犃狔（狓），犈→

犈０犈和犞→犈０犞．由于狔方向的传播不变性，可将波

函数表示成ψ１，２（狓，狔）＝１，２（狓）ｅ
ｉ犽
狔狔的形式，代入方

程（４）有

－


狓
－犽狔－犃（ ）狔 １＝犈２ （５ａ）



狓
＋犽狔＋犃（ ）狔 ２＝犈１ （５ｂ）

由式（５ａ）和（５ｂ）可得到一类亥姆霍兹方程


２

狓
２１，２－（犽狔＋犃狔）

２

１，２＋犈
２

１，２＝０ （６）

将式（６）与光学中的亥姆霍兹方程比较，可以发

５６５
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现这里的电子波矢犈与光学中的光波矢量处于相

同的地位，（犽狔＋犃狔）与光波导中的传播常量类似．

根据波导理论，方程（６）的解为

　１（狓）＝

犃ｅα狓 （－∞，０）

犅ｃｏｓ（犽狓狓）＋犆ｓｉｎ（犽狓狓） （０，犱）

犇ｅ－α
（狓－犱） （犱，＋∞

烅

烄

烆 ）

（７）

将式（７）代入（５ａ）可得φ２（狓）

２（狓）＝

　

犽狔＋犃狔－α
犈

犃ｅα狓 （－∞，０）

犅ｓｉｎ（犽狓狓＋θ）－犆ｃｏｓ（犽狓狓＋θ） （０，犱）

犽狔＋犃狔＋α
犈

犇ｅ－α
（狓－犱） （犱，＋∞

烅

烄

烆
）

（８）

式中，（犽狓，犽狔）＝犈（ｃｏｓθ，ｓｉｎθ），犈是入射电子能量，

θ是入射角．衰减常量α＝ （犽狔＋犃狔）
２－犈槡

２为一实

数，否则在势垒区便不存在消逝波．可见，要形成波

导，就需要满足条件：犽狔＋犃狔 ＞ 犈 ．

由波函数１（狓）和２（狓）在狓＝０和狓＝犱处的

连续性可以得到相应的色散方程为

α犽狓ｃｏｓ（犽狓犱）

犈
＋
（犽狔＋犃狔）犽狔

犈
－［ ］犈 ·

　ｓｉｎ（犽狓犱）＝０ （９）

方程（９）也可以写成

ｔａｎ（ξ）＝犉（ξ）＝

ξ （ （犈犱）２－ξ槡
２＋犃狔犱）

２－（犈犱）槡 ２

（犈犱）２－（ （犈犱）２－ξ槡
２＋犃狔犱） （犈犱）２－ξ槡

２
（１０）

式中，ξ＝犽狓犱．由于方程（１０）是一个超越方程，无法

得到解析解．因此，本文采用了光波导中常用的方

法———图解法．

３　振荡导模

由色散方程（１０）可以得到波导的能谱图，如图２．

图中所取参量为犱＝１，犃狔＝１０．图中边界线（点线）

图２　波导的能谱曲线

Ｆｉｇ．２　Ｅｎｅｒｇｙｓｐｅｃｔｒｕｍｆｏｒｔｈｅｗａｖｅｇｕｉｄｅ

由犽狔＝犈和犽狔＋犃狔＝犈给出．由图２可以看出，不

管入射电子能量大于还是小于磁势垒的高度，只要

满足一定条件，就能得到导模．当犈＝１２＞犃狔＝１０

时，波导可以支持四个导模；而当犈＝８＜犃狔＝１０

时，波导只能承载三个导模．

如图３所示，实线表示ｔａｎ（ξ）和ξ的关系，虚

线表示犉（ξ）和ξ的关系，实线和虚线的交点给出了

对应波导导模的ξ解，图中交点的个数显示了波导

中导模的存在个数．将所得到的一系列ξ值代入式

（７）和（８）中，就可以得到波函数１（狓）和２（狓），通

过对波函数的分析就可以求得波导所支持的模式．

由图２可知，在犈＞犃狔 和犈＜犃狔 的情况下，都存在

导模，这里我们选取犈＝１２和犈＝８，其对应的色散

曲线分别如图３（ａ）和（ｂ）．可以看出，图３（ａ）中有四

个交点（ξ＝２．７１９７，５．４１７０，８．０５５７，１０．５３３７），此时

波导可以承载四个导模；图３（ｂ）中有三个交点（ξ＝

２．６０７０，５．１５８７，７．４９４２），波导中有三个导模．这

与图２中所得出的结论是一致的．从图２也可以看

出，改变入射电子能量可以改变该波导所支持的模

式数．

图３　有关ξ的振荡导模的图解法

Ｆｉｇ．３　Ｇｒａｐｈｉｃａｌｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎｏｆξｆｏｒｇｕｉｄｅｄｍｏｄｅｓ

３．１　导模波函数

当犈＝１２时，对应于图３（ａ）中四个交点的波函

数如图４．基于光波导理论，本文定义波函数与坐标

轴狓的交点个数为导模的模式阶数．由于波函数１

和２ 有着相似的性质，为了简洁，本文仅讨论波函

数１．从图４中可以清楚的看出，波导能够支持基

模、一阶模、二阶模、三阶模．当然，改变所取的物理

参量，可以得到更多的导模模式．

当犈＝８时，此时波导中所支持的导模的波函

数如图５．可以看出，此时波导能够支持基模，一阶

模，二阶模．但与犈＝１２的情况相比，此时波导能够

承载的模式数目要少．
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图４　对应于图３（ａ）中四个交点的振荡导模的波函数

Ｆｉｇ．４　ＴｈｅｗａｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｇｕｉｄｅｄｍｏｄｅｓａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｄｉｓｔａｎｃｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｔｏｔｈｅｆｏｕｒｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｓｉｎＦｉｇ．３（ａ）

图５　对应于图３（ｂ）中三个交点的振荡导模的波函数

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｗａｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｇｕｉｄｅｄｍｏｄｅｓａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｄｉｓｔａｎｃｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｔｏｔｈｅｔｈｒｅｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｓｉｎＦｉｇ．３（ａ）

３．２　几率密度的空间分布

波导中几率密度的空间分布如图６和图７，分

别对应图４和图５中的波函数．由图６和图７可以

看出，磁场诱导的三维拓扑绝缘体波导能够很好地

束缚电子，在波导通道之外产生的是消逝波．同时也

可以看出，低阶模对电子的束缚能力里比高阶模强．

此外，φ１＋φ２
２ 对于通道中心位置狓＝０．５是不对

称的，而 φ１，２
２ 对于中心位置则是对称的．
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图６　对应于图４中波函数的几率密度空间分布

Ｆｉｇ．６　ＳｐａｔｉａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｉｅｓｗｉｔｈｉｎｔｈｅｗａｖｅｇｕｉｄｅｆｏｒｔｈｅｗａｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓｉｎＦｉｇ．４

图７　对应于图５中波函数的几率密度空间分布

Ｆｉｇ．７　ＳｐａｔｉａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｉｅｓｗｉｔｈｉｎｔｈｅｗａｖｅｇｕｉｄｅｆｏｒｔｈｅｗａｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓｉｎＦｉｇ．５

３．３　几率流密度

由式（３）可以得到，描述Γ点附近低能级电子

运动的含时方程

（狏Ｆ／犾Ｂ）（－ｉσ狓狔＋ｉσ狔狓＋犃狔σ狓）Ψ＝ｉ
Ψ
狋

（１１）

对式（１１）取厄密共轭有

狏Ｆ／犾Ｂ（ｉ狔Ψ
＋
σ狓－ｉ狓Ψ

＋
σ狔＋犃狔Ψ

＋
σ狓）＝

　－ｉ
Ψ

＋

狋
（１２）

由Ψ
＋×（１１）－（１２）×Ψ 有

－［狔（Ψ
＋
σ狓Ψ）－狓（Ψ

＋
σ狔Ψ）］狏Ｆ／犾Ｂ＝

　
（ΨΨ

＋）

狋
（１３）

由ρ／狋＋·犑＝０有犑狔＝（Ψ
＋
σ狓Ψ）狏Ｆ／犾Ｂ．

因此代入１ 和２ 可以得到不同区域内的犑狔．

犑狔＝

２犮１犃
２ｅ２α狓狏Ｆ／犾Ｂ （狓＜０）

２［犅ｃｏｓ（犽狓狓）＋犆ｓｉｎ（犽狓狓）］·

［犅ｓｉｎ（犽狓狓＋θ）－犆ｃｏｓ（犽狓狓＋θ）］狏Ｆ／犾Ｂ
（０＜狓＜犱）

２犮２犇
２ｅ－２α

（狓－犱）狏Ｆ／犾Ｂ （狓＞犱

烅

烄

烆 ）

（１４）

式中：犮１＝
犽狔＋犃狔－α

犈
，犮２＝

犽狔＋犃狔＋α
犈

．

系数犃犅犆犇之间的关系为

犃
犆
＝
犅
犆
＝
ｃｏｓθ－犮１
ｓｉｎθ

，犇
犆
＝ｓｉｎ（犽狓犱）＋

ｃｏｓθ－犮１
ｓｉｎθ

４　结论

本文研究了磁场诱导的三维拓扑绝缘体的电子

波导中的导模．利用图解法分析了该波导中的各种

导波模式的解．结果表明，不论入射电子能量大于还

是小于磁矢势，只要满足一定条件就能够形成波导．

当入射电子能量大于磁矢势时，该波导能够支持基

模、一阶模、二阶模和三阶模；而当入射电子能量小

于磁矢势时，波导能够支持基模、一阶模和二阶模．

但是，此时波导能够承载的导模数量减少．通过研究

该波导几率密度的空间分布，发现该波导能够很好

地束缚电子，而且低阶模对电子的束缚能力高于高

阶模．此外，我们还推导了波导各个区域中电子的几

率流密度的分布函数．磁诱导的三维拓扑绝缘体波

导中导模的特性可能对制作基于三维拓扑绝缘体的

电子器件有潜在的应用价值．
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