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分段线性序列的重采样

邓家先，管丽娜
（海南大学 信息科学技术学院，海口５７０２２８）

摘　要：为了避免基于有限更新率的连续域信号采样涉及复杂的运算问题，认真研究分段线性序列

特点，提出一种在离散域进行信号参量提取的方法，称之为序列重采样．给出了有限长序列更新率

定义，总结出一种适合简单分段线性序列的参量提取算法———试探法，将之推广到一般分段线性序

列．不需要事先知道更新率的数量，也不需要在连续域进行运算，从采样后的序列中直接检测信号

更新点和更新参量，从而实现信号采样．对所提出的算法进行了仿真，结果表明该算法是有效的．
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０　引言

在信号处理和通信领域，香农采样具有重要的

作用．香农采样理论要求待采样信号的带宽是有限

的，而无限带宽的信号是不能利用香农采样理论进

行采样的，否则无法精确重建原始信号．针对香农采

样理论面临的不足，Ｈ．Ｏｇａｗａ总结了采样理论的研

究成果［１］；ＭｉｃｈａｅｌＵｎｓｅｒ等提出了广义采样理

论［２］；随着采样理论的进一步研究，Ｍ．Ｖｅｔｔｅｒｌｉ等

提出了有限更新率［３］，并指出带限信号之所以能够

采样并精确重建，是因为带限信号的更新率是有限

的．ＰｉｅｒＬｕｉｇｉＤｒａｇｏｔｔｉ对有限更新率进行了深入研

究，对连续域分段信号的采样进行了研究，并讨论了

采样时间段与更新率和矩的数量之间的关系［４］．

长期以来，信号采样一直是信号分析方面研究

的问题．自从有限更新率提出以来，不断有学者对有

限更新率的采样问题进行研究［５７］，部分学者开始讨

论有限更新率的实际应用问题，如在图像处理中的

特征提取及更高分辨率的图像重建方面的应用

等［８９］．目前，有限更新率的采样是在连续域内展开

的，而如何利用经过均匀采样后的数据序列来提取

更新参量，即序列重采样问题，还没见到相应文献．

在序列处理中，对采样得到的序列进行重采样

也是十分必要的［１１１３］．目前，重采样研究主要是如何

根据得到的序列重建原始连续信号．然而如何利用

有限更新率实现序列重采样，从而得到序列的函数
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表示式，这类序列的采样问题有待研究．

由文献［４］可知，利用有限更新率对连续信号采

样，需要事先知道更新率的数量，并对连续信号进行

微分得到狄拉克流或者微分狄拉克流，然后多次解

ＹｕｌｅＷａｌｋｅｒ方程得到描述信号的参量，如产生突

变的时间、幅值或者斜率等参量．

如果将连续域分段信号采样的方法直接推广到

离散域，对分段线性序列进行重采样，同样需要事先

知道更新率、矩的数量，从而确定观测信号的数量，

并多次解ＹｕｌｅＷａｌｋｅｒ方程，才能得到序列突变的

时间、幅值或者变化斜率等参量．

针对上述方法的不足，本文提出了一种基于有

限更新率的分段线性序列重采样方法，不需要事先

知道更新率的数量、观测序列数量，也不需要解

ＹｕｌｅＷａｌｋｅｒ方程．不断增加观测数据数量，确定产

生更新的参量，一旦出现两次更新，则将第二次更新

点作为新的观测起始点，重新检测更新参量．

１　序列的有限更新率

Ｍ．Ｖｅｔｔｅｒｌｉ在讨论连续信号采样时，引入了有

限更新率的概念．给定函数φ（狋），考虑具有下列形

式的信号

狓（狋）＝∑
狀∈犣
犮狀φ

狋－狀犜（ ）犜
（１）

狓（狋）频率带限则是上述公式的一个特例．显然，令φ
（狋）＝ｓｉｎ犮（狋），就是大家都熟悉的香农采样的精确

重建信号形式．这里已经将φ（狋）的范围扩展．

考虑一个函数序列｛φ狉（狋）｝狉＝０，１，…犚，且函数的移

位也是任意的，并将上述公式可以进一步推广，得到

信号重建公式

狓（狋）＝∑
狀∈犣
∑
犚

狉＝０
犮狀狉φ狉

狋－狋狀（ ）犜
（２）

得到采样信号重建的更一般形式．

在时间间隔（狋犪，狋犫），引入计数函数犆狓（狋犪，狋犫），

定义更新率ρ为

ρ＝ｌｉｍ
τ→∞
犆狓 －

τ
２
，τ（ ）２

在有限时间段τ，局部有限更新率定义为

ρ＝
１

τ
犆狓 狋－

τ
２
，狋＋
τ（ ）２

现在的任务就是从连续信号中，如何提取描述信号

的参量犮狀狉、狋狀，从而根据这些参量重建原始信号．这

就是有限更新率信号采样问题．

一般情况下，认为序列都是通过对连续信号等

间隔采样得到的，如何使用更为简洁的形式来描述

序列，即实现对序列的重采样，具有理论和实际应用

意义．所以，有关序列的重采样有待研究．

将式（１）由连续域推广到离散域，有

狓（狀）＝∑
犽∈犣
犮犽φ（狀－狋犽） （３）

只要能够有效检测出序列的更新参量犮犽、狋犽，就可以

根据这些参量重建序列本身．这里只是讨论非周期、

有限长序列的重采样问题．由于序列没有时间的概

念，对于长度为犖 的序列，给出下列定义．

定义１给定长度为犖 的非周期序列狓（狀），其

参量表示如式（３）所示，引入一个计数参量犆狓（０，犖

－１），则序列的更新率就定义为

ρ＝犆狓（０，犖－１）

更新率ρ就是由式（３）描述的序列参量的数量．

本文限于讨论分段线性序列的重采样，即式（３）

中的φ（狀－狋犽）是分段线性序列．从后续的分析可知，

脉冲序列和阶跃序列都是其特殊形式．为了避免确

定观测序列突变参量过程中的微分运算和多次解

ＹｕｌｅＷａｌｋｅｒ方程，根据序列的特点，提出相应的采

样算法．

２　简单分段线性序列的采样

考虑一下简单分段函数

狓（狀）＝犪＋犫（狀－狋１）ε（狀－狋
′
１） （４）

其中狀为整数，狋１ 为实数，狋
′
１＝ 狋１ ，．表示下

取整，狓（０）＝犪，ε（狀）为单位阶跃序列，即

ε（狀）＝
１ 狀≥０

０ 狀＜｛ ０

现在的任务是根据观测到的序列，检测出该分段函

数的参量———变化斜率犫和产生变化的时刻狋１．在

研究连续信号的有限更新率时，对于狄拉克流，Ｌｕｉｇｉ

Ｄｒａｇｏｔｔｉ等通过计算函数的矩，得到函数的跳变时刻

和变化幅值．与之类似，也通过计算矩实现参量提取．

给定长度为犖 分段线性序列．令整数 犕 满足

犕≤犖，计算矩为

犿０（犕）＝∑
犕－１

狀＝０
犳（狀） （５）

当犕≤狋
′
１＋１时，犿０（犕）＝犕犪，而当犕＞狋

′
１ 时

犿０（犕）＝∑
犕－１

狀＝０
犳（狀）＝∑

犕－１

狀＝０
犪＋∑

犕－１

狀＝狋
′
１

犫（狀－狋１）＝犕犪＋

　犫 ∑

犕－１－狋
′
１

狀＝０
狀＝犕犪＋犫

（犕－１－狋１）（犕－狋１）

２

综合起来

　犿０（犕）＝∑
犕－１

狀＝０
犳（狀）＝

犕犪 犕≤狋１＋１

犕犪＋犫
（犕－１－狋１）（犕－狋１）

２
犕＞狋１

烅

烄

烆 ＋１
（６）

矩犿１（犕）为

２９４
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犿１（犕）＝∑
犕－１

狀＝０
狀狓（狀） （７）

当犕≤狋
′
１＋１时，犿１（犕）＝

犕（犕－１）犪
２

，而当 犕＞

狋′１＋１时

　犿１（犕）＝∑
犕－１

狀＝０
狀狓（狀）＝∑

犕－１

狀＝０
犪狀＋∑

犕－１

狀＝狋
′
１

犫狀（狀－狋１）＝

犕（犕－１）犪
２

＋犫 ∑

犕－１－狋
′
１

狀＝０
狀（狀＋狋１）＝

犕（犕－１）犪
２

＋

犫 ∑

犕－１－狋
′
１

狀＝０
狀２＋犫狋１ ∑

犖－１－狋
′
１

狀＝０
狀＝
犕（犕－１）犪

２
＋

犫 ∑

犕－１－狋
′
１

狀＝０
狀２＋狋１（犿０－犕犪）

综合起来

犿１（犕）＝

犕（犕－１）犪
２

犕≤狋
′
１＋１

犕（犕－１）犪
２

＋犫 ∑

犕－１－狋
′
１

狀＝０
狀２＋

狋１（犿０－犕犪） 犕＞狋
′
１

烅

烄

烆 ＋１

（８）

由于简单分段线性序列中只有两个参量（犫，

狋１），从式（６）、（８）可以看出，只要满足犕＞狋
′
１＋１，理

论上就可以解出相应参量．但是由于表达式过于繁

琐，直接求解上述方程并不可取．如果犖≥狋
′
１＋３时

式（４）成立，当犕≥狋
′
１＋１时，有

　狓（犕＋１）－狓（犕）＝犪＋犫（犕－狋１＋１）－

［犪＋犫（犕－狋１）］＝犪＋犫（犕－狋１＋１）－

［犪＋犫（犕－狋１）］＝犫 （９）

　犿０（犕＋１）－犿０（犕）＝（犕＋１）犪＋

犫
（犕＋１－狋１）（犕－狋１）

２
－［犕犪＋

犫
（犕－１－狋１）（犕－狋１）

２
］＝犪＋犫（犕－狋１） （１０）

即

犫＝狓（犕＋１）－狓（犕） （１１ａ）

狋１＝犕－
犿０（犕＋１）－犿０（犕）－犪

犫
（１１ｂ）

这显然是合理的，从式（４）可以看出，序列就是在

狀＝狋′１＋１开始线性变化，而此时序列的数据数量就

是狋１＋２．

将求解出的参量犫、狋１ 代入式（８），如果式（８）成

立，则说明有式（１１ａ）、式（１１ｂ）求解出的参量是合理

的；否则，说明前提条件 犖≥狋
′
１＋３不成立，即狀≥

狋′１＋１时刻出现了序列跳变，但是不满足式（４）．

这种求解更新参量解法称之为试探法．算法如下：

１）令犕＝１；

２）求解犫（犕）＝狓（犕＋１）－狓（犕），如果犫（犕）

＝０，则犕＝犕＋１，返回２）；

否则，犕＝犕＋１跳转至３）；

３）由式（１１ａ）、（１１ｂ）计算出相应参量；

４）代入式８），如果成立，则表示求解参量有效，

否则只是认为在狀＝狋′１＋１出现信号跳变，而更新率

参量犫、狋′１ 无效．

３　分段线性序列的采样

前面讨论了简单分段线性序列的采样问题，简

单分段线性序列是指更新率为１的线性函数，即式

（４）表示的分段线性函数，这类序列的重采样相对比

较简单，只要采用提出的试探法就能够提取到更新

参量．一般分段线性序列是指更新率大于１的分段

线性函数，除了使用上述试探法来提取更新参量之

外，更主要的是如何识别某一分段函数的截止时间，

从而为后续参量提取提供起始时刻，即函数的分段

问题．下面讨论一般分段线性序列的采样问题．

长度有限的分段线性序列可以表示为

狓（狀）＝犪＋∑
犓

犻＝１
犫犽（狀－狋犽）［ε（狀－狋

′
犽＋１＋１）－

　ε（狀－狋
′
犽）］ （１２）

使用有限更新率对上述信号进行重采样，即提取参

量（犫犽、狋犽）犽＝１，２…犓，其中犓 就是该序列的更新率

数量．

如果信号是分段线性的连续函数，则可以通过

对信号进行微分，从而将之变换为狄拉克流或者微

分狄拉克流，在通过参量矩计算出参量狋犽，然后计算

出参量犫犽．但是，该算法的重要前提是需要知道更

新率的数量，并两次解ＹｕｌｅＷａｌｋｅｒ方程．

从上文可知，分段线性序列更新参量的求解并

不需要像连续信号那么复杂，无需求解 Ｙｕｌｅ

Ｗａｌｋｅｒ方程．即使更新率的数量未知，也可以通过

逐次试探方法求解出更新率的数量和相应参量．

下面讨论如何将试探解法进一步拓展，使其用

于解决分段线性序列中的问题．

对上文的分段线性函数加以扩展，有

　狓１（狀）＝犪＋犫１（狀－狋１）［ε（狀－狋
′
２＋１）－ε（狀－狋

′
１）］＋

犫２（狀－狋２）［ε（狀－狋
′
３＋１）－ε（狀－狋

′
２）］ （１３）

将犕 的取值范围扩大到犕∈［０，狋２＋１］，则式（６）、

式（８）修正为

犿０（犕）＝∑
犕－１

狀＝０
犳（狀）＝

犕犪 犕≤狋
′
１＋１

犕犪＋犫１
（犕－１－狋１）（犕－狋１）

２
　 狋′１＋１＜犕≤狋

′
２＋１

犕犪＋犫１
（犕－１－狋１）（犕－狋１）

２
＋

犫２ ∑

犕－１－狋
′
２

狀＝０
狀（狀＋狋２） 犕＞狋

′
２

烅

烄

烆
＋１

（１４）
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由上文讨论的试探法解出参量犫１、狋１，在 犕∈［狋
′
１＋

１，狋′２］范围内应该满足

犿０（犕）＝犕犪＋犫１
（犕－１－狋１）（犕－狋１）

２

和

犕（犕－１）犪
２

＋犫１ ∑

犕－１－狋
′
１

狀＝０
狀２＋狋１（犿０－犕犪）

一旦犕＞狋２，则上述关系不成立，利用这一特性可以

识别出第一线性段的结束狋′２，设 犕１ 为上述公式不

成立的最小犕，则有

犕１－１＝狋
′
２＋１

即

狋′２＝犕１＋２ （１５）

参量狋２ 确定后，直接讨论狀∈［狋２，狋３＋１］的采样问

题，令犪１＝犳（狋２），式（１３）等价为

狓２（狀）＝犪１＋犫２（狀－狋２）［ε（狀－狋
′
３＋１）－

　ε（狀－狋
′
２）］ （１６）

这与前文讨论的问题完全相同，同样方法，可以确定

出参量犫２、狋２ 和狋３．以此类推就可以得到序列所有的

更新率参量，完成序列重采样．

如果得到的参量满足狋′犻＋１＝狋
′
犻＋１，且犫犻＋１＝０，

则表示在狋′犻＋１时刻出现了阶跃，阶跃信号的幅值为

狓（狋犻）－狓（狋犻）＝１／犫犻．

如果狋′犻＋１＝狋
′
犻＋１，且

犫犻＋１＝－犫犻

狓（狀）＝狓（狋′犻）狋
′
犻＜狀≤狋

′烅
烄

烆 犻

则表示在狋犻＋１＝狋犻＋１时刻出现了脉冲信号，脉冲信

号幅值为狓（狋′犻）－狓（狋
′
犻）＝１／犫犻．

４　实验结果与分析

对所提出算法进行仿真，原始序列如图１所示．

可以看出，该序列是分段线性序列．根据所提出算

法，第１次序列分段处理的结果如图２所示．

图１　原始数据

Ｆｉｇ．１　Ｏｒｉｇｉｎｄａｔａ

图２　第１次检测结果及参量

Ｆｉｇ．２　Ｆｉｒｓｔｄｅｔｅｃｔｅｄｒｅｓｕｌｔａｎｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

　　从中可以看出，所提出算法能够准确检测到序

列发生突变的起始位置狋′１＝９和终止位置狋
′
２＝１７．

检测到的参量如下犫１＝０．２５，狋１＝９．２５，检测结果与

给定仿真数据吻合．

将第１次检测到的狋′２ 作为第２次检测的起始

图３　第２次检测结果

Ｆｉｇ．３　Ｓｅｃｏｎｄｄｅｔｅｃｔｅｄｒｅｓｕｌｔ

点，然后可以计算出第２组序列的斜率和变化起始

位置，如图３所示，同样，检测出的参量与给定仿真

数据相符．

剩余分段检测结果不再赘述．由此可见，所提出

算法能够准确实现数据分段，并能够精确检测出相

应的更新参量．

５　结论

以分段线性信号为研究对象，利用均匀采样得

到的样点值进行分析计算，得到原始连续信号更新

参量，实现了数字信号处理方法实现数据重采样．所

提出算法不需要解ＹｕｌｅＷａｌｋｅｒ方程，从而避免了

复杂的矩阵运算．对理论分析的结果进行仿真，结果

表明所提出算法能够准确检测出重建连续信号所需

４９４
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要的更新参量．

基于有限更新率的数据采样十分重要，对其研

究有待进一步深入．今后希望在利用均匀采样序列

对更多类型数据的重采样进行研究，并进一步探讨

其在实际工程中的应用．
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