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高阶非线性薛定谔方程的分步小波方法
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摘　要：用小波变换代替傅里叶变换解高阶非线性薛定谔方程，为高阶薛定谔方程的数值解提供了

一种工具，提高了运算速度．本文分析了高阶非线性薛定谔方程分步解法的一般形式，选用Ｄｂ１０

小波，得到了小波微分算子和色散算子对应的矩阵，得出了分步小波方法的算法公式．推导了色散

算子和时域信号在小波域相乘的近似运算公式，说明了分步傅里叶方法比分步小波方法的复数乘

法次数更多，同时说明了提高运算速度必须舍弃一定的运算准确度．最后以分步傅里叶方法为准，

分析了分步小波方法的误差，结果表明：对于一阶孤子，分步小波方法与分步傅里叶方法间的相对

误差在１．２％左右波动．
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０　引言

利用数值方法求解非线性薛定谔方程是研究非

线性光纤光学的一种重要方法．非线性薛定谔方程

具有不同的解法，其中最常用的是分步傅里叶方

法［１２］．近年来，国内外学者对信号在小波域的微分

开展了大量研究，特别是利用Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波对信

号进行微分［３６］．利用二维小波分解，可以降低矩阵

与向量相乘的运算复杂度［７］，为小波变换用于解非

线性薛定谔方程奠定了基础，因而分步小波方法随

之出现［８１０］．然而前人的研究工作都没有涉及高阶

效应，限制了该方法的应用范围．

本文分析了高阶非线性薛定谔方程分步解法的

一般形式，选取Ｄｂ１０小波，得到了小波微分算子和

色散算子对应的矩阵，得出了分步小波方法的算法

公式．推导了色散算子和时域信号在小波域相乘的

近似运算公式，说明了分布傅里叶方法比分步小波

方法的复数乘法次数更多，也就意味着必须舍弃一

定的运算准确度才能提高运算速度．最后，以分步傅

里叶方法为准，分析了分步小波方法的误差，结果表

明：对于一阶孤子，分步小波方法与分步傅里叶方法

间的相对误差在１．２％左右波动．

１　非线性薛定谔方程及分步解法

假定光纤损耗得到周期放大器提供的增益补

偿，光脉冲传输可由归一化非线性薛定谔方程描述

ｉ
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＋
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　ｉ狊

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（｜狌｜

２狌）＋τ犚狌
｜狌｜

２

τ
（１）

式中狌、ξ、τ分别为归一化脉冲包络复振幅、归一化

距离和归一化时间，可分别表示为

　狌＝［
γ犜

２
０

｜β２｜
］１／２犃＝

犃

犘槡 ０

，ξ＝
｜β２｜狕

犜２０
，τ＝
狋－狕／狏ｇ
犜０

式中，犃为脉冲的实际振幅，狕为传输距离，狋为时

间，狏ｇ为脉冲群速度，犘０ 为输入脉冲峰值功率，对双

曲正割脉冲，犜０＝犜ＦＷＨＭ／１．７６为脉冲初始半宽度，

γ为光纤的非线性系数，δ３＝β３／６｜β２｜犜０，狊＝１／

ω０犜０，τＲ＝犜Ｒ／犜０ 分别为归一化的三阶色散参量、

自陡峭参量和喇曼自频移参量．分步小波方法与分

步傅里叶方法在处理自陡效应和喇曼效应的方法相

同，为了突出其不同点，忽略了方程中的喇曼效应和

自陡效应，方程变为
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根据分步方法的基本原理，式（１）改写为

狌

ξ
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∧

＋犖（ ）
∧

狌 （３）

式中，犇
∧

表示线性介质的色散；犖
∧

表示非线性算符．
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分步方法假定在传输过程中，光场每通过一小

段距离，色散和非线性效应可分别作用，得到近似结

果．第一步，仅有非线性作用；第二步，仅有色散作

用，其数学表达式为

狌（ξ＋犺，τ）＝ｅｘｐ［犺（犇
∧

＋犖
∧

）］狌（ξ，τ） （５）

为了提高准确度，本文采用对称形式

狌（ξ＋犺，τ）≈ｅｘｐ（
犺
２
犇
∧

）ｅｘｐ［∫
ξ＋犺

ξ

犖
∧

（ξ′）ｄξ′］·

　ｅｘｐ（
犺
２
犇
∧

）狌（ξ，τ） （６）

只要步长犺和τ足够小，准确度可以得到保证．由于

采用分步小波算法，τ的选择必须满足２
－犼（犼∈犣）．

２　多尺度小波分解

离散傅里叶分析把能量有限信号分解为一系列

的正弦波和余弦波．也就是说，将原始信号映射到正

弦波和余弦波构成的犔２（犚）空间上．与此类似，小波

变换是把信号映射由到一系列“小波”构成的子空间

上．

犞犼称为近似空间．根据近似空间的不同，φ有

多种选择，从而对应不同的多分辨率分析．其中犞０

称为零度空间，在此空间上，信号可分解为

犘０犳（狓）＝∑
犖－１

犽＝０
狊０犽φ（狓－犽） （７）

式中，狊０犽＝〈犳（狓），φ（狓－犽）〉．由于空间犞１ 包含犞０，

也就是说，信号可以在空间犞１ 上分解，并且比在犞０

上分解更加接近犳（狓）（显然，在犞１ 上分解时点数更

多），以此类推，信号可在犞狀 上分解为

犘狀犳（狓）＝∑
犖－１

犽＝０
狊狀犽φ（２

狀狓－犽） （８）

犞狀 与犞０ 关系为：φ
犽
狀＝２

狀／２
φ（２

狀－犽）

３　小波微分算子及算子矩阵

３．１　微分算子矩阵

信号在空间犞犼上的投影可表示为

犘犼犳（狓）＝∑
犖－１

犽＝０
狊犼犽φ（２

犼狓－犽） （９）

犘表示映射运算．则其对狓求导为

ｄ

ｄ狓
犘犼犳（狓）＝∑

犖－１

犽＝０
狊犼犽
ｄ

ｄ狓φ
（２犼狓－犽） （１０）

此时ｄ
ｄ狓
犳（狓）并没有映射在φ（狓）空间上，

ｄ

ｄ狓φ
（狓）不

正交．为使其正交，将
ｄ

ｄ狓φ
（狓）映射在φ（狓）空间上

［５］

犘犼
ｄ

ｄ狓
犘犼犳（狓）＝∑

犖－１

犾＝０

〈ｄ
ｄ狓
犘犼犳（狓），φ（２

犼狓－犾）〉·

φ（２
犼狓－犾）＝∑

犖－１

犾＝０
∑
犖－１

犽＝０
狊犼犽２

犼〈ｄ
ｄ狓φ

（２犼狓－犽），

φ（２
犼狓－犾）〉φ（２

犼狓－犾）

即

ｄ

ｄ狓
犳（狓）＝∑

犖－１

犽＝０
狊犼犽·犚

犎
１φ（２

犼狓－犽）＝

　∑
犖－１

犽＝０
狊犼′犽φ（２

犼狓－犽） （１１）

犚１ 中的元素为狉
犼
犽，犾＝２

犼〈ｄ
ｄ狓φ

（狓－犽），φ（狓－犾）〉，其维

数为犖×犖，犚犎１ 表示犚１ 的转置矩阵．类似的，对狓

二阶求导

ｄ２

ｄ狓２
犳（狓）＝∑

犖－１

犽＝０
狊犼犽·犚

犎
２φ（２

犼狓－犽）＝

　∑
犖－１

犽＝０
狊犼′犽φ（２

犼狓－犽）

即

狊犼′犽＝狊
犼
犽·犚

犎
２ （１２）

犚２ 中的元素为

狉犼犽，犾＝２
２犼〈ｄ

２

ｄ狓２φ
（２犼狓－犽），φ（２

犼狓－犾）〉，犚２ 的维

数为犖×犖．同理可得对狓三阶求导的情况．

３．２　消失矩的选择及微分算子的值

对ｄ
狀

ｄ狓狀
犳（狓）＝犳（狓）·犚

犎
狀，犚狀 中每一个元素的值

由式（１３）计算

狉犼犽，犾＝２
２犼〈ｄ

狀

ｄ狓狀φ
（２犼狓－犽），φ（２

犼狓－犾）〉 （１３）

即计算狉λ＝〈
ｄ狀

ｄ狓狀φ
（狓），φ（狓－λ）〉，其中λ＝犾－犽．

由式（１３）可知，选择不同的消失矩，矩阵犚狀 也

不同．矩阵中非零元素的个数与小波基的支撑长度

密切相关．消失矩越大，支撑长度越长，矩阵中的非

零元素个数越多．消失矩为犕＝１０的小波基；其支

撑长度为犔＝２犕－１＝１９．消失矩不是越小越好；消

失矩越大，小波基越光滑，可微次数越多，本文中需

要处理三阶色散，小波基至少能三次可微．根据经验

公式，对 Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波，三次可导需要消失矩

犕≥９
［６］．选择犕＝１０，Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ尺度函数简称为

犇２０尺度函数，其波形没有解析表达式，只能通过迭

代取得．

所有的狉λ 系数均满足
［３］

狉λ＝２
狀 狉２λ＋

１

２
∑
犕

犽＝１
犮２犽－１（狉２λ－２犽＋１＋狉２λ＋２犽＋１

熿

燀

燄

燅

），

∑
λ
λ
狀狉λ＝（－１）

狀狀！．狀表示微分的阶数，当狀为偶数

时狉λ＝狉－λ，当狀为奇数时狉λ＝－狉－λ；其中犮犿＝

∑
２犕－１－犿

犻＝０
狆犻狆犻＋犿（犿＝１，…，２犕－１）是尺度函数系数狆犻

的自相关．实际求取犮犿 时，不必知道狆犻 的值，计算

公式为［３］

犃犕＝
（２犕－１）！

（犕－１）！４犕
熿

燀

燄

燅
－１

２

，

０００１
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犮２犿－１＝
（－１）犿－１犃犿

（犕－犿）！（犕＋犿－１）！（２犿－１）
，

（犿＝１，…，犕）

４　分步小波方法及快速算法

由式（６）可以发现，对非线性的处理，分步傅里

叶方法和分步小波方法是相同的；不同之处在于如

何处理色散项中对时间求导．分步小波算法的色散

段可写为

狌（ξ＋
犺
２
，τ）＝狌（ξ，τ）ｅｘｐ

犺
２
犇

烄

烆

烌

烎

∧

……＝

　狌（ξ，τ）ｅｘｐ
犺
２

ｉ

２
犚犎２ ＋δ３犚

犎
烄

烆

烌

烎

烄

烆

烌

烎
３ （１４）

完整的分步小波方法可写为

　狌（ξ＋犺，τ）＝狌（ξ，τ）ｅｘｐ
犺
２

ｉ

２
犚犎２ ＋δ３犚

犎
烄

烆

烌

烎

烄

烆

烌

烎
３ …·

ｅｘｐ［∫
ξ＋犺

ξ

犖
∧

（ξ′）ｄξ′］ｅｘｐ
犺
２

ｉ

２
犚犎２ ＋δ３犚

犎
烄

烆

烌

烎

烄

烆

烌

烎
３ （１５）

分步小波方法不但为解非线性薛定谔方程提供了又

一种工具，并且其运算复杂度与分步傅里叶相比，应

该有进一步的下降．设数值计算设取样点数为 犖，

在每次运算式（１４）时，狌（ξ，τ）离散化的结果是犝（ξ，

犖），该向量的尺寸为１×犖．并且令

犕＝ｅｘｐ（
犺
２
（ｉ
２
犚犎２ ＋δ３犚

犎
３）） （１６）

矩阵犕 的尺寸为犖×犖，设该矩阵是犑（狓，狔）

离散化的结果，简记为犑．运算每一步色散的过程中

犝（ξ＋
犺
２
，犖）＝犝（ξ，犖）×犑 （１７）

简便起见，令犝＝犝（ξ，犖），犜（犝）＝犝（ξ＋
犺
２
，

犖）．有犜（犝）＝犝×犑，将方程两边同时转置可得：

犜（犝）犎＝犑犎×犝犎

设犑犎＝犓，犝犎＝犞．则方程可写为

犜（犞）＝犓×犞 （１８）

其运算复杂度为犗（犖２），超过了使用快速傅里叶变

换的分步傅里叶方法．提高运算速度的主要问题归

结为如何提高矩阵与向量相乘的运算速度．

如设式（１８）是以下算子离散化的结果

犜（犞）（狓）＝犓（狓，狔）犞（狔）ｄ狔 （１９）

犓（狓，狔）＝∑
犐，犐′
犇犐，犐′ψ犐（狓）ψ犐′（狔）＋∑

犐，犐′
犎犐，犐′ψ犐（狓）·

　φ犐′（狔）＋∑
犐，犐′
犞犐，犐′φ犐（狓）ψ犐′（狔）＋∑

犐，犐′
犃犐，犐′φ犐（狓）·

　φ犐′（狔） （２０）

式中

犇犐，犐′＝犓（狓，狔）ψ犐（狓）ψ犐′（狔）ｄ狓ｄ狔 （２１）

犎犐，犐′＝犓（狓，狔）ψ犐（狓）φ犐′（狔）ｄ狓ｄ狔 （２２）

犞犐，犐′＝犓（狓，狔）φ犐（狓）ψ犐′（狔）ｄ狓ｄ狔 （２３）

犃犐，犐′＝犓（狓，狔）φ犐（狓）φ犐′（狔）ｄ狓ｄ狔 （２４）

犞（狔）＝∑
犐
狊犐φ（狔）＋∑

犐
犱犐ψ（狔） （２５）

式中

狊犐＝∫犞（狔）φ（狔）ｄ狔

犱犐＝∫犞（狔）ψ（狔）ｄ狔 （２６）

将式（２０）代入式（１９），并结合式（２５）和（２６）可得

犜（犞）（狓）＝∑
犐
ψ（狓）∑

犐′
犇犐，犐′犱犐′＋∑

犐
ψ（狓）·

　∑
犐′
犎犐，犐′狊犐′＋∑

犐
φ（狓）∑

犐′
犞犐，犐′犱犐′＋∑

犐
φ（狓）·

　∑
犐′
犃犐，犐′狊犐′ （２７）

如果

犜（犞）（狓）＝∑
犐
狊
∧

犐φ（狓）＋∑
犐
犱
∧

犐ψ（狓） （２８）

可得

狊
∧

犐＝∑
犐′
犞犐，犐′犱犐′＋∑

犐′
犃犐，犐′狊犐′，犱

∧

犐＝∑
犐′
犇犐，犐′犱犐′＋

　∑
犐′
犎犐，犐′狊犐′ （２９）

对式（２８）中的狊
∧

犐 和犱
∧

犐 作小波逆变换，并将运算结果

转置，即可得到其时域函数．

如果直接使用式（１７），犑所对应的矩阵犕 的元

素是复数，并且在偏离对角线之后元素的模迅速衰

减．如果设定一个阈值，将低于该阈值的所有元素值

设为零，则只有在以对角线为中心，很窄的带内存在

非零元素，将该带宽用犅表示．例如：设取样点数为

１０２４点，阈值为１０犲－１０，则带宽大约为犅＝３０，因

此并不需要将犕 中所有的元素用来进行复数乘法，

利用该规律，可以极大降低运算次数．

但是，即使利用了 犕 是稀疏矩阵的特性，也不

能满足我们对分步小波方法速度的要求．直接利用

式（２７）进行运算，其运算量与直接使用式（１７）相同．

如果选用消失矩较大的 Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波基，犇犐，犐′，

犎犐，犐′，犞犐，犐′中元素的绝对值迅速衰减到零
［１０］，且式

（２６）中的全部犱犐 近似为零，因此式（２９）可使用式

（３０）进行近似运算

狊
∧

犐＝∑
犐′
犃犐，犐′狊犐′，犇

∧

犐＝０ （３０）

在式（３０）中，矩阵犃犐，犐′中的元素在偏离对角线之

后，其值也会迅速衰减，情况类似于矩阵犕．利用该

性质，运算量可以进一步减小．如果需要进一步提高

运算速度，可以考虑利用式（２１）～（２４）将矩阵犃犐，犐′

作进一步的二维小波分解，并利用（３０）进行近似运

算．由于具体计算机运行环境及编程语言的不同，从

理论上比较运算复杂度，比程序运行时间更加合适．

影响运算速度的主要是进行复数乘法的次数，下面

主要比较两种方法的复数乘法次数．

设取样点数为 犖，在分步傅里叶方法中，色散

在频域进行运算，信号由时域转换到频域使用快速

１００１
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傅里叶变换，所需要的复数乘法次数为犖ｌｏｇ２犖，在

计算色散的过程中，需要的复数运算次数为２×犖，

运算完成后，将信号由频域转换回时域，进行快速反

傅里叶变换，其运算次数为犖ｌｏｇ２犖．因此使用分步

傅里叶方法，每一步色散的复数乘法次数为２×

犖ｌｏｇ２犖＋２×犖 次．在分步小波方法中，如果是进行

一级小波分解，即将信号分解在空间犞犼＝犠犼－１"

犞犼－１上，快速小波变换的运算次数为犖，如果进一步

进行二级小波分解，将信号分解在空间犞犼＝犠犼－１"

犠犼－２"犞犼－２上，其复数乘法共犖＋犖／２次．进行重

构的运算次数同为犖＋犖／２．使用式（３０）在小波域

中计算色散，在二级小波分解时，式（３０）中的犃犐，犐′

尺寸变为式（１６）中矩阵犕 的约１／４，因此其运算次

数大约为（犖／４）×犅．

每一步色散运算需要的复数次数共为约２×

（犖＋犖／２）＋（犖／４）×犅．在表１中列出了不同取样

点数下，分步傅里叶方法和分步小波方法每一步运

算的大概运算次数比较．

表１　分步傅里叶方法和分步小波方法运算

每一步色散的复数乘法次数

犜犪犫犾犲１　犕狌犾狋犻狆犾犲狋犻犿犲狊狅犳犮狅犿狆犾犲狓狀狌犿犫犲狉犻狀犲狏犲狉狔狊狋犲狆

犮犪犮狌犾犪狋犻狅狀狌狊犲狊犾犻狆狊狋犲狆犉狅狌狉犻犲狉犿犲狋犺狅犱犪狀犱

狊犾犻狆狊狋犲狆狑犪狏犲犾犲狋犿犲狋犺狅犱

Ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｓａｍｐｌｅｓ ５１２ １０２４ ２０４８

ＳｌｉｐｓｔｅｐＦｏｕｒｉｅｒｍｅｔｈｏｄ ３０７２ ７６８０ ２２０１６

ＳｌｉｐｓｔｅｐＷａｖｅｌｅｔｍｅｔｈｏｄ １０２４０ ２２５２８ ４９１５２

　　由于式（３０）是近似运算，结果必然带来误差的

提高，因此需要在运算速度与误差间取得平衡．值得

注意的是，利用以上快速算法研究高阶孤子，其误差

上升较快，为了将误差控制在能够忍受的范围内，只

能减少分解次数，有时甚至只能直接使用式（１７）进

行运算．但对于一阶孤子，其误差上升较慢．

５　实验结果及分析

为了提高计算结果的通用性，使用如式（２）的归

一化模型，设输入为

狌（０，τ）＝ｓｅｃ犺（τ＋３．５）＋ｓｅｃ犺（τ－３．５） （３１）

三阶色散系数δ３＝－０．０３．分步小波方法演化与分

步傅里叶方法的结果对比如图１．

从图１中几乎观察不出任何差异．为了准确地

比较两种算法间的相对误差，设使用分步傅里叶方

法得到的运算结果用犳（狓，狔）表示，分步小波方法取

得的运算结果用犵（狓，狔）表示，两条曲线间的相对误

差定义为

犱（狔）＝
犳（狓，狔）－犵（狓，狔）

犳（狓，狔

烄

烆

烌

烎）槡
２

×１００％ （３２）

图１　两孤子在四十个孤子周期上传播

Ｆｉｇ．１　Ｔｗｏｓｏｌｉｔｏｎｐｒｏｇｒａｔｉｏｎｉｎｆｏｕｒｔｙｓｏｌｉｔｏｎｐｅｒｉｏｄｓ

所得到曲线如图２，可见相对误差一直在１．２％

左右波动，如果用分步小波方法研究高阶孤子，相对

误差在５％左右波动．

图２　两种方法计算结果的相对误差

Ｆｉｇ．２　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｔｗｏｍｅｔｈｏｄｓ

６　结论

本文研究了分步小波算法解归一化高阶非线性

薛定谔方程，得出了非线性薛定谔方程分步解法的

一般形式．分析了小波微分算子和色散算子对应的

矩阵，并给出了本文所使用的快速算法．说明了分步

小波方法的运算复杂度低于分步傅里叶方法．最后，

给出了分步小波算法的例子，计算结果表明，分步傅

里叶方法和分步小波方法间的运算标准差在１．２％

左右波动，不影响观察计算结果．
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