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单幅条纹图相位解调的小波分析方法

杨初平，翁嘉文，李海，谭穗妍
（华南农业大学 理学院应用物理系，广州５１０６４２）

摘　要：相位解调是条纹相位分析的关键问题．本文提出一种应用小波频率估计联合频率导数对变

形条纹进行瞬时频率分析，从中提取参考基频，从而依靠单一变形条纹实现相位解调的方法．首先，

理论上证明了当变形条纹瞬时频率空间导数等于零，该空间点的瞬时频率等于参考基频频率；其

次，引入Ｇａｂｏｒ小波提取变形条纹的瞬时频率空间分布，利用变形条纹瞬时频率的空间导数分布

识别提取参考基频，从而实现相位解调．利用该方法进行了三维形貌测量的实验，结果表明该方法

在实现相位解调中效果良好．
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０　引言

在条纹传感技术中，相位测量轮廓术和傅里叶

变换轮廓术［１］是两种重要的条纹三维传感相位分析

技术，已在工业检测、实物仿型、医学诊断等领域获

得广泛应用，其测量原理是利用三维面形高度调制

的条纹相位，通过相位解调获得三维高度分布．相位

解调是条纹传感的关键问题，为此，近年来，出现各

种有效的条纹相位解调方法，如改进的傅里叶变换

法［２３］、相移法［４７］、多频条纹［８］、多尺度窗口傅里叶

变换［９］、一维小波变换［１０１４］和二维小波变换［１５１６］等．

这些相位解调方法中需要分别采集变形条纹和参考

条纹，通过比较两者的相位差获得对应三维高度．文

献［１７］进一步提出在一幅变形条纹中同时记录参

考条纹方法，文献［１８］提出在变形条纹的平坦区域

提取参考基频．

依据相位差是变形条纹基频相位减去参考基频

相位的思想，利用单一变形条纹实现相位解调意味

着必须从变形条纹的瞬时频率空间分布中提取参考

基频．这种方法的实现将丰富条纹相位分析的相位

解调方法，拓展条纹三维传感的应用领域．本文在三

维传感傅里叶变换轮廓术基础上，研究从变形条纹

的瞬时频率信息中提取参考基频．理论分析了变形

条纹的瞬时频率与高度分布的关系，当变形条纹瞬

时频率分布的空间导数等于零，该空间点的瞬时频

率等于参考基频频率．采用一维Ｇａｂｏｒ小波变换频

率估计来提取变形条纹各个空间点的瞬时频率信

息，依据该条件从中识别并提取参考基频，进一步实

现相位解调．

１　理论分析

１．１　条纹相位分析

光路以平行轴测量系统为例，如图１．ＣＣＤ摄像

机和数字投影仪的光轴分别垂直参考平面犃犆犅，两

图１　光路示意图

Ｆｉｇ．１　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｏｐｔｉｃａｌｐａｔｈ

者的出瞳连线犈犉平行参考平面．一个纵向正弦条

纹投射到测量物体表面，参考平面上的参考条纹和

物面上的变形条纹分别表示为［１］

犵ｒ（狓，狔）＝ ∑
∞

狀＝－∞
犃ｒ狀ｅｘｐ｛ｊ［２π狀犳０狓＋

　φｒ狀（狓，狔）］｝ （１）

犵ｄ（狓，狔）＝狉（狓，狔）∑
∞

狀＝－∞
犃ｄ狀ｅｘｐ｛ｊ［２π狀犳０狓＋

　φｄ狀（狓，狔）］｝ （２）
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式中犳０ 是条纹的基频频率，狀是整数，犃ｒ狀、犃ｄ狀分别

是参考条纹和变形条纹傅里叶级数的振幅，φｒｎ（狓，

狔）、φｄ狀（狓，狔）分别是参考条纹和变形条纹沿狓轴方

向的初始调制相位，狉（狓，狔）表示物面的归一化反射

率．分别滤波、逆傅里叶变换得到参考基频和变形条

纹的基频，得到［１］

犵ｒ
１
（狓，狔）＝犃ｒ

１
ｅｘｐ ｊ狀１（狓，狔［ ］｛ ｝） ＝

　犃ｒ
１
ｅｘｐ ｊ２π犳０狓＋φｒ１（狓，狔［ ］｛ ｝） （３）

犵ｄ
１
（狓，狔）＝狉（狓，狔）犃ｄ

１
ｅｘｐ ｊｄ１（狓，狔［ ］｛ ｝） ＝

　狉（狓，狔）犃ｄ
１
ｅｘｐ ｊ２π犳０狓＋φｄ１（狓，狔［ ］｛ ｝） （４）

式（３）和（４）的虚部相减，得到相位差

Δφ１（狓，狔）＝ｄ１（狓，狔）－ｒ１（狓，狔）＝２π犳０狓＋

　φｄ１（狓，狔）－２π犳０狓－φｒ１（狓，狔）＝２π犳０犆犇 （５）

式（５）中犆犇表示由于高度调制而产生条纹位移．该

相位差经过相位展开可得到犙点的调制相位．

从变形条纹提取的参考基频与原来参考基频相

比可能产生一个整体的相位平移δ，因而提取的参

考基频可表示为

　犵
′
ｒ
１
（狓，狔）＝犃ｒ

１
ｅｘｐ ｊ２π犳０狓＋φｒ１（狓，狔）＋［ ］｛ ｝δ （６）

则相应犙点的调制相位为

Δφ２（狓，狔）＝２π犳０狓＋φｄ１（狓，狔）－２π犳０狓－

　［φｒ１（狓，狔）＋δ］＝Δφ１（狓，狔）－δ （７）

显然，三维物体表面上的每个测量点都产生一

个相同的相位移动δ，但任意两个高度点的相位差

Δφ（狓，狔）＝Δφ２（狓２，狔）－Δφ２（狓１，狔）＝

　Δφ１（狓２，狔）－Δφ１（狓１，狔）

依然保持不变．按照高度犺（狓，狔）与相位差Δφ（狓，狔）

的转换公式［１］

Δφ（狓，狔）＝－
２π犳０犱犺（狓，狔）

犔－犺（狓，狔）
（８）

计算出来的高度保持不变．

１．２　变形条纹瞬时频率和频率导数

从式（５）可知，需要变形条纹基频相位与参考基

频相位比较才能获得调制相位．依据这种方法，要采

用单一变形条纹实现相位解调，必须从变形条纹的

瞬时频率分布中找到参考基频．为此，下面分析变形

条纹瞬时频率与参考基频和高度分布的关系．根据

式（４）、（５）、（８），变形条纹第狔行的相位函数可以

表示为

ｄ１（狓，狔）＝２π犳０狓＋φｄ１（狓，狔）＝２π犳０狓＋φｒ１（狓，狔）＋

　Δφ１（狓，狔）＝２π犳０狓＋φｒ１（狓，狔）－
２π犳０犺（狓，狔）犱
犔－犺（狓，狔）

（９）

相位函数的导数等于瞬时频率，式（９）对狓进行一

次求导运算，得第狔行瞬时频率函数为

　犳（狓，狔）＝
１

２π

ｄ１（狓，狔）

狓
＝犳０－

犳０犔
［犔－犺（狓，狔）］

２
·

　
犺（狓，狔）犱
狓

（１０）

式（１０）显示由于受到高度的调制，瞬时频率在参考

基频的基础上随着高度分布函数的导数犺
（狓，狔）

狓
发

生变化．如果物体面形第狔行的局部区间（犪，犫）高度

分布满足Ｆｅｒｍａｔ定理，则在物体面形第狔行的局

部区间（犪，犫）高度分布中一定存在一个空间点（局部

极值点）狓０ 满足
犺（狓，狔）

狓 狓＝狓
０

＝０，该点的瞬时频率

犳（狓，狔）＝犳０－
犳０犔

［犔－犺（狓，狔）］
２

犺（狓，狔）犱
狓

＝犳０，等 于

参考基频频率．

为了在瞬时频率分布曲线上识别参考基频频

率，对式（１０）进行一次狓求导，得瞬时频率函数的

导数为

犳′（狓，狔）＝
犳（狓，狔）

狓
＝

　－
ｄ犳０犔［犺″（狓，狔）［犔－犺（狓，狔）］

２］

［犔－犺（狓，狔）］
４ ＋

　－
ｄ犳０犔［２［犺′（狓，狔）］

２［犔－犺（狓，狔）］］

［犔－犺（狓，狔）］
４

（１１）

对某一行高度分布函数中存在极值点狓＝狓０

的局部区域，如图２（ａ）、（ｂ）所示，局部高度分布可

以近似表示为犺（狓，狔）＝犪犿（狓－狓０）
２犿＋犺犿、犪犿、犺犿

是系数，犪犿≠０，犿＝１，２，…．若犿≥２，在局部极值点

狓＝狓０ 处有犺′（狓０，狔）＝犺″（狓０，狔）＝０，依据式（１１），

犳′（狓，狔）＝０．若犿＝１，局部高度分布是二次函数曲

线，虽然犺′（狓０，狔）＝０，但犺″（狓０，狔）≠０，因此犳′（狓，

狔）≠０．

图２　局部高度分布

Ｆｉｇ．２　Ｌｏｃａｌｈｅｉｇｈｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

虽然知道满足Ｆｅｒｍａｔ定理的局部区间（犪，犫）高

度分布的极值点狓０ 满足
犺（狓，狔）

狓 狓＝狓
０

＝０，可是对

变形条纹的某一行事先无法了解高度分布，但能获

得瞬时频率分布，因而需要对该局部区间（犪，犫）的瞬

时频率分布特点进行分析，依据犳′（狓，狔）＝０识别

犺（狓，狔）

狓 狓＝狓
０

＝０的空间点．

接下来分析存在高度极值点的局部区域的瞬时

２１２１
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频率分布特点和瞬时频率导数特点．局部区域高度

分布函数满足犿≥２的情况．

１）若狓０ 是局部区域的高度极大值位置，则该点

满足犺
（狓，狔）

狓 狓＝狓
０

＝０，狓０ 的左、右侧近邻点分别满

足犺
（狓，狔）

狓 狓＜狓０

＞０和
犺（狓，狔）

狓 狓＞狓０

＜０，根据式

（１０）可 知 此 局 部 区 域 瞬 时 频 率 分 布 满 足

犳（狓，狔）狓＜狓０＜犳（狓，狔）狓＝狓
０
＝犳０＜犳（狓，狔）狓＞狓０

，相

应地狓０ 左侧瞬时频率导数犳′（狓，狔）狓＜狓０＞０，而狓０

右侧瞬时频率导数犳′（狓，狔）狓＞狓０ ＞０，在 狓０ 有

犳′（狓，狔）狓＝狓
０
＝０，则所找瞬时频率等于参考基频频

率的位置狓０ 的瞬时频率导数犳′（狓，狔）狓＝狓
０
＝０是

极小值．

２）若狓０ 是局部区域的高度极小值位置，则该点

满足犺
（狓，狔）

狓 狓＝狓
０

＝０，狓０ 的左、右侧近邻点分别满

足犺
（狓，狔）

狓 狓＜狓０

＜０和
犺（狓，狔）

狓 狓＞狓０

＞０，根据式

（１０）可 知 此 局 部 区 域 瞬 时 频 率 分 布 满 足

犳（狓，狔）狓＜狓０＞犳（狓，狔）狓＝狓
０
＝犳０＞犳（狓，狔）狓＞狓０

，相

应地狓０ 左侧瞬时频率导数犳′（狓，狔）狓＜狓０＜０，而狓０

右侧瞬时频率导数犳′（狓，狔）狓＞狓０ ＜０，在 狓０ 有

犳′（狓，狔）狓＝狓
０
＝０，则所找瞬时频率等于参考基频频

率的位置狓０ 的瞬时频率导数犳′（狓，狔）狓＝狓
０
＝０是

极大值．

１．３　犌犪犫狅狉小波变换频率估计

应用Ｇａｂｏｒ小波变换频率估计提取变形条纹

各个空间点的瞬时频率．Ｇａｂｏｒ小波变换的定义

为［１０］

犠犳（犪，犫）＝∫
∞

－∞
犵（狓）ψ


犪，犫（狓）ｄ狓 （１２）

式中犠犳（犪，犫）小波系数，犵（狓）是某行条纹的灰度分

布，ψ

犪，犫（狓）＝

１

犪ψ
狓－犫［ ］犪

是小波函数，犪是尺度因

子，犫是位置因子．母小波函数表示为
［１０］

　

ψ（狓）＝
１
４

槡π

２π

槡γｅｘｐ －
（２π／γ）

２狓２

２
＋ｊ２π［ ］狓

γ＝π
２

槡
烅

烄

烆 ｌｎ２

（１３）

小波系数犠犳（犪，犫）的振幅和相位定义为
［１３］

犃（犪，犫）＝ Ｒｅ犠犳（犪，犫［ ］｛ ｝） ２＋ ｌｍ 犠犳（犪，犫［ ］｛ ｝）槡
２

（１４）

φ（犪，犫）＝ａｒｃｔａｎ
ｌｍ 犠犳（犪，犫［ ］）

Ｒｅ犠犳（犪，犫［ ］［ ］） （１５）

通过检测每个空间点不同尺度因子小波变换系数的

最大值，即小波脊［１０１４］，可以获得该点的瞬时频率

犳犫 和相位φ（犪犿（犫），犫），分别表示为

犳犫＝１／犪犿（犫） （１６）

φ（犪犿（犫），犫）＝２π犳犫犫＋φ犫 （１７）

式中系数犪犿（犫）是与小波脊对应的尺度因子，φ犫 是

初始相位．

应用小波频率估计提取变形条纹某一行瞬时频

率分布，依据犳′（狓，狔）＝０，可以识别瞬时频率等于

参考基频频率的空间点狓＝犫，提取相应的瞬时频率

犳０＝犳犫 和相位，重构参考基频为

犵ｒｅｃ（狓，狔）＝犃（狓，狔）ｅｘｐ ｊ２π犳０狓＋φ［ ］｛ ｝犫 （１８）

应用式（１８）、（４）、（７），可以计算每个测量点的调制

相位．

２　相位解调的算法步骤

综合１．２和１．３节所述，在变形条纹某行瞬时

频率分布曲线上，寻找某个空间点狓０ 的瞬时频率满

足犳（狓，狔）＝犳０ 的算法步骤可以归纳为

１）先用小波变换对变形条纹某行进行瞬时频

率，获得瞬时频率分布曲线；

２）在瞬时频率分布曲线上寻找频率逐渐增大或

逐渐减小的局部区间；

３）考虑到瞬时频率的不连续性，可对这些局部

区间瞬时频率分布进行多项式拟合，再计算这些区

间瞬时频率导数，找出犳′（狓，狔）＝０的空间点，则该

空间点的瞬时频率一定满足犳（狓，狔）＝犳０．提取该点

的频率和相位；

４）重建参考基频并与变形条纹一起计算调制

相位．

３　实验

图１中犔＝２３０ｃｍ，犱＝２４ｃｍ且犺＜３０ｃｍ．数

字投影仪把一个周期为４ｐｉｘｅｌｓ纵向正弦条纹投射

到物体表面，变形条纹通过ＣＣＤ摄像机采集，尺寸

为６４０×４８０ｐｉｘｅｌｓ．

测试物体是一张石膏脸，参考条纹和变形条纹

分别如图３、图４所示．按照第２节提出的算法步

骤，首先采用Ｇａｂｏｒ小波变换对变形条纹第２４０行

进行瞬时频率分析，获得瞬时频率分布如图５（全

图）、图６（部分），图５中有五个频率逐渐增大或减

图３　参考条纹

Ｆｉｇ．３　Ｏｒｉｇｉｎａｌｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎ
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图４　变形条纹

Ｆｉｇ．４　Ｄｅｆｏｒｍｅｄｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎ

图５　变形条纹２４０
ｔｈ行瞬时频率分布

Ｆｉｇ．５　Ｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｒｏｗ２４０

ｏｆｄｅｆｏｒｍｅｄｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎ

图６　图５的部分

Ｆｉｇ．６　ＰａｒｔｏｆＦｉｇ．５

图７　第１８０～２６０像素瞬时频率拟合数据的导数频率分布

Ｆｉｇ．７　Ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｆｉｔｔｉｎｇ

ｄａｔａｆｒｏｍｔｈｅ１８０ｔｈｐｉｘｅｌｔｏｔｈｅ２６０
ｔｈ
ｐｉｘｅｌ

小像素区间：第１８０～２６０ｐｉｘｅｌｓ、第２７０～３００ｐｉｘｅｌｓ、

第３１０～３５０ｐｉｘｅｌｓ、第３６５～３９５ｐｉｘｅｌｓ、第４００～

４６５ｐｉｘｅｌｓ，分别对它们进行多项式拟合，再从拟合数

据计算瞬时频率导数分布，依据犳′（狓，狔）＝０识别得

到五个参考基频频率（注意，这些频率点虽然位于局

部高度分布的极值点，但不是位于瞬时频率分布曲线

的局部极值点）分别为０．１０５５／ｐｉｘｅｌ、０．１０８１／ｐｉｘｅｌ、

０．１１１５／ｐｉｘｅｌ、０．１１２３／ｐｉｘｅｌ、０．１１７４／ｐｉｘｅｌ，它们的

平均值为０．１１０９６／ｐｉｘｅｌ．图７是第１８０～２６０ｐｉｘｅｌ

区间的瞬时频率导数分布图．

为了把获得的参考基频与参考条纹的实际频率

比较，也采用小波变换分析参考条纹的瞬时频率分

布，参考条纹第２４０行之第１４０～４００个像素的瞬时

频率分布如图８（折线是Ｇａｂｏｒ小波变换频率估计

得到的数据，光滑线是零次多项拟合数据），频率起

伏范围约是０．００２／ｐｉｘｅｌ，零次多项式拟合得到的参

考条纹频率为０．１１０６５／ｐｉｘｅｌ．与上述的平均值很

接近．图９是应用变形条纹和重建参考条纹提取的

调制相位．

图８　参考条纹２４０
ｔｈ行瞬时频率分布

Ｆｉｇ．８　Ｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｒｏｗ２４０
ｔｈ

ｒｏｗｏｆｏｒｉｇｉｎａｌｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎ（ｔｈｉｃｋｌｉｎｅｉｓｔｈｅ

ｆｉｔｔｉｎｇｄａｔａ，ｆｏｌｄｉｎｇｌｉｎｅｔｈｅｍｅａｓｕｒｉｎｇｄａｔａ）

图９　展开相位

Ｆｉｇ．９　Ｕｎｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

从上述实验数据可见，从变形条纹瞬时频率空

间分布中提取出来的五个参考基频呈现逐渐上升的

现象，其原因可以分析如下：理论上投影光轴严格垂

直参考平面，实际上投影光轴会偏离垂直方向，就导

致这种现象．为了减少这种因素对参考基频的影响，

可以把提取的若干个参考基频进行平均运算．

应用小波变换提取某个空间点的瞬时频率时，

需要用不同尺度对该点的信号进行小波变换，然后
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寻找小波脊，为了提高频率提取准确度，尺度参量的

合理选择也是一个需要注意的问题［１９］．提取瞬时频

率的误差可以分析如下：实验中采用的小波尺度间

隔是Δ犪，假设空间点瞬时频率对应的小波尺度是

犪０，实际提取得到的小波尺度是犪＝犪０±Δ犪，频率误

差等于Δ犳＝
１

犪０
－
１

犪
＝
１

犪０
－

１

犪０±Δ犪
≈±

Δ犪

犪２０
，实验中

Δ犪＝０．２，犪０≈１０，因此 Δ犳≈±
０．２

１００
＝±０．００２／

ｐｉｘｅｌ．

对于复杂面形的瞬时频率分布，由于小波尺度

的离散特点，提取的各个空间点瞬时频率是不连续

的，必须进行分段拟合，才能准确反映各段瞬时频率

分布并找到参考基频．要寻找变形条纹瞬时频率等

于参考基频的空间点，虽然理论分析结果是要找满

足犳′（狓，狔）＝０的空间点，但由于离散数据处理结

果，实际上只能在犳′（狓，狔）≈０处找．

本文目前仅针对局部高度分布存在极值点的三

维形貌的情况（满足二次函数曲线的局部高度分布

虽然存在瞬时频率等于参考基频的极值点（因为

犺（狓，狔）

狓 狓＝狓
０

＝０），但不满足犳′（狓，狔）＝０，因而无

法识别），对不具有这种特点的高度分布，如何实现

仅采集单一变形条纹实现相位解调还需要进一步研

究．

４　结论

针对局部高度分布存在极值点的三维形貌，提

出小波分析与频率导数联合，从变形条纹瞬时频率

空间分布中提取参考基频，从而依靠单一变形条纹

实现相位解调．给出变形条纹瞬时频率与高度分布

函数的关系，获得从变形条纹瞬时频率空间分布中

识别参考基频的条件是瞬时频率导数等于零．本文

的分析目前仅针对局部高度分布存在极值的三维形

貌情况，对不具有这种特点的高度分布，如何实现仅

采集单一变形条纹实现相位解调还需要进一步

研究．
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