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精细积分法在一维光子晶体数值模拟中的应用

杨红卫，慕振峰，姜舒宁
（北京工业大学 应用数理学院，北京１００１２４）

摘　要：应用精细积分法对含各种介质材料的一维光子晶体进行了数值模拟，并对结果进行了分

析．计算时将光子晶体分成不同的区段，引入区段势能和区段混合能，利用精细积分法求出各个区

段的出口刚度矩阵，然后将各个区段的刚度矩阵合并，再结合边界条件便可求解问题．利用透射率

和反射率之间的关系，判断了本算法的准确度，数值计算结果表明，对于一维光子晶体的数值模拟，

此方法准确、有效、适用性强．
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０　引言

光子晶体的概念在１９８７年分别由Ｓ．Ｊｏｈｎ和

Ｅ．Ｙａｂｌｏｎｏｖｉｔｃｈ提出
［１２］，其最主要的特性是具有光

子带隙，即频率处于禁带内的光波在光子晶体内部

是被禁止的，所以它在光通信、微波通信、光电子集

成等领域有着广泛的应用价值，因此，它很快成为光

学前沿领域中一个十分活跃的研究课题．左手材

料［３４］是指等效介电常量ε和等效磁导率μ 同时为

负值的介质材料，此时对电磁波的传播形成负的折

射率．当折射率为负值时，电场强度犈、磁场强度犎

和波矢量犽之间形成左手规则．２００１年，美国加州

大学圣迭哥分校的物理学家Ｓｍｉｔｈ教授等人制作了

微波波段ε和μ同时为负值的介质，在实验室实现

了左手材料（ＬｅｆｔＨａｎｄｅｄＭａｔｅｒｉａｌ，ＬＨＭ）．将左

手材料加入光子晶体后，出现了许多不同于右手材

料（ＲｉｇｈｔＨａｎｄｅｄＭａｔｅｒｉａｌ，ＲＨＭ）的性质
［５７］．

对光子晶体的研究采用的方法有：平面波展开

法［８９］、有限时域差分法［１０１１］、传输矩阵法等方

法［１２１３］等．精细积分方法是钟万勰院士发展的一种

新的计算方法，这种方法在进行数值计算时，将区段

分割的特别小，并且只考虑待求量的增量，而不是全

量，避免了舍入误差，对于时间历程的发展性方程和

两端边值问题及派生出来的黎卡提微分方程，都有

很精确的数值解，在计算力学［１４］及电磁学［１５１６］中已

经有了广泛的应用，并且取得了很大的成功．本文结

合精细积分及区段合并方法，对含各种介质的一维

光子晶体（ＯｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＰｈｏｔｏｎｉｃＣｒｙｓｔａｌｓ）进行

了数值模拟，结果表明这种方法是准确而且有效的．

１　模型和理论推导

光子晶体模型如图１，它是由犃、犅两种不同的

介质周期性排列的介电结构，两种介质的厚度分别

为犱犃、犱犅，介电常量分别为ε犃、ε犅，磁导率分别为

μ犃、μ犅．本文考虑光沿狕轴正入射到光子晶体上的

情况．

图１　一维光子晶体模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｈｏｔｏｎｉｃｃｒｙｓｔａｌｓ

将光子晶体沿纵向分成不同的区段，一个介质

层就是一个区段．考虑其中的一个区段，其纵向长度

为区段长度，比如取介质层犃，则其纵向长度即区段

长度为犱犃．设该区段的两个端面的狕坐标分别为

狕犪、狕犫，考虑齐次边界条件，与矢量波动方程相对应

的单变量变分原理为［１７］

Π（）犈 ＝
１

２
∫

狕犫

狕犪


Ω

１

μｒ
（×犈）·（×犈）－犽

２
０εｒ犈·［ ］犈ｄΩｄ狕

　δΠ（ ）犈 ＝０ （１）

在一维垂直入射情况下，变分原理可简化为



１０期 杨红卫，等：精细积分法在一维光子晶体数值模拟中的应用

Π 犈（ ）狔 ＝
１

２
∫

狕犫

狕犪

１

μｒ

ｄ犈狔
ｄ（ ）狕

２

－犽２０εｒ犈
２［ ］狔 ｄ狕

　δΠ 犈（ ）狔 ＝０ （２）

积分式（２）称为区段的电磁势能．而电磁势能密度，

即拉格朗日函数可以表示为

犔＝
１

２

１

μｒ
犈
·

（ ）狔
２－
１

２
犽２０εｒ犈

２
狔 （３）

其中，犈
·

狔＝ｄ犈狔／ｄ狕．区段电磁势能应该是两端切向

电场的二次型函数，即

犘（犈犪，犈犫）＝犓犪犪犈
２
犪／２＋犓犪犫犈犪犈犫＋犓犫犫犈

２
犫／２（４）

其中，犈犪、犈犫 分别是区段两端的切向电场．

为了求出区段电磁势能的矩阵元素犓犪犪、犓犪犫、

犓犫犫，将变分原理导向 Ｈａｍｉｌｔｏｎ、辛体系，并引入区

段混合能．取对偶变量为

狇＝犈狔，狆＝犔／狇
·

（５）

结合式（３）可以得到

狇
·

＝μｒ狆 （６）

引入Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数，即区段的混合能密度，它是狆

和狇的二次型函数，可表示为

犎（狇，狆）＝犇狆
２／２＋犃狆狇－犅狇

２／２ （７）

其相应的变分原理为

犛＝∫

狕犫

狕犪

狆狇
·

－犎 狇，（ ）［ ］狆 ｄ狕，δ犛＝０ （８）

又犎＝狆狇
·

－犔，结合式（６），可得

犎＝
１

２μ
ｒ狆
２＋
１

２
犽２０εｒ狇

２ （９）

与式（７）对比可知

犇＝μｒ，犃＝０，犅＝－犽
２
０εｒ （１０）

通过对区段电磁势能的Ｌｅｇｅｎｄｒｅ变换引入区段混

合能［１４］

Γ狇犪，狆（ ）犫 ＝狆犫狇犫－Π狇犪，狆（ ）犫 （１１）

区段混合能同样是两端变量二次型函数，可表示为

Γ狇犪，狆（ ）犫 ＝犌狆
２
犫／２＋犉狆犫狇犪－犙狇

２
犪／２ （１２）

式中，犙、犉、犌可由区段混合能密度中的系数犃、犅、

犇积分得到
［１４］，其关系满足联立的Ｒｉｃｃａｔｉ微分方

程

ｄ犉／ｄη＝ 犃－（ ）犌犅犉＝犉 犃－（ ）犇犙

ｄ犌／ｄη＝犇＋２犃犌－犅犌
２＝犇犉２

ｄ犙／ｄη＝犅犉
２＝犅＋２犃犙－犇犙

烅

烄

烆 ２

（１３）

式中，η为区段长度．应用基于Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程的

精细积分算法可以对式（１３）进行求解．

设定初始积分步长为η，将之继续细分２
犖 段，

取犖＝２０，２犖＝１０４８５７６，则有τ＝η／２
犖．η本身是

一个有限长度的区段，如此τ将成为一个非常小的

量，在小区段内对犙、犉、犌做泰勒级数展开到四阶，

则略去的是犗（τ
５）．由于τ≈η×１０

－６，所以此时

犗（τ
４）≈η

４×１０－２４，比计算机中双准确度实型变量

的准确度还要高．

犉（τ）＝１＋犉′（τ），犉′（τ）＝φ１τ＋φ２τ
２＋

　　φ３τ
３＋φ４τ

４＋犗（τ
５）

犌（τ）＝γ１τ＋γ２τ
２＋γ３τ

３＋γ４τ
４＋犗（τ

５）

犙（τ）＝θ１τ＋θ２τ
２＋θ３τ

３＋θ４τ
４＋犗（τ

５

烅

烄

烆 ）

（１４）

式中φ、γ和θ是泰勒展开的系数，将犙、犉、犌代入

式（１３），比较等式两边τ的各阶幂次有

γ１＝犇，γ２＝犃γ１

γ３＝ ２犃γ２－犅γ（ ）２１ ／３

γ４＝ 犃γ３－犅γ２γ（ ）１ ／２

φ１＝犃，φ２＝ 犃φ１－γ１（ ）犅 ／２

φ３＝ 犃φ２－犅γ２－犅γ１φ（ ）１ ／３

φ４＝ 犃φ３－γ３犅－犅γ２φ１－犅γ１φ（ ）２ ／４

θ１＝犅，θ２＝犅φ１

θ３＝ ２犅犵φ２＋犅φ（ ）２１ ／３

θ４＝ 犅φ３＋犅φ１φ（ ）２ ／

烅

烄

烆 ２

（１５）

这样，就可以得到τ段的犙、犉、犌，然后执行由２个τ

段得到一个２τ段的合并公式
［１４］

犉′犮＝
犉′２＋犉′－犌犙／２
１＋犙犌

，犌犮＝犌＋
１＋犉（ ）′ ２

１／犌＋犙

犙犮＝犙＋
１＋犉（ ）′ ２

１／犙＋犌
（１６）

区段合并过程只需重复执行犖＝２０次，就可以

将积分步长由τ合并为初始长度η，具有很高的效

率，计算中只求待求量的增量，又避免了舍入误差．

经过合并后，即可得到区段η的混合能系数犙（）η 、

犉（）η 、犌（）η ．利用 犙、犉、犌 与 犓犪犪、犓犪犫、犓犫犫的关

系［１４］

犓犪犪＝犙＋犉
２／犌，犓犪犫＝－犉／犌，犓犫犫＝１／犌 （１７）

可以求出区段的出口刚度矩阵．将求出的出口刚度

矩阵进行子结构的有限元的拼装后，再结合边界条

件，就可求解一维光子晶体的透射系数和反射系数．

在边界狕＝０处，总场可以表示为入射场和反射

场的叠加，即

犈狔（狕）＝犈０ｅ
－ｊ犽０狕＋犚犈０ｅ

ｊ犽０狕 （１８）

式中，犚代表反射系数．

在边界狕＝犔处，只有透射场，即

犈狔（狕）＝犜犈０ｅ
－ｊ犽０狕 （１９）

式中，犜代表透射系数．

由式（１８）和（１９）可得出反射系数和透射系数的

表达式为

犚＝
犈狔（狕＝０）－犈０ｅ

－ｊ犽０
·０

犈０ｅ
ｊ犽０
·０

（２０）

犜＝
犈狔（狕＝犔）

犈０ｅ
－ｊ犽０犔

（２１）

１０２１
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即求出光子晶体两端的场后利用式（２０）和（２１）便可

求得反射和透射系数．

２　计算结果与讨论

２．１　光在双正介质中的传播

考虑由犃、犅两种右手材料交替组成的光子晶

体，其中，犃 材料的介电常量ε犃＝５．５２２５，磁导率

μ犃＝１，厚度犱犃＝７４０ｎｍ；犅材料的介电常量ε犅＝

１．９０４４，磁导率μ犅＝１，厚度犱犅＝１２６０ｎｍ；周期长

度犱＝犱犃＋犱犅＝２０００ｎｍ，周期数犖＝１０，其基频为

ω０＝２７１ＴＨｚ．图２给出了正入射情况下含右手材

图２　含右手材料的一维光子晶体透射谱

Ｆｉｇ．２　Ｔｒａｎｓｍｉｔｔａｎｃｅｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｐｈｏｔｏｎｉｃｃｒｙｓｔａｌｓｃｏｎｔａｉｎｉｎｇＲＨＭ

料一维光子晶体的透射谱图．从图中可以看出，含右

手材料的一维光子晶体，在基频的奇数倍处，出现禁

带，而在基频的偶数倍处，出现了震荡，与文献［１８］

中的禁带宽度、禁带位置和禁带深度等是一致的．根

据能量守恒，在无损耗介质中，反射率和透射率的平

方和应该等于１，即

Δ＝１－（犚
２＋ 犜 ２）＝０ （２２）

在实际计算中由于各种误差的存在，计算误差Δ 总

是一个很小的非零数值．所以Δ可以作为判断算法

准确度的一个指标，即Δ越小，数值结果越精确．图

３所示为一个周期内Δ的变化曲线，可以看出，误差

Δ的量级始终保持在１０
－１５，说明结果具有很高的准

确度，证明了本文算法的准确性．

图３　含右手材料的Δ随ω／ω０ 的变化

Ｆｉｇ．３　ＴｈｅｃｈａｎｇｅｏｆΔｉｎＲＨＭｖｅｒｓｕｓω／ω０ｉｎａｐｅｒｉｏｄ

２．２　光在双负介质中的传播

为了便于比较，与右手材料采用相同绝对值的

介电常量和磁导率，即：犃 材料的介电常量ε犃＝

－５．５２２５，磁导率μ犃＝－１，厚度犱犃＝７４０ｎｍ；犅材

料的介电常量ε犅＝１．９０４４，磁导率μ犅＝１，其厚度

犱犅＝１２６０ｎｍ；周期长度犱＝犱犃＋犱犅＝２０００ｎｍ，周

期数犖＝１０，其基频为ω０＝２７１ＴＨｚ．其数值模拟结

果如图４所示．其传输特性与右手材料有了很大的

不同，在基频的奇数倍处，出现了较宽的禁带，而在

在基频偶数倍处出现了狭窄的透射带，与参考文献

［８］中的结果一致．图５也给出了一个周期中Δ的

变化曲线，其误差量级依然保持在１０－１５．

图４　含左手材料一维光子晶体的透射谱

Ｆｉｇ．４　Ｔｒａｎｓｍｉｔｔａｎｃｅｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｐｈｏｔｏｎｉｃｃｒｙｓｔａｌｓｃｏｎｔａｉｎｉｎｇＬＨＭ

图５　 含左手材料的Δ随ω／ω０ 的变化

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｃｈａｎｇｅｏｆΔｉｎＬＨＭｖｅｒｓｕｓω／ω０ｉｎａｐｅｒｉｏｄ

２．３　光在单负介质中的传播

单负材料在自然界中有两种，一种是介电常量

为负，即：ε＜０且μ＞０，称为负ε材料，另外一种是

磁导率为负，即：ε＞０且μ＜０，称为负μ材料，在单

负材料中，波矢为虚数，光无法在里面传播，但是将

两种单负材料交替排列，通过共振机制，则出现完全

隧穿共振和透明效应［１８］．考虑一种负介电常量材料

和负磁导率材料交替构成的一维光子晶体［１９］，其

中，犃材料的介电常量ε犃＝３，磁导率为μ犃＝１－

１００／ω
２，厚度为犱犃＝１６ｍｍ；犅材料的介电常量ε犅＝

１－１４４／ω
２，磁导率为μ犅＝１．２，厚度为犱犅＝８ｍｍ；

周期长度犱＝犱犃＋犱犅＝２４ｍｍ，周期数犖＝２０，其透

射图谱如图６．可以看出，含有单负材料的光子晶体

中，某些频段有较宽的禁带；虽然每层介质的折射率

为虚数，传播于其中的电磁波都应该呈不断衰减状

态，但是在某些频段电磁波还是能透射过去，与参考

文献［２０］中的结果一致．图７显示了Δ的变化，其

误差在１０－１５以内．由此可见，此方法对于含各种材

２０２１
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料一维光子晶体的模拟准确度都是很高的．

图６　含单负材料一维光子晶体的透射谱

Ｆｉｇ．６　Ｔｒａｎｓｍｉｔｔａｎｃｅｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｈｏｔｏｎｉｃ

ｃｒｙｓｔａｌｓｃｏｎｔａｉｎｉｎｇｓｉｎｇｌｅｎｅｇａｔｉｖｅｍａｔｅｒｉａｌｓ

图７　含单负介质的Δ随频率的变化

Ｆｉｇ．７　ＴｈｅｃｈａｎｇｅｏｆΔｉｎｓｉｎｇｌｅｎｅｇａｔｉｖｅｍａｔｅｒｉａｌｓ

ｖｅｒｓｕｓｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

３　结论

本文将精细积分法用于含各种介质的一维光子

晶体传输特性的分析中，并对其透射特性进行了数

值模拟，做出了误差随频率的变化图．数值结果表

明，此方法对于含各种材料光子晶体的数值模拟都

具有很高的准确度，为一维光子晶体的研究提供了

一种有效的模拟方法，同时，此方法具有很强的适用

性，不但可以用于右手材料的分析，也可以用于左手

材料和单负材料的模拟，且参量修改简单．在实际应

用中，横截面都不是无限大的情况，它的横向会受到

一定外形的限制，这时只需对横截面进行有限元离

散，沿纵向仍然利用精细积分，从而进行半解析求

解，显示出该方法的优越性．通过对光子晶体的模

拟，可以发现，含左手材料的一维光子晶体对光的透

射具有很强选择特性，在基频的奇数倍处具有很宽

的带隙，在基频的偶数倍处有狭窄的透射带，可以用

它来选择特定频率的光波．
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