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摘　要：提出了一种针对一类图像进行稀疏表示的字典训练方法，并证明了该算法的收敛性．该算

法的几何解释是，以最少的超平面来逼近样本所在的一小块球冠．算法流程为聚类每一步迭代所产

生的余项，将聚类中心作为新的字典原子，令字典能够更适应于样本的稀疏表示．该算法与传统的

字典训练方法相比具有适应性强，对训练样本规模和字典规模要求低，收敛速度快，算法复杂度低

等特点．利用该算法训练得到的字典用于压缩感知、图像去噪等实验表明，该字典具有很好的效果．

关键词：稀疏表示；聚类；压缩感知；字典；原子；稀疏度
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０　引言

压缩感知是一个目前比较热门的学科．压缩感

知理论证明：高分辨率的信号或者图像可以由比奈

奎斯特理论所规定低的多的采样点数恢复［１２］．相关

研究中，矩阵的稀疏表示是一个重要内容．

目前关于稀疏表示的研究有两个方向：第一个

方向是事先定义好字典数学表达式的表示方法［３］．

例如曲波（ｃｕｒｖｅｌｅｔｓ）变换、轮廓波（ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ）变

换、楔形波（ｗｅｄｇｅｌｅｔ）变换、带状波（ｂａｎｄｌｅｔ）等．这

些变换都拥有快速算法，因此被广泛应用于图像的

压缩、去噪和修补．但是这些算法对图像的几何特征

过于依赖．对于拥有多种几何特征的自然图像，事先

定义数学表达式的稀疏表示方法并不理想．还有一

种是基于学习的表示方法．例如：核奇异值分解

（Ｋｅｒｎｅｌ Ｓｉｎｇｕｌａｒ Ｖａｌｕｅ Ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ， Ｋ

ＳＶＤ）
［４］，核 特 征 值 分 解 （ＫｅｒｎｅｌＥｉｇｅｎ Ｖａｌｕｅ

Ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＫＥＶＤ）
［５］和核模糊代码本估计

（ＫｅｒｎｅｌＦｕｚｚｙＣｏｄｅｂｏｏｋＥｓｔｉｍａｔｉｏｎ，ＫＦＣＥ）
［６］．这

些算法都没有事先定义字典的解析式，但是通过训

练过程逐步产生字典．通过该字典对数据进行变换

往往采用正交匹配追踪算法（ＯｒｔｈｏｎｏｍａｌＭａｔｃｈｉｎｇ

Ｐｕｒｓｕｉｔ，ＯＭＰ）
［７］或基追踪算法 （ＢａｓｉｃＰｕｒｓｕｉｔ，

ＢＰ）
［８］．由于这些算法中需要进行奇异指分解

（ＳｉｎｇｕｌａｒＶａｌｕｅＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＳＶＤ）或主分量分

析（ＰｒｉｎｃｉｐｌｅＣｏｍｐｏｎｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ，ＰＣＡ），由于其算

法复杂度高，所以无法一次处理较大的图像．算法对

于大图的处理是通过将大图分为小块图像进行处理

的．

稀疏度和字典规模是衡量稀疏表示有效性的主

要性能指标．稀疏度指表示系数中不为０的个数．字

典规模指字典矩阵的列数．

本文提出了一种新的字典训练算法，该算法专

门针对一类图像的稀疏表示问题．传统算法在字典

训练之初就固定字典规模，这样就使字典训练过程

中每次都要对所有原子进行更新．本文所提及的算

法开始并不固定字典规模，在字典训练过程中逐步

增加原子个数，根据样本的情况分层产生原子，并根

据需要自适应调节原子个数，并且避免了对矩阵进

行ＳＶＤ或ＰＣＡ，因此能够有效降低算法复杂度．实

验证明，该算法在同样的稀疏度和字典规模下，拥有

比传统算法更好的性能和更高的运算效率．

１　算法原理

取大小相等的图像作为训练样本，将二维图像

变成一维信号进行处理，并且对该一维信号进行归

一化．归一化是因为如果一个图像乘以某个系数与

另一个图像相等，认为它们表示的是同一内容、同一
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图像．经过归一化处理，训练样本的能量相等．可以

把训练样本看作起始点在原点的归一化的矢量，那

么不同的训练样本只是对应不同方向的矢量．如果

训练样本均为某一类图像，那么这些图像信号具有

较大的相似性．因此这些矢量可以看作空间上占据

单位超球的一小块球冠，稀疏表示问题也可以看作

利用较少的超平面来逼近这一小块球冠的．

这种算法和美术上经常使用多边形切割来逼近

圆形是同一个原理，如图１．

图１　圆的外切多边形

Ｆｉｇ．１　Ｅｘｔｅｒｉｏｒｃｏｎｔａｃｔｐｏｌｙｇｏｎａｌｏｆａｃｉｒｃｌｅ

在平面上的与原点距离为１的直线可以由与它

相垂直的归一化矢量表示．例如：从原点出发与直线

犽狓＋狔＋犫＝０垂直的矢量为（犽，１），该矢量归一化结

果为犾＝
犽

犽２槡 ＋１
， １

犽２槡（ ）＋１
，当犫变化时，可以产生

一组互相平行的直线．可以确定犫得到唯一的直线

犾，该直线与原点之间的距离为１，则犾与犾一一对

应，如图２．

图２　在平面上与原点距离为１的直线与

归一化适量一一对应

Ｆｉｇ．２　Ａｓｔｒａｉｇｈｔｌｉｎｅｗｉｔｈｄｉｓｔａｎｃｅｏｎｅｔｏｔｈｅｏｒｉｇｉｎ

ｕｎｉｑｕｅｌｙｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｔｏａｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｖｅｃｔｏｒ

ｏｎａ２ＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＰｌａｎｅ

同理在三维空间中，一组平行平面的方程可以

使用与这组平行平面相垂直的矢量来表示．例如平

面方程ａｘ＋ｂｙ＋ｃｚ＋ｄ＝０，矢量（ａ，ｂ，ｃ）必然与该组

平面相垂直．（ａ，ｂ，ｃ）矢量归一化可以得到

犘＝
犪

犪２＋犫２＋犮槡
２
， 犫

犪２＋犫２＋犮槡
２
， 犮

犪２＋犫２＋犮槡（ ）２
可以确定唯一的犱得到与原点的距离为１平面

犘，则平面犘与矢量犘一一对应．

以此类推，一个狀维的矢量必然能够确定狀维

空间中的一组超平面，如果该矢量进行归一化，可以

确定唯一的超平面与之对应．

如果一类信号被看作是狀维矢量，这类信号必

然只占据超球面的一小块球冠．这样可以使用一组

超平面来逼近球冠，达到稀疏表示的目的．

假设初始的图像矢量狔１ 和狔２（图３），采用Ｋ均

值聚类的方法可以得到聚类中心犪．这些聚类中心

构成了第一层的原子．

用每个矢量减去它们各自在聚类中心的投影得

到差向量犲１、犲２，将犲１、犲２ 归一化可以得到第二层待

聚类的矢量犲′１ 和犲
′
２．由于每个矢量与其聚类中心上

的投影相减所得到的矢量都与聚类中心矢量垂直，

那么这些聚类都处于与聚类中心相垂直的超平面

上．

图３　算法的几何解释

Ｆｉｇ．３　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｉｎｔｅｒｐｒｅｔａｔｉｏｎｏｆａｌｇｏｒｉｔｈｍ

可以证明该算法的收敛性（图４）：假设样本为

狔．狔在聚类中心犮１ 上的投影为狔′，与聚类中心之间

的夹角为φ１，则狔′与狔之间的差值为犲１．由图４可

以看出犲１＝狔·ｓｉｎφ１．在狔与犪
∧

１ 都归一化的情况

下，狔与犪
∧

１ 夹角越小，则犲１ 越小．如果犪
∧

２ 是第二层

聚类中心，犲１ 在犪
∧

２ 上的投影是狔２，狔２ 与犲１ 间的夹

角为φ２，狔２与犲１ 之间的差为犲２．犲２＝犲１·ｓｉｎφ２＝狔·

ｓｉｎφ１·ｓｉｎφ２．

图４　算法收敛性证明

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ

以此类推，经过狀次迭代，犲狀＝狔·ｓｉｎφ１·

ｓｉｎφ２…ｓｉｎφ狀，只要φ１，φ２，…，φ狀 都小于９０°，则犲１

＞犲２＞…＞犲狀，算法收敛．又由于φ１，φ２，…，φ狀 不可

能等于９０°，如果等于９０°，狓在该聚类中心上的投影

长度为０．因此该算法一阶收敛．

７１３
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２　算法流程

初始化犢＝［狔（１），狔（２），…，狔（犖）］∈ 狀×犖，每

一列为一个训练样本．给出各个分层的信号的原子

数犽（１），犽（２），…，犽（犾）．犾为分层的数目．

迭代过程：

１）将犖 个样本采用Ｋ均值聚类的方法将犢＝

［狔（１），狔（２），…，狔（犖）］∈ 狀×犖划分成犽（１）个不同

的类别θ（１）（犪
∧

犻），犻＝１，…，犽（１），其中θ（１）（犪
∧

犻）是一个

矢量集．当观察矢量满足

犱（狔（狋），犪
∧

犻）＝ｍｉｎ｛犱（狔（狋），犪
∧

犻），犼＝１，…，犽（１）｝ （１）

认为狔（狋）∈θ（犪
∧

犻），其中犱（狔（狋），犪
∧

犻）是狔（狋）和聚

类中心犪
∧

犻之间的距离．将聚类中心 犪
∧

１，犪
∧

２，…，犪
∧

犽（１）

作为第一层原子．

２）假设 狆１，狆２，…，狆［ ］犖 为 狔１，狔２，…，狔［ ］犖 在各

所属聚类中心上的投影，则犲犻＝狔犻－狆犻，犻＝１，２，…，

犖．

３）对任意的犼和狊，犼≠狊．当‖犲犼－犲狊‖
２
２＜ε或

‖犲犼＋犲狊‖
２
２＜ε，则去掉犲狊，只保留犲犼，其中‖·‖

２
２

表示向量２范数的平方．该步的意义是：‖犲犼－犲狊‖
２
２

＜ε则表示犲犼 和犲狊 距离非常近，可以用同一个原子

表示．如果‖犲犼＋犲狊‖
２
２＜ε表示犲犼 和－犲狊 距离非常

近，也可以用同一个原子表示，表示系数只相差一个

符号．对于这类样本合并处理可以降低算法复杂度．

合并后，将犲犻归一化得到犲
′
犻．

４）对犲′犻进行Ｋ均值聚类，得到θ（犑）（犪
∧

犻），犻＝１，

…，犽（犑）．字典犇＝θ（１）（犪
∧

犻）　θ（２）（犪
∧

犻）…θ（犑）（犪
∧

犻）

如果犾＝犑，停止迭代．否则，转５）．

５）使用 ＯＭＰ算法计算犢 在字典犇 下的稀疏

表示矩阵犡，令犡满足：

ｍｉｎ
犇，犡

｛‖犢－犇犡‖
２
犉｝，‖狓犻‖０≤犜０ （２）

式中，狓犻为犡 的第犻列，犜０ 为稀疏度．

６）计算残差犈＝犢－犇犡，犲犻为犈的第犻列，转３）．

３　实验结果

本文选用 ＭＩＴ 的人脸库，该人脸图库包括

２４２８张人脸，每张图像均为１９×１９．实验中随机选

择５０张人脸构成测试集，剩余的２３７８张人脸构成

训练集．每张图像都变成３６１×１的列向量．

本文实验全部使用信噪比（ＳｉｇｎａｌｔｏＮｏｉｓｅ

Ｒａｔｉｏ，ＳＮＲ）（单位：ｄＢ）为衡量图像质量的指标

ＳＮＢ＝１０×ｌｏｇ１０（‖犢‖
２／‖犢－犢′‖

２） （３）

式中犢 为原始图像，犢′为经过处理的图像．

为了测试本文的新算法的稀疏表示效果，使用

了正交匹配追踪算法对一组图像进行稀疏表示．该

算法能够有效地解决０范数的优化问题．算法得到

的稀疏图像的信噪比与ＫＳＶＤ的稀疏表示的信噪

比如表１，利用稀疏表示系数恢复出来的图像实例

如图５，其中ＳＰ（Ｓｐａｒｓｅｎｅｓｓ）为稀疏度．

本算法训练得到的字典不仅可以用于稀疏表

示，还可以用于图像去噪，当图像加入随机高斯噪

声，信噪比为２３．８０９７ｄＢ时，去噪效果如图６．

该稀疏表示用于压缩采样恢复也可以取得较好

的效果．对１９×１９的原始图像随机采１００个点，即

取Φ 为随机采样阵，采样率 ｒａｔｅ＝１００／３６１＝

２７．７％．压缩采样结果如图７．

图５　新算法的恢复效果图

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｏｆｔｈｅｎｏｖｅｌａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图６　稀疏表示的去噪效果

Ｆｉｇ．６　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｄｅｎｏｉｓｉｎｇ
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图７　压缩采样的恢复效果

Ｆｉｇ．７　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓａｍｐｌｉｎｇ

表１　新算法与犓犛犞犇的对比实验结果

犜犪犫犾犲１　犜犺犲狉犲狊狌犾狋犮狅犿狆犪狉犻狊狅狀犫犲狋狑犲犲狀狋犺犲

狀狅狏犲犾犪犾犵狅狉犻狋犺犿犪狀犱犓犛犞犇

ＳＰ Ｄｉｃｔｉｏｎａｒｙｓｉｚｅ
ＡｖｅｒａｇｅＳＮＲ／ｄＢ

ＫＳＶＤ Ｎｏｖｅｌａｌｇｏｒｉｔｈｍ

３ ３６１×９００ １６．７９８９ １７．３６７９

１０ ３６１×９００ １９．０３５６ ２０．３０８３

２０ ３６１×９００ ２０．７４５９ ２２．４３３６

３ ３６１×１２００ １７．０７７７ １７．３９７８

１０ ３６１×１２００ １９．３８４９ ２０．３２７３

２０ ３６１×１２００ ２１．１６４６ ２２．５８９２

４　算法复杂度分析

假设第一层原子的个数为犽（１），第二层原子的

个数为犽（２）．假设字典的大小为１２００，那么犽（１）＋

犽（２）＝１２００．

为了加快运算速度，流程中的 ＯＭＰ普遍使用

ＢａｔｃｈＯＭＰ快速算法
［９］．假设样本数为犖，样本维

数为狀，稀疏度为犜０．

第犑次迭代，字典大小为犽（犑），假设 Ｋ均值聚

类时聚类中心平均更新ｉｔｅｒｎｅｗ 次稳定，其中

ｉｔｅｒｎｅｗ为更新次数．迭代一次的乘法运算量为

犖狀犽（犑）．对任意的犼和狊，犼≠狊．计算‖犲犼－犲狊‖
２
２，计算

乘法量为犽（犑）（犽（犑）－１）狀／２

对任意的犖 个样本全部使用 ＯＭＰ求出稀疏

度为犜０ 的稀疏表示，运算量为
［９］

犖（２狀犽（犑）＋犜
２
０犽（犑）＋３犜０犽（犑）＋犽

３
（犑））

计算残差犈＝犢－犇犡的运算量为犖狀犽（犑）．

因此第犑次迭代的总计算量为

犜（犑）＝（ｉｔｅｒｎｅｗ＋１）犖狀犽（犑）＋犽（犑）（犽（犑）－１）狀／２＋

犖（２狀犽（犑）＋犜
２
０犽（犑）＋３犜０犽（犑）＋犜

３
０） （４）

因此当原子层数为２时，总运算复杂度为犜Ａｌｌｎｅｗ

犜Ａｌｌｎｅｗ＝犜（１）＋犜（２）实验采用的 ＣＰＵ 为１．８

ＧＨｚ，内存为５１２Ｍ．新算法与 ＫＳＶＤ的运行时间

比较见表２．

表２　新算法和犓犛犞犇运行时间比较

犜犪犫犾犲２　犚狌狀狋犻犿犲犮狅犿狆犪狉犻狊狅狀犫犲狋狑犲犲狀狋犺犲

狀狅狏犲犾犪犾犵狅狉犻狋犺犿犪狀犱犓犛犞犇

Ｄｉｃｔｉｏｎａｒｙｓｉｚｅ
Ｒｕｎｔｉｍｅ／ｍｉｎ

ＫＳＶＤ Ｎｏｖｅｌａｌｇｏｒｉｔｈｍ

３６１×９００ ２７０．３２ １０．５４

３６１×１２００ ４８０．４５ １８．７５

５　结论

本文发明了一种新的过完备字典训练方法，证

明了该方法的收敛性，并分析了该算法的计算复杂

度．将该方法用于压缩感知，去噪等方面取得了比传

统的ＫＳＶＤ更好的效果．

基于训练的过完备字典以其自适应形和灵活性

等各方面优势较以往基于分析的字典有更加广阔的

应用前景．但是有两个问题有待解决：第一，本文所

提及的算法的稀疏表示结果信噪比仍然有限；第二，

训练样本数、字典大小和图像大小三者之间的关系

还没有明确证明．
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