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欠采样干涉图最小二乘相位解包裹算法改进

张雄，钱晓凡
（昆明理工大学 理学院 激光研究所，昆明６５００９３）

摘　要：数字全息的再现光场相位一般具有较高的空间变化频率，而目前ＣＣＤ、ＣＭＯＳ的空间带宽

积还很有限，容易产生欠采样并导致包裹相位中有大量不可靠数据点存在，给最小二乘相位解包裹

带来困难．本文将剪切干涉原理引入到数字全息再现光场的重构中，通过改变再现光场相位梯度的

计算方法减少欠采样的影响，对现有的最小二乘相位解包裹算法进行了改进．模拟计算和实验验证

表明：新方法得到的相位更接近实验值，具有比传统方法更强的抗欠采样能力．

关键词：相位解包裹；最小二乘算法；剪切干涉；欠采样；改进

中图分类号：Ｏ４３６．１　　　　文献标识码：Ａ　　　　 犱狅犻：１０．３７８８／ｇｚｘｂ２０１１４００１．０１２１

０　引言

全息术可以记录和再现光场的相位，因而在光

学检测中具有独到的优势．随着计算机及 ＣＣＤ、

ＣＭＯＳ等光电转换器件技术的进步，用ＣＣＤ等光

电转换器件代替传统全息感光板的数字全息术及其

检测技术正成为一个研究热点，并获得广泛的应

用［１４］．在该研究领域，利用数字全息获得高质量的

再现光场后，如何通过相位解包裹运算得到再现光

场的相位，是一个重要的研究内容．因为在数字全息

术及全息干涉检测技术中，为了得到所需要的测量

值，如物体的形变量、温度场分布、三维形貌和应力

场分布等等，都必须完成光场的相位计算，但计算相

位一般要用到反正切函数，其值域（主值）为［－π，

π］，直接计算得到的相位被“截断”或“包裹”了，实

际测量时必须通过相位解包裹将它们连接起来．

为了很好地实现解包裹运算，目前国内、外学者

已经提出了很多相位解包裹算法，归纳起来主要是

两种：即寻求积分结果与路径无关条件的路径跟踪

算法［５７］，以及寻求满足最小范数解的路径无关相位

解包裹算法［８１４］．其中各种路径无关算法寻求的是

满足最小范数的解，即计算期望相位与真实相位之

间的相位梯度误差的最小范数，进而获得真实相位

的逼近值，其中最常用的是最小二乘算法，又分为无

权最小二乘法［８９］和加权最小二乘法［１２１３］等．在实际

应用中，由于目前传统记录介质的分辨率已达到

４０００～１００００ｌｐ／ｍｍ，而ＣＣＤ、ＣＭＯＳ的分辨率还

在１００～２００ｌｐ／ｍｍ，加之ＣＣＤ、ＣＭＯＳ的有效光敏

面尺寸也还在厘米量级，限制了光电转换器件的空

间带宽积，因此，数字全息再现光场相位的空间频率

一般较高，常常出现包裹相位条纹断裂、欠采样，使

包裹相位中存在大量不可靠数据点，给最小二乘相

位解包裹算法带来了不小的困难：当相位在空间中

变化较快，有大量欠采样出现的情况时，解包裹无法

顺利完成．

针对这个问题，本文将剪切干涉计量原理引入

到有欠采样情况下的最小二乘相位解包裹运算中，

通过改变再现光场相位梯度的计算方法减少欠采样

的影响，对传统的最小二乘相位解包裹算法进行了

改进，提高了最小二乘相位解包裹算法的准确度和

抗欠采样能力，使利用数字全息获得相位信息的能

力得到更好的发挥．

１　最小二乘相位解包裹算法的基本原

理及缺陷

　　设犖×犕 个数据点的二维包裹相位值为犵（狀，

犿），而φ（狀，犿）为对应的实际连续相位值（狀，犿为二

维分布相位对应矩阵的下标，０≤狀≤犖－１，０≤犿≤

犕－１），可以写出包裹相位沿狓方向和狔方向的梯

度为

△
狓
犵狀，犿＝犵（狀＋１，犿）－犵（狀，犿）＋２犽π （１）

△狔犵狀，犿＝犵（狀，犿＋１）－犵（狀，犿）＋２犽π （２）
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式中，犽为整数．为了使求得的相位对已知包裹相位

拟合最好，作最小二乘

犛＝
犖－２

狀＝０

犕－１

犿＝０

（φ（狀＋１）犿－φ狀犿－Δ
狓
犵狀，犿）

２＋


犖－１

狀＝０

犕－２

犿＝０

（φ（狀（犿＋１）－φ狀犿－Δ
狔
犵狀，犿）

２ （３）

式（３）中最小二乘矩阵的求解方程为

φ（狀＋１）犿＋φ（狀－１）犿＋φ（狀（犿＋１）＋φ（狀（犿－１）－４φ狀犿＝

Δ
狓
犵狀，犿－Δ

狓
犵（狀－１），犿＋Δ

狔
犵狀，犿－Δ

狔
犵狀，（犿－１） （４）

其恒等关系式为

［φ（狀＋１）犿－２φ狀犿＋φ（狀－１）犿］＋［φ狀（犿＋１）犿－２φ狀犿＋

φ狀（犿－１）］＝ρ狀犿 （５）

式中

ρ狀犿＝［Δ
狓
犵狀，犿－Δ

狓
犵（狀－１），犿］＋［Δ狔犵狀，犿－

Δ狔犵狀，（犿－１）］ （６）

可以通过已知包裹相位值犵（狀，犿）直接计算．

显然，上述最小二乘矩阵求解方程是犖×犕 矩

形网格上的离散Ｐｏｉｓｓｏｎ方程

Δ
２

Δ狓
２φ（狓，狔）＋

Δ
２

Δ狔
２φ（狓，狔）＝ρ（狓，狔） （７）

考虑边界条件，相位解包裹问题的最小二乘解，

在数学上等于求解具有Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件的离散

Ｐｏｉｓｓｏｎ方程，常用离散余弦变换（ＤＣＴ）或傅里叶

变换（ＦＴ）求解该离散Ｐｏｉｓｓｏｎ方程．即目前常用的

非权重最小二乘离散Ｐｏｉｓｓｏｎ方程解包裹算法．

最小二乘解包裹需要计算ρ狀犿，先直接用式（１）

和式（２）计算Δ
狓
犵狀，犿和Δ

狔
犵狀，犿，然后再用（６）式计算

ρ狀犿．从原理上看没有什么不妥，但在算法上是有缺

陷的．这是因为犵（狀，犿）本身是包裹着的相位，必须

通过调节式（１）和式（２）中“犽”的数值，将Δ
狓
犵狀，犿和

Δ狔犵狀，犿的值变为连续分布，才能保证后面的计算正

确，但在相位的空间变化频率较高的情况下，很容易

因为欠采样而导致“犽”的数值计算错误，从而引入不

可靠数据，最终使解包裹失败．

为了说明现有的最小二乘解包裹算法的缺陷，

本文用一个模拟计算加以说明：用 ＭＡＴＬＡＢ中的

ｐｅａｋｓ函数再乘以８构建一个二维相位分布（２５６×

２５６ｐｉｘｅｌ），其最大值和最小值分别为６４．８７ｒａｄ和

－５２．４０ｒａｄ，得到的计算结果如图１．

图１（ａ）是用于模拟计算的原始相位；图１（ｂ）给

出了其包裹相位，由于像素点少，而相位在空间中变

化快，在箭头所指的三个区域出现了欠采样；图１

（ｃ）给出了用包裹相位计算得到的沿狓方向的梯度

Δ
狓
犵狀，犿，只是还没有通过调节“犽”的数值使之连续分

布；图１（犱）给出了通过调节“犽”的数值，使包裹相位

沿狓方向的梯度Δ
狓
犵狀，犿连续分布后的结果，在箭头

所指的三个欠采样区域数值还是出现了跳跃，这最

终导致后面的解包裹计算失败．

图１　传统最小二乘解包裹算法的模拟计算结果

Ｆｉｇ．１　Ｓｉｍｕｌａｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓｂｙｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅ

ｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ

２　剪切干涉计量及最小二乘相位解包

裹算法的改进方法

　　光学测量中的一种重要方法是剪切干涉计量

（ＳｈｅａｒｉｎｇＩｎｔｅｒｆｅｒｏｍｔｒｙ），它利用被测波面与其自

身经某种变换后的波面进行干涉并完成计量，根据

剪切方向可分为横向剪切、径向剪切、旋转剪切和反

向剪切等，已在很多领域获得广泛的应用，如光学系

统和光学器件的检测、液体和气体流动的研究、实验

力学中的应力、应变和振动分析等［１５１６］．

剪切干涉计量的主要特点是两光波共光路，对

机械振动、温度扰动、以及空气流动都不敏感，便于

在实验室外进行现场检测．这里我们注意到它的另

一个突出特点是：一般情况下，剪切干涉的光路和装

置要比数字全息复杂，但所得干涉条纹的空间频率

要远低于数字全息，因为剪切得到的两个波面，尽管

每一个波面自身的空间变化频率并不低，但两者之

间的差别却不大．因此，如果直接用ＣＣＤ分别记录

两个波面与参考光的干涉条纹均极易发生欠采样，

但同样用ＣＣＤ记录两个剪切波面相互干涉得到的

干涉条纹却不容易出现欠采样．既然剪切干涉原理

上只需将光场作一定剪切后再相互干涉即可，于是，

应该可以将剪切干涉的原理引入到最小二乘相位解

包裹算法中，克服由于欠采样产生的不可靠数据对

相位解包裹的影响．本文对现有最小二乘相位解包

裹算法进行改进的基本思路如下：

对犖×犕 个数据点上的二维包裹相位犵（狀，

犿），引入一个等效的二维复光场（其中犼 槡＝ －１）

犝
～

（狀，犿）＝ｅｘｐ［ｊ犵（狀，犿）］ （８）

２２１
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对该等效光场沿某个方向上（以沿狓方向为

例）作一个像素的平移（剪切），创建一个新的光

场———剪切光场

犝
～
′（狀，犿）＝ｅｘｐ［ｊ犵（狀＋１，犿）］ （９）

将两光场相除，可以得到

犝
～
′（狀，犿）

犝
～

（狀，犿）
＝
ｅｘｐ［ｊ犵（狀＋１，犿）］

ｅｘｐ［ｊ犵（狀，犿）］
＝ｅｘｐ（ｊΔ

狓
犵狀，犿） （１０）

式中：

Δ
狓
犵狀，犿＝犵（狀＋１，犿）－犵（狀，犿） （１１）

是（狀，犿）处两光场相位的差值，即等效光场在该点

处的相位犵（狀，犿）沿狓方向上的梯度，对应前面的

式（１），所不同的是，在建立等效光场 之前，犵（狀，犿）

是包裹相位，式（８）定义的等效光场犝
～

（狀，犿）的数

值，与犵（狀，犿）不包裹的情况是一致的．这是因为按

欧拉定理，ｅ指数可以分解为正弦和余弦函数，它们

可以自动消除包裹，建立等效光场后，犵（狀，犿）的截

断在形式上其实已经被去除，即，无论犵（狀，犿）是否

是包裹（截断）的，得到的等效光场犝
～

（狀，犿）的数值

都是一样的．于是，即使犵（狀，犿）的空间变化频率不

低，包裹严重，但ｅｘｐ（ｊΔ
狓
犵狀，犿）的空间变化频率却不

高，计算其相位就不容易出现相位包裹的情况，从而

避免了现在最小二乘解包裹运算中通过调节“犽”值

使Δ
狓
犵狀，犿连续分布的过程，可有效减少欠采样带来

的麻烦．

同样可以计算Δ狔犵狀，犿＝犵（狀，犿＋１）－犵（狀，犿），

最终计算出ρ狀犿，这里不再赘述．

３　基于剪切干涉原理对最小二乘相位

解包裹算法进行改进的模拟计算

　　为了说明改进后的最小二乘解包裹算法的优

势，对第１节中作为例子给出的包裹相位用改进后

的最小二乘法计算，得到的结果如图２．

图２（ａ）给出了用改进算法计算得到的相位沿ｘ

方向的梯度Δ
狓
犵狀，犿，与图１（ｄ）通过调节“犽”得到的

Δ
狓
犵狀，犿相比较，可以看到不连续的三个区域已经重

新连续起来；图２（ｂ）给出了用改进算法计算得到的

沿狔方向的梯度Δ
狔
犵狀，犿，其中也没有发现不连续的

点；图２（ｃ）给出了用改进算法计算得到的解包裹相

位，与图１（ａ）给出的原始相位相比较，可以看到解

包裹的效果很好；图２（ｄ）给出了用现有的最小二乘

算法得到的解包裹相位，由于有三个区域因欠采样

导致相位的梯度不连续，最终得到的解包裹结果很

差，可以认为解包裹计算失败．模拟计算结果表明：

在有欠采样的情况下，改进后的算法效果要好于现

有的最小二乘算法．

图２　改进后最小二乘解包裹算法的模拟计算结果

Ｆｉｇ．２　Ｓｉｍｕｌａｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓｂｙｏｕｒｎｅｗｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅ

ｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ

４　改进算法的实验验证

为了进一步检验改进后最小二乘相位解包裹算

法的效果，本文用实验数据进行检验．

例子来自透射式像面显微数字全息实验［１７１８］：

ＨｅＮｅ激光束（波长λ＝６３２．８ｎｍ）经分束镜ＢＳ１ 分

成两束，其中一束经反射镜 Ｍ 照射到样品上，显微

物镜将透射光投射到光电耦合器ＣＣＤ上，调节狕０

使之在ＣＣＤ上清晰成像；另一束通过扩束透镜ＢＥ

和针孔滤波器犺后，经准直透镜犔变为平行光束，

由压电陶瓷管驱动的反射镜ＰＺＴＭ 和分束镜ＢＳ２

反射到ＣＣＤ上，作为记录参考光（如图３所示）．

图３　像面数字显微全息光路

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｄｉｇｉｔａｌｈｏｌｏｇｒａｐｈｉｃｍｉｃｒｏｓｃｏｐｅ

实验用普通洋葱切片作为测试样品，ＣＣＤ的像

素为５１２×５１２，通过四步相移记录４幅全息图，可

得到在像面处光场的包裹相位．

实验结果如图４．其中图４（ａ）是实验得到的四

幅全息图中的一幅，图４（ｂ）是用四步相移法计算得

到的包裹相位图．从这两幅图中容易看到，由于像面

显微数字全息中叠加有一个球面波，与平行光波干

涉得到的干涉条纹很密，而ＣＣＤ的分辨率有限，导

３２１
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致采样不满足抽样定理，全息图和包裹相位图中出

现了欠采样．

图４（ｃ）给出了用现有最小二乘算法得到的解

包裹相位（为方便与全息图比较取了余弦），与图４

（ａ）比较可以看到，得到的解包裹结果很差，从图的

中部到右侧边缘约占整幅图二分之一范围内的相位

严重失真，重构光场从中部附近一分为二，左右两端

高，中间低，呈“Ｖ”字型，与实际的光场完全不一样，

可以认为解包裹计算失败．图４（ｄ）给出了用改进算

法计算得到的解包裹相位（同样已取了余弦），与图

４（ａ）比较可以看到，除了右侧边缘处很小范围内的

相位有失真，以及还留有最小二乘算法带来的峰削

尖、谷填底、陡坡变缓的情况外，其它区域解包裹的

效果总体很好．实验结果表明：在有欠采样的情况

下，改进后的算法效果要明显好于现有的最小二乘

算法．

图４　改进算法的实验验证结果及其与现有算法的比较

Ｆｉｇ．４　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｕｎｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅ

ｂｙｉｍｐｒｏｖｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍ

５　结论

数字全息的再现光场相位一般具有较高的空间

变化频率，而目前ＣＣＤ、ＣＭＯＳ的空间带宽积还很

有限，容易产生欠采样并导致包裹相位中有大量不

可靠数据点存在，给最小二乘相位解包裹带来困难．

注意到全息干涉计量和剪切干涉计量都是光学测量

的重要方法，剪切干涉从原理上讲只需将光场作一

定剪切后再相互干涉即可，于是将剪切干涉的原理

引入到数字全息再现光场的重构中，对现有的最小

二乘相位解包裹算法进行了改进．通过模拟计算和

实验验证，证明了新方法的可行性和有效性．结果表

明，新方法得到的相位更接近实验值，具有比传统方

法更强的抗欠采样能力．
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