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非旋波近似下两纠缠原子的纠缠特性
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（西南科技大学 理学院，四川 绵阳６２１０１０）

摘　要：采用了相干态正交化法研究了耦合强度以及偶极相互作用对ＴａｖｉｓＣｕｍｍｉｎｇｓ模型中两

原子的纠缠的影响．与旋波近似比较发现，在弱耦合强度下，非旋波近似下两原子间的纠缠与旋波

近似下的结果符合得很好，在强耦合区，原子之间的纠缠出现了突然死亡现象．研究同时发现耦合

强度越大，原子间处于可分离态的时间越长，表明了原子间处于退纠缠的时间的长短是依赖于原

子光场的耦合强度的．而考虑了偶极相互作用时，随着偶极偶极相互作用的加强，原子间的纠缠

也将被加强．
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０　引言

量子纠缠是量子力学中最为显著的特性之一，

在量子信息和量子计算领域中，纠缠起着很关键的

作用［１］．它被认为是量子信息等领域的一种重要的

资源，人们从理论和实验方面对两原子的纠缠进行

了大量的研究［２７］．近年来，Ｙｕ．Ｔｉｎｇ等人发现由于

量子噪音的影响，纠缠在演化了一段时间后突然减

小 到 零［６］，这 就 是 所 谓 的 纠 缠 突 然 死 亡

（ＥｎｔａｎｇｌｅｍｅｎｔＳｕｄｄｅｎＤｅａｔｈ，ＥＳＤ）．而Ｚｈａｎｇ
［８９］，

Ｙａｎｇ
［１０］和 Ｍｅｔｗａｌｌｙ

［１１］也研究了ＴＣ模型
［１２］的两

原子之间纠缠的突然死亡现象．多数人的工作都采

用 了 旋 波 近 似 的 方 法 （Ｒｏｔａｔｉｎｇ Ｗａｖｅ

Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ，ＲＷＡ），其原子光场之间的耦合强

度犵与光场频率ω０ 相比非常小（犵／ω０ 约为１０
－７－

１０－６）
［１３１４］才比较适用．近年来，人们发现量子固态

装置提供了一种代替传统原子腔模式的方法，所提

供的光谱分析表明，Ｊｏｈｓｅｐｈｓｏｎ电荷量子比特、库

柏对腔及离子阱与在腔中的原子非常的相似［１５］，且

其耦合强度较大，因此必须考虑非旋波项对系统的

影响．

本文采用相干态正交化展开方法［１６２３］讨论了非

旋波近似下的ＴＣ模型，探讨了偶极相互作用和非

旋波项对两原子纠缠特性的影响，研究了非旋波模

型在强耦合时纠缠的演化特性，以及原子间纠缠受

偶极相互作用的影响．

１　理论模型与求解

描述两个二能级原子与单模腔场相互作用的哈

密顿量可以表示为

犎 ＝ω０犪
＋犪＋Ω∑

２

犻＝１
犛犻狕＋犵（犪

＋＋犪）∑
２

犻＝１
犛犻狓＋

η（犛
１
＋犛

２
－＋犛

１
－犛

２
＋） （１）

式中，犪＋，犪分别为腔场的产生和湮灭算符；Ω，ω０ 分

别为二能级原子的能级间隔和腔场频率，η为偶极

偶极相互作用；犛犻狕，犛
犻
＋，犛

犻
－（犻＝１，２）分别为第犻个原

子的赝自旋算符．假设原子１，原子２与光场的耦合

常量犵相等（取＝１）．

对式（１）可以绕狔轴旋转π／２的角度
［２２］，可得

　犎 ＝ω０犪
＋犪＋犵（犪

＋＋犪）∑
２

犻＝１
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１
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１
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１
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２
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２
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设

犛犻狕＝
１

２
（｜↑〉犻｜↑〉－｜↓〉犻〈↓｜）

犛犻狓＝
１

２
（｜↑〉〈↓｜＋｜↓〉〈↑｜）

犛犻狔＝
犻
２
（｜↓〉〈↑｜－｜↑〉〈↓｜）

（３）

定态波函数则设为

　｜〉＝｜φ１〉｜↑↑〉＋｜φ２〉｜↑↓〉＋｜φ３〉｜〉↓↑〉＋

｜φ４〉｜↓↓〉 （４）

根据定态薛定谔方程

犎｜〉＝犈｜〉 （５）

将式（３）和式（４）代入式（５），同时做平移变换

犃＝犪＋犵／ω０，犅＝犪－犵／ω０ （６）

那么犃，犅为新的玻色算符，经化简可得以下方程组
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　η
４
（｜φ１〉－｜φ４〉）＝犈｜φ４〉 （７）

通过引入新的玻色算符犃，犅，式（７）中的四个

表达式均已对角化，因此可设

｜φ１〉＝∑
犖

狀＝０
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只要在计算过程中将狀取得足够大，那么展开

系数就能够足够的小，因此可以在足够大的犖 处做

截断处理．

式中，
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可以证明

犃＋犃｜狀〉犃＝狀｜狀〉犃，犅
＋犅｜狀〉犅＝狀｜狀〉犅，

犃〈犿｜狀〉犃＝δ犿狀，犅〈犿｜狀〉犅＝δ犿狀

将式（８）代入方程组（７），则可化为方程组
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式中，

〈犿｜狀〉犃＝（－１）
犿犇犿狀（

犵
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）
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犵
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狓
２

２

犻！（犿－犻）！（狀－犻）！
狓犿＋狀－２犻 （１１）

将式（１１）代入式（１０）；通过求解这４犖＋４个本

征方程，（犿，狀＝０，…，犖）可以得到系统的本征波函

数 犮犻｛ ｝狀 、犱
犻｛ ｝狀 、犲

犻｛ ｝狀 和 犳
犻｛ ｝狀 和能谱 犈｛ ｝犻 ．现在假设系

统的初态是两原子处在如下纠缠态，腔场为真空态

｜ψ（０）〉＝［ｓｉｎθ｜犈〉１｜犈〉２＋

　ｃｏｓθ｜犌〉１｜犌〉２］｜０〉 （１２）

将变换式（２）代入式（１２），得到
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再将初态展开为

　｜ψ（０）〉＝ ∑
４犖＋４
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犻
狀｜狀〉犅｜〉↓↓）］ （１４）

式中犽犻（犻＝１，…，４犖＋４）是待定常量．

比较式（１４）和式（１３），可以得到

∑
４犖＋４
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犽犻∑

犖
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犮犻狀｜狀〉犃＝

１

２
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∑
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犖
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１
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犖
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犖
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１

２
（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ）｜０〉 （１８）

分别对式（１５）～（１８）左乘犃〈犿｜、〈犿｜、〈犿｜和可得

∑
４犖＋４

犻＝１
犽犻犮

犻
犿＝
１

２
（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ）犃〈犿｜０〉 （１９）

∑
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犻
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１

２
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∑
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１
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∑
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犽犻犳

犻
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１

２
（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ）犅〈犿｜０〉 （２２）

通过求解方程组（１９）～（２２），可以得到一组

犽｛ ｝犻 （犻＝１，…，４犖＋４）．到此可以求出任意时刻的

波函数为

　｜ψ（狋）〉＝∑
４犖＋４

犻＝１
犽犻犲

－犻犈犻狋∑
犖

狀＝０

［犮犻狀｜狀〉犃｜↑↑〉＋犱
犻
狀｜狀〉｜↑↓〉＋

犲犻狀｜狀〉｜↓↑〉＋犳
犻
狀｜狀〉犅｜〉↓↓ （２３）

２　两原子纠缠度的计算

对于任意两个量子比特的密度矩阵ρ＝｜ψ（狋）〉

７３６１
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〈ψ（狋）｜，设ρ１２＝狋狉犳（ρ），代表了对光场部分求迹．构

造矩阵

ξ＝ρ１２（σ
１
狔σ

２
狔）ρ


１２（σ

１
狔σ

２
狔） （２４）

式中ρ

１２为ρ１２的复共轭，σ狔＝

０ －犻

犻（ ）０ 为泡利矩阵．

设λ１、λ２、λ３、λ４ 为矩阵ξ的本征值并按递减顺

序排列，则Ｃｏｎｃｕｒｒｅｎｃｅ为

犆１２（狋）＝ｍａｘ（０，λ槡１－ λ槡２－ λ槡３－ λ槡４）（２５）

当犆１２（狋）〉０时，表明两原子间存在纠缠；当犆１２（狋）＝

０，两原子处于可分离态．将式（２３）代入式（２４），通过

数值计算，则可求得矩阵ξ的本征值．

３　数值计算与分析

３．１　原子间纠缠受耦合常量的影响

为了讨论非旋波项对原子间纠缠的影响，本文

通过数值计算得到了纠缠的演化行为．图１中取Ω／

ω０＝１，η／ω０＝０时量子纠缠的演化，其中图１（ａ）为

旋波近似下得到的结果，图１（ｂ）～（ｄ）都是非旋波

近似下得到的结果．对比图１（ａ）和（ｂ）可知，当犵／ω０＝

０．２时旋波近似和非旋波近似下量子纠缠的演化都

呈现出很好的周期性，它们两者的演化规律基本相

同．但是非旋波近似情况下会出现小锯齿状的振荡，

这主要是由非旋波项所引起的．当θ接近于π／２时，

犆１２（狋）能在很短的时间内减小到零，但经过一段时

间以后又重新恢复，说明原子间的纠缠经历了突然

死亡与恢复的过程．

对比图１（ｂ）和（ｃ）可知，随着犵／ω０ 的增大，非

旋波项的效应不可忽略，此时Ｃｏｎｃｕｒｒｅｎｃｅ的演化

不同于犵／ω０ 较小（图１（ｂ））时的情况．在图１（ｃ）中

可以看到，Ｃｏｎｃｕｒｒｅｎｃｅ在很短的时间里突然减小

到零，然后经历一段时间后又重新恢复，但恢复后的

Ｃｏｎｃｕｒｒｅｎｃｅ的振幅较小．通过对比图１（ｃ）和（ｄ）可

以发现，随着犵／ω０ 的增大，量子纠缠没有明显的周

期性，且犆１２（狋）＝０的部分逐渐增加，表明了原子之

间处于可分离状态的时间增加．另外在非旋波近似

下随着犵／ω０ 的增大，原子间的纠缠更早地出现了

突然死亡的现象，且恢复的时间间隔将逐渐增加．

如图１（ｃ）、（ｄ），当耦合强度较大，θ＝０与π／２

时，初始时刻原子间没有纠缠，根据文献［７］可知在

旋波近似下任意时刻原子之间都不会产生纠缠；而

非旋波近似下的原子之间却有较小的纠缠的产生与

死亡现象，而产生这种现象应该是旋波项与非旋波

项共同作用的结果．因此，可以认为在耦合常量较大

时，非旋波项可以引起原子之间纠缠的产生与死亡

现象．

图１　耦合强度对纠缠演化的影响

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｈｅｃｏｕｐｌｉｎｇｓｔｒｅｎｇｔｈｔｏｅｎｔａｎｇｌｅｍｅｎｔ

３．２　原子间的纠缠受偶极相互作用的影响

图２中描述了考虑偶极相互作用时原子原子

的纠缠的演化行为，其中Ω／ω０＝１，犵／ω０＝０．０２，θ＝

π／１２．比较（ａ）～（ｄ）四幅子图，可以看到原子间纠缠
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９期 姜道来，等：非旋波近似下两纠缠原子的纠缠特性

振荡周期随着偶极相互作用的增强而变短，同时，原

子间的纠缠随着偶极相互作用的增加而得到了加

强，但是，Ｃｏｎｃｕｒｒｅｎｃｅ的值不能随着偶极作用的加

强而无限的增加（如图２（ｅ），其中Δ犆１２（狋）＝犆１２（狋）－

犆１２（０）），通过图２（ｅ）可以看到，随着η的增大，Δ犆１２

（狋）的演化就越趋于０，表明了此时原子原子的纠缠

变化比较缓慢，且原子间的纠缠不会超过原子间的

初始纠缠．

图２　偶极相互作用对原子间纠缠的影响

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｄｉｐｏｌｅｄｉｐｏｌｅｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｔｏｅｎｔａｎｇｌｅｍｅｎｔ

４　结论

本文主要讨论了非旋波近似下的 ＴＣ模型的

纠缠性质．通过与旋波模型作比较可知，在耦合常量

比较小时，旋波模型与非旋波模型差异不大，这主要

是由于非旋波项贡献较小的原因；当耦合常量较大

时，原子的纠缠出现死亡与恢复的现象．首先，当初

态选为｜Ψ（０）〉，旋波近似下基本上不会有纠缠死亡

的区域；而非旋波近似下的系统在耦合常量比较大

时，原子的纠缠出现突然死亡现象，且随着犵／ω０ 的

增大，原子处于退纠缠的时间增加．其次，当θ＝０和

π／２时，旋波近似下的原子间将不会有纠缠，非旋波

却会有纠缠的产生．再次，我们还讨论了偶极相互作

用对原子间的纠缠的影响，说明了偶极相互作用能

够加强原子间的纠缠．
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