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非旋波近似下Λ型三能级原子与

相干态光场的量子纠缠

夏建平，任学藻，丛红璐，姜道来，廖旭
（西南科技大学 理学院，四川 绵阳６２１０１０）

摘　要：在非旋波近似下，利用相干态正交化展开方法，对相干态光场与Λ型三能级原子相互作用

的量子场熵进行了精确求解．利用量子熵理论讨论了耦合强度、平均光子数以及初始时刻原子处于

不同的能级对量子纠缠的影响．数值计算的结果表明：当初始时刻原子处于激发态时，量子纠缠在

较短的时间内就能演化到最大值，随着平均光子数的增大，纠缠演化的周期性逐渐明显；原子初始

时刻处于三个能级的叠加态会使初始阶段量子纠缠显著降低；与旋波近似下的结果不同的是，随着

耦合强度以及平均光子数的增加，非旋波项的贡献显著增强，使得量子纠缠演化曲线出现小锯齿状

的振荡．
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０　引言

量子纠缠被认为是一种量子信息传送和处理的

重要资源，它是量子通信和量子计算的重要组成部

分［１］．在量子纠缠方面，冯诺依曼熵起着重要的作

用．它首先被Ｐｈｏｅｎｉｘ和 Ｋｎｉｇｈｔ
［２３］等人引入到量

子光学领域．通过研究发现，熵在解释光场与原子的

关联程度、光场与原子相互作用时所呈现的量子效

应方面都显示出了很强的优越性，尤其人们发现可

以利用熵来度量光场与原子之间的纠缠程度［４５］．

ＪａｙｎｅｓＣｕｍｍｉｎｇｓ模型
［６］是描述单模光场与二

能级原子相互作用的最理想的模型，由于其在旋波

近似下能够解析求解因而被广泛的应用．但是，随着

实验条件和实验方法的提高，腔场与原子相互作用

的耦合强度得到了显著的提高［７８］，在这种情况下非

旋波项不可忽略［９１０］．近年来人们发现，与二能级原

子系统相比，三能级原子系统能够显示出更为全面

的量子效应［１１］，如电磁诱导透明［１２］、玻色爱因斯坦

凝聚［１３］等．本文利用相干态正交化展开方法
［１４１７］，

在非旋波近似下精确求解了Λ型三能级原子与相

干态光场之间的量子纠缠，讨论了平均光子数、光场

与原子之间的耦合强度以及原子初始时刻的态对量

子纠缠的影响．

１　模型及求解

研究如图１所示的Λ型三能级原子
［１８］，原子的

三个能级从下到上分别用｜１〉、｜２〉、｜３〉表示，其中能

级｜１〉与｜２〉之间的跃迁是禁戒的．描述光场与原子

图１　Λ型三能级原子

Ｆｉｇ．１　Λｔｙｐｅｔｈｒｅｅｌｅｖｅｌａｔｏｍ

相互作用的哈密顿量在非旋波近似下可表示为（取

＝１）

犎′＝犎犳＋犎犪＋犎犐 （１）

犎犳＝ω０犪
＋犪 （２）

犎犪＝ω１｜１〉〈１｜＋ω２｜２〉〈２｜＋ω３｜３〉〈３｜ （３）

犎犐 ＝狌（犪＋犪
＋）（｜１〉〈３｜＋｜３〉〈１｜）＋

狏（犪＋犪＋）（｜２〉〈３｜＋｜３〉〈２｜） （４）

式中，犪＋（犪）为光场的产生（湮没）算符，ω１，ω２ 和ω３

分别是原子各个能级的本征频率，ω０ 为光子的频

率，令狌＝犵ｓｉｎθ和狏＝犵ｃｏｓθ为光场与原子的耦合

强度，（在下面的计算中取θ＝４５
°），Δ＝ω０－（ω３－

ω２）＝（ω３－ω１）－ω０ 为光子跃迁失谐量．系统的哈

密顿量可以写成
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　犎′＝

ω３＋ω０犪
＋犪 狏（犪＋犪＋） 狌（犪＋犪＋）

狏（犪＋犪＋） ω２＋ω０犪
＋犪 ０

狌（犪＋犪＋） ０ ω１＋ω０犪
＋

熿

燀

燄

燅犪

（５）

作犛犗（３）旋转变换，可以使系统的哈密顿量对角化．

所以引入幺正矩阵犝

犝＝

槡２／ 槡２ ２／２ｃｏｓθ 槡２／２ｓｉｎθ

槡－ ２／ 槡２ ２／２ｃｏｓθ 槡２／２ｓｉｎθ

０ －ｓｉｎθ ｃｏｓ

熿

燀

燄

燅θ

（６）

利用幺正变换 犎＝犝－１犎′犝 可以得到对角化的哈

密顿量

犎＝

犺１１＋犓１ 犺１２ 犺１３

犺２１ 犺２２＋犓２ 犺２３

犺３１ 犺３２ 犺３３＋犓

熿

燀

燄

燅３

（７）

式中

犓１＝ω０犪
＋犪＋犵（犪＋犪

＋）

犓２＝ω０犪
＋犪－犵（犪＋犪

＋）

犓３＝ω０犪
＋犪

犺１１＝犺２２＝
（ω３＋ω２ｃｏｓ

２
θ＋ω１ｓｉｎ

２
θ）

２

犺３３＝ω２ｓｉｎ
２
θ＋ω１ｃｏｓ

２
θ

犺１２＝犺２１＝
（－ω３＋ω２ｃｏｓ

２
θ＋ω１ｓｉｎ

２
θ）

２

犺１３＝犺３１＝犺２３＝犺３２＝
槡－ ２ｃｏｓθｓｉｎθ（ω２－ω１）

２

运用相干态正交化展开方法，令系统的波函数为［１９］

｜Ψ〉＝

∑
犖

狀＝０
犮狀｜狀〉犃

∑
犖

狀＝０
犱狀｜狀〉犅

∑
犖

狀＝０
犳狀｜狀

熿

燀

燄

燅〉

＝

∑
犖

狀＝０
犮狀

１

狀槡！
（犃＋）狀犲－

犵
ω０
犪
＋
－
犵
２

２ω
２
０｜０〉

∑
犖

狀＝０
犱狀

１

狀槡！
（犅＋）狀犲

犵
ω０
犪
＋
－
犵
２

２ω
２
０｜０〉

∑
犖

狀＝０
犳狀

１

狀槡！
（犪＋）狀｜０

熿

燀

燄

燅
〉

（８）

在这里利用了两个平移变换犃＝犪＋犵／狑０ 和犅＝

犪－犵／狑０
［１９２１］，从而引入了新的玻色算符犃（犃＋）以

及犅（犅＋），其中｜狀〉犃、｜狀〉犅 是对应新的玻色算符的

Ｆｏｃｋ态，｜狀〉是Ｆｏｃｋ态，因此由｜狀〉犃、｜狀〉犅 和｜狀〉构

成了新的完备归一基．将式（７）和式（８）代入薛定谔

方程 犎｜ψ〉＝犈｜ψ〉后，分别左乘，犃〈犿｜，犅〈犿｜和

〈犿｜得

（犺１１＋ω０犿－
犵
２

ω０
）犮犿＋犺１２

犖

狀＝０
犱狀犃〈犿｜狀〉犅＋

犺１３∑
犖

狀＝０
犳狀犃〈犿｜狀〉＝犈犮犿 （９）

犺２１
犖

狀＝０
犮狀犅〈犿｜狀〉犃＋（犺２２＋ω０犿－

犵
２

ω０
）犱犿＋

犺２３∑
犖

狀＝０
犳狀犅〈犿｜狀〉＝犈犱犿 （１０）

犺３１∑
犖

狀＝０
犮狀〈犿｜狀〉犃＋犺３２∑

犖

狀＝０
犱狀〈犿｜狀〉犅＋

（犺３３＋ω０犿）犳犿〈犿｜狀〉＝犈犳犿 （１１）

式中

犅〈犿｜狀〉犃＝（－１）
犿犇犿狀（

２犵
ω０
），

〈犿｜狀〉犃＝（－１）
犿犇犿狀（

犵
ω０
），

犅〈犿｜狀〉＝〈犿｜狀〉犃，

犃〈犿｜狀〉＝（－１）
狀－犿〈犿｜狀〉犃，

〈犿｜狀〉犅＝（－１）
狀－犿〈犿｜狀〉犃，

犃〈犿｜狀〉犅＝（－１）
狀－犿
犅 〈犿｜狀〉犃，

犇犿狀＝ ∑
ｍｉｎ（犿，狀）

犻＝０

犿！狀槡 ！

犻！（犿－犻）！（狀－犻）！
·

　（－１）
－犻狓犿＋狀－２犻犲－

狓
２

２，

狓＝犵／ω０．通过求解式（９）、（１０）和（１１）组成的这

３犖＋３个本征方程，可以得到系统的本征波函数

犮
（犻）｛ ｝狀 、犱

（犻）｛ ｝狀 和 犳
（犻）｛ ｝狀 和能谱 犈

（犻｛ ｝） ．

假设初始时刻原子处于能级的叠加态犆犪｜１〉＋

犆犫｜２〉＋犆犮｜３〉，犆犪、犆犫 和犆犮 分别为各个能级的叠加

系数，而光场初始时刻处于相干态｜α〉＝ｅｘｐ（α犪
＋－

α
２／２），狀

－

＝α
２ 为初始时刻光场的平均光子数．那么如

果原子初始时刻处于｜３〉能级（犆犪＝犆犫＝０，犆犮＝１），

则初始时刻的波函数可以写为

　｜Ψ（０）〉＝犲α
犪
＋
－
α
２

２｜０〉｜３〉＝犲α
犪
＋
－
α
２

２｜０〉（犝１１｜３′〉＋

犝２１｜２′〉＋犝３１｜１′〉）＝∑
３犖

犻＝０
犽犻［∑

犖

狀＝０

（犮
（犻）
狀｜狀〉犃｜３′〉＋

犱
（犻）
狀｜狀〉犅｜２′〉＋犳

（犻）
狀｜狀〉｜１′〉）］ （１２）

式中，｜３′〉、｜２′〉和｜１′〉是原子能级通过犛犗（３）旋转

变换后得到的新的原子能级，犝１１、犝２１和犝３１是么正

矩阵犝 的矩阵元．通过式（１２）可以得到

∑
３犖＋３

犻＝１
犽犻犮

（犻）
犿 ＝犝１１

１

犿槡 ！
犲－

（犵＋αω０
）２

２ω
２
０
（α＋

犵
ω０
）犿 （１３）

∑
３犖＋３

犻＝１
犽犻犱

（犻）
犿 ＝犝２１

１

犿槡 ！
犲－

（犵－αω０
）２

２ω
２
０
（α－

犵
ω０
）犿 （１４）

∑
３犖＋３

犻＝１
犽犻犳

（犻）
犿 ＝犝３１

１

犿槡 ！
犲－

α
２

２α
犿 （１５）

通过求解式（１３）、（１４）和（１５）组成的非齐次线性方

程组，便可以得到 犽｛ ｝犻 ，（犻＝１…３犖＋３）．所以任意

时刻的波函数可以写成

｜ψ（狋）〉＝ ∑
３犖＋３

犻＝１
犽犻犲

－犻犈犻狋∑
犖

狀＝０

（犮
（犻）
狀｜狀〉犃｜３′〉＋

　犱
（犻）
狀｜狀〉犅｜２′〉＋犳

（犻）
狀｜狀〉｜１′〉） （１６）

２　量子纠缠

光场与原子之间的相互作用可以导致量子纠

缠，本文利用场（原子）熵来度量原子与光场相互作

２２６１
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用时所产生的量子纠缠．冯诺依曼熵被定义为

犛＝－犜狉ρｌｎρ
［３］，其中ρ＝｜ψ（狋）〉〈ψ（狋）｜为系统的密

度矩阵，那么原子的约化密度矩阵

ρ犪＝犜狉犳｜ψ（狋）〉〈ψ（狋）｜＝

∑
３犖＋３

犻，犼＝１
犽犼犽犻犲

－犻（犈犻－犈犼
）狋

ρ１１ ρ１２ ρ１３

ρ

１２ ρ２２ ρ２３

ρ

１３ ρ


２３ ρ

熿

燀

燄

燅３３

（１７）

式中

ρ１１＝∑
犖

犿＝０
犮
（犻）
犿犮

（犼）
犿

ρ１２＝ ∑
犖

狀，犿＝０
犮
（犻）
狀犱

（犼）
犿 犅〈犿｜狀〉犃

ρ１３＝ ∑
犖

狀，犿＝０
犮
（犻）
狀犳

（犼）
犿 〈犿｜狀〉犃

ρ２２＝∑
犖

犿＝０
犱
（犻）
犿犱

（犼）
犿

ρ２３＝ ∑
犖

狀，犿＝０
犱
（犻）
狀犳

（犼）
犿 〈犿｜狀〉犅

ρ３３＝∑
犖

犿＝０
犳
（犻）
犿犳

（犼）
犿

如果选择式（１２）的初态，则初始光场和原子均

处于纯态，那么光场与原子相互作用的整个系统的

熵为零，并且不随时间变化．根据 ＡｒａｋｉＬｉｅｂ
［３］不

等式

犛犪－犛犳 ≤犛≤ 犛犪＋犛犳 （１８）

可知，在狋≥０的任意时刻，光场与原子的熵相等．因

此可利用原子约化密度矩阵得到量子系统的场（原

子）熵［２］

犛犳（狋）＝犛犪（狋）＝－犜狉｛ρ犪（狋）ｌｎρ犪（狋）｝＝

－∑
犽
λ犽ｌｎλ犽 （１９）

式中λ犽，（犽＝１，２，３）为原子约化密度矩阵的本征

值．通过数值计算就可以，详细讨论相干态光场与Λ

型三能级原子间的量子纠缠特性．为讨论方便，文中

令η＝Δ／犵＝０．０５．

３　结果与讨论

图２为原子初始时刻处于｜３〉能级（犆犪＝犆犫＝０，

犆犮＝１），平均光子数狀
－

＝２５，耦合强度取不同值时纠

缠随时间的演化．从图中可以明显的看到纠缠的演

化具有周期性的振荡．通过对比图２（ａ）和（ｂ）可知，

纠缠演化的周期并不随耦合强度的增大而发生改

变．如图２（ａ），当耦合强度较小时ω０＝５００犵，纠缠演

化的曲线较为光滑．但当耦合强度ω０＝１００犵时，纠

缠演化的曲线会出现小锯齿状的振荡，如图２（ｂ）．

这主要是非旋波项起的作用［１４］，说明了，随着耦合

强度的增大，非旋波项的贡献显著增强．

图２　耦合强度取不同值时纠缠随时间的演化

Ｆｉｇ．２　Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｅｎｔａｎｇｌｅｍｅｎｔｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｃｏｕｐｌｉｎｇｉｎｔｅｎｓｉｔｙ

图３为当原子初始时刻处于｜３〉能级，耦合强度

ω０＝２００犵，平均光子数狀
－
取不同值时纠缠随时间的

３２６１
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图３　原子初始时刻处于 ３〉能级，平均光子数取不同值时纠缠随时间的演化

Ｆｉｇ．３　Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｅｎｔａｎｇｌｅｍｅｎｔｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅａｎｐｈｏｔｏｎｎｕｍｂｅｒｗｈｅｎｔｈｅａｔｏｍｉｓｉｎｉｔｉａｌｌｙｉｎｔｈｅ ３〉ｓｔａｔｅ

演化．如图３（ａ），当平均光子数狀
－

＝１０时，纠缠的振

荡没有规则，但是平均值很大，说明了光场和原子之

间的纠缠十分的强烈．从图３（ｂ）～ （ｄ）可以看出，

随着平均光子数狀
－
的增加，纠缠演化的周期性逐渐

明显，而且演化的周期随着平均光子数狀
－
的增大而

增大．从纠缠的演化图中可以看到，当原子初始时刻

处于｜３〉能级时，光场和原子之间相互作用产生的纠

缠在很短的时间就能从０演化到最大值（约为０．７）．

另外从图３中还可以发现，随着平均光子数狀
－
的增

大，纠缠演化的曲线会出现小锯齿状的振荡．这同样

是由于非旋波项的作用，说明了随着平均光子数的

增大非旋波项的贡献显著增强．

　　图４为当原子初始时刻处于三个能级的等权叠

加态（犆犪＝犆犫＝犆犮 槡＝ ３／３），耦合强度ω０＝２００犵，平

均光子数狀
－
取不同值时纠缠随时间的演化．对比图

３和图４可以看到，原子初始时刻处于三个能级的

叠加态导致了原子与光场在演化初始阶段的纠缠度

显著降低（约为０．１），从图４中还可以看到，纠缠需

要较长时间的演化才能达到最大值，并且达到最大

值的时间随着平均光子数的增大而增加，纠缠一旦

达到最大值就会始终保持在最大值附近演化下去．

图４　原子初始时刻处于三个能级的叠加态，平均光子数取不同值时纠缠随时间的演化

Ｆｉｇ．４　Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｅｎｔａｎｇｌｅｍｅｎｔｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅａｎｐｈｏｔｏｎｎｕｍｂｅｒｗｈｅｎｔｈｅａｔｏｍｉｓｉｎｉｔｉａｌｌｙｉｎａｌｌｔｈｅｔｈｒｅｅｌｅｖｅｌ

４２６１
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另外对比图３和图４可以发现，由于原子初始时刻

处于三个能级的叠加态，使得纠缠演化的周期性遭

到了破坏．

４　结论

本文利用全量子理论，在非旋波近似下精确求

解了相干态光场与Λ型三能级原子之间的量子纠

缠．数值计算的结果表明了，耦合强度的变化对量子

纠缠的周期没有影响，但是随着耦合强度的增大，非

旋波项的贡献逐渐增强；原子初始时刻处于 ３〉能

级时，随着平均光子数的增大，纠缠演化的周期逐渐

变长，同时非旋波项的贡献也随之增大，纠缠在较短

的时间内就演化到最大值；当原子初始时刻处于三

个能级的等权叠加态时，初始阶段的纠缠显著降低，

并且随着平均光子数的增大，纠缠演化到达最大值

的时间逐渐增加．
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