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基于多尺度总体最小二乘的图像去噪
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摘　要：提出了一种基于多尺度总体最小二乘的图像去噪算法．采用平稳小波变换对噪音图像进行

分解，分别对各个分解层的高频子带，通过总体最小二乘算法估计信号小波系数；并且考虑到不同

尺度小波系数之间的相关性，将尺度相关性约束到总体最小二乘算法中，进而准确估计各高频子带

信号小波系数，再由估计的信号小波系数通过小波逆变换得到去噪图像．实验结果表明，考虑尺度

间相关性的总体最小二乘平稳小波变换图像去噪算法能有效去除图像噪音，在信噪比和视觉质量

上有了较大改善．
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０　引言

由于图像在采集、获取和编码时，均会不同程度

地受到各种噪音的干扰，降低图像质量．图像噪音的

存在不仅降低了图像的视觉效果，而且严重影响图

像分析和压缩等，为了抑制噪音，提高图像质量，研

究图像噪音滤除算法是一个重要课题．

目前在众多去噪算法中，具有低熵性、多分辨率

和选基灵活性的小波变换在去除信号或图像中的噪

音方面具有独特优势［１３］，其中平稳小波由于具有平

移不变性在去噪方面有明显的优越性［４］．一般小波

去噪方法主要有两类：一类是小波阈值萎缩法，另一

类是小波比例萎缩法，即采用阈值法或最小均方误

差估计不同尺度不同方向上的信号小波系数，再通

过小波反变换得到去噪图像．但是小波阈值萎缩法

在去除噪音的同时，也对信号的突出部分（边缘、拐

角等）的重要特征信息进行了模糊，因为这部分信息

通常也具有高频特性，并且阈值和阈值函数的选取

也较为困难［５］；而小波比例萎缩法将会使估计的信

号小波系数小于真实小波系数，造成去噪后图像的

能量低于真实图像［６］，使去噪后的图像变暗．

为了改善图像去噪效果人们提出了多种改进的

信号小波系数估计算法［７１１］，比如非线性阈值技术

和统计方法等试图获得更好的图像去噪效果，但是

由于缺少先验噪音知识，去噪效果并不令人满意．本

文采用国内外学者近年来提出的总体最小二乘算

法［１２１６］估计信号小波系数，利用局部小波系数块的

邻近多个局部小波系数块估计该信号小波系数块，

并且结合平稳小波变换小波系数的尺度间相关

性［３，６］，给出了一种有效去除图像噪音的新算法，能

有效克服小波系数萎缩法存在的不足．实验结果分

析表明，本文给出的方法在信噪比和主观视觉质量

较传统的小波去噪算法都有了明显改善．

１　基于最小均方误差的小波去噪

１．１　噪音图像小波域描述

平稳小波变换是非采样小波变换，同离散正交

小波变换相比，具有“平移不变性”，分解后各层子带

的小波系数个数和原图像的像素个数相同．设噪音

图像模型为犳＝狔＋犵，其中狔∈犚
犓×犙是原始图像，

犳∈犚
犓×犙为噪音图像，犵是方差为σ

２ 的高斯噪音，

犓×犙为图像大小．上述模型在尺度犼的小波域表

示为

狑犼＝狋犼＋狉犼 （１）

式中狋犼、狑犼和狉犼分别是狔、犳和犵在尺度犼的高频子

带小波系数，对应的尺度犼的低频子带小波系数为

犺犼．高频子带小波系数分为对角、水平和垂直三个方

向，分别为狑Ｄ犼＋１＝犺０犔
Ｄ
犼、狑

Ｈ
犼＋１＝犺０犔

Ｈ
犼 和狑

Ｖ
犼＋１＝

犺０犔
Ｖ
犼，其对应的滤波器

［３］为犔Ｄ犼＝犎０犎′０…

犎犼－１犎′犼－１犌犼犌′犼、犔
Ｈ
犼 ＝犎０犎′０…

犎犼－１犎′犼－１犌犼犎′犼 和犔
Ｖ
犼 ＝犎０犎′０…

犎犼－１犎′犼－１犎犼犌′犼，式中为卷积运算，如

图１
［６］．
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图１　二维平稳小波分解

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅ２Ｄｓｔａｔｉｏｎａｒｙｗａｖｅｌｅｔｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ

１．２　基于最小均方误差的图像去噪

由于噪音主要集中在高频部分，而有用的图像

信息集中在低频部分，需要从高频小波系数中估计

出信号小波系数，再结合低频部分通过小波反变换

得到无噪图像．常采用维纳滤波，即最小均方误差算

法估计信号小波系数，即最小化犈［‖狋
∧

犼－狋犼‖
２
Ｆ］，其

中狋
∧

犼＝犮·狑犼，令σ
２
狉
犼
和σ

２
狋
犼
分别为狉犼和狋犼的方差，有

犮＝
σ
２
狋
犼

σ
２
狋
犼
＋σ

２
狉
犼

（２）

式中σ
２
狋
犼
和σ

２
狉
犼
通过下面的讨论得到：尺度犼的噪音标

准差［１０］
σ狉
犼
＝犔犼－１σ，式中·是范数运算．对于噪音方

差σ
２ 可采用鲁棒的中值估计器σ＝

ｍｅｄ（犱Ｄ１ ）

０．６７４５
得

到，犱Ｄ１ 为所有高频子带小波系数幅度的中值．由于

噪音与信号相互独立，因此无噪图像方差σ
∧２
狋
犼
≈

σ
２
狑
犼
－σ

２
狉
犼
，并且σ

２
狑
犼
＝∑

犓

犽＝１
∑
犙

狇＝１
狑２犼（犽，狇）／（犓×犙），可以由

式（２）求得犮，最后再通过狋
∧

犼＝犮·狑犼 估计信号小波

系数狋犼．

２　基于总体最小二乘的小波系数估计

２．１　总体最小二乘

基于最小均方误差的小波系数估计是一种整体

误差最小估计，在去除噪音的同时也对图像的细节

信息进行了破坏．本文采用总体最小二乘算法估计

信号小波系数，使得估计的信号小波系数在去噪的

同时，也能较好保持图像细节信息．

令狊０∈犚
犿 是对图像分解得到的某个尺度上某

方向小波系数狑 中截取的一个局部小波系数块（设

为槡犿×槡犿）拉直形成的向量，狓犻∈犚｛ ｝犿 犻∈ １，…，｛ ｝狀

从小波系数狑 中截取的一组与狊０ 所在位置很相近

的小波系数块拉直形成的向量集合，设犿≥狀＋１，如

图２．

可以采用 狓｛ ｝犻 的某种线性组合来表示狊０，即

狊０＝犡α （３）

式中犡＝ 狓１，…，狓［ ］狀 为截取的小波系数块向量组

图２　小波系数块示意图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｗａｖｅｌｅｔｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ′ｂａｔｃｈｓｓｋｅｔｃｈ

成的矩阵．一般情况下，由于狊０ｓｐａｎ狓｛ ｝犻 ，不存在

α使得式（３）成立．通常在上式中引入一个扰动项

犲０，即

狊０＋犲０＝犡α （４）

求解在犔２ 意义下使‖犲０‖
２
犉 最小的权重向量α，称

为最小二乘算法，其中‖·‖犉 是犉 范数．但是上式

只考虑到局部小波系数块向量狊０ 受到噪音污染，忽

略了犡受到的噪音污染对准确估计信号小波系数

的影响，为此在犡和狊０ 都各自引入一个扰动项，即

狊０＋犲０＝（犡＋犈）α （５）

求解使‖ 犈，犲［ ］０ ‖
２
犉 最小的权重向量α，称为总体

最小二乘算法，其解表示为αＴＬＳ，这样估计的α将更

为准确，再通过（３）式估计信号小波系数．

通常这类问题可以通过奇异值分解进行求解，

令 犡，狊［ ］０ ＝犝Σ犞
犜，则［１２］

αＴＬＳ＝－ 狏１，狀＋１，…，狏狀，狀［ ］＋１
犜狏－１
狀＋１，狀＋１ （６）

式 中 Σ ＝ ｄｉａｇ （σ１，…，σ狀＋１），（σ
２
犻 ＞σ

２
犻＋１），

狏１，狀＋１，…，狏狀＋１，狀［ ］＋１
犜 是对应于σ狀＋１的右奇异向量．

２．２　小波系数估计

定义狊犻为与小波系数块向量狓犻 对应的信号小

波系数块向量，并假设狊０∈ 狊｛ ｝犻 ，则狓犻＝狊犻＋σ狀犻，其

中狀犻∈犚
犿 是与狓犻相对应的单位噪音小波系数块拉

直形成的向量，且满足 犈｛狀犻｝＝０，犈｛狀犻狀犽｝＝

犐，犻＝犽

０，犻≠｛ 犽
，σ为该尺度上的噪音方差．为了求解式

（５），令 犛＝ 狊１，…，狊［ ］狀 ，对 于 犘 ＝ （犡，狊［ ］０ ）犜

（犡，狊［ ］０ ）＝犞Σ
２犞犜，并定义犈｛·｝是期望运算，因

为当犿狀＋１时，有犘≈犈｛犘｝，所以
［１４］

　犘≈犈｛（犡，狊［ ］０ ）
犜（犡，狊［ ］０ ）｝＝

犘犡犡 犛犜狊０

狊犜０犛 狊犜０
［ ］

狊
（７）

式中犘犡犡＝犈｛犡
犜犡｝＝犛犜犛＋犿σ

２犐狀×狀，则犛
犜犛＝犡犜犡－

犿σ
２犐狀×狀；而ｓ

Ｔ
０Ｓ是犛

犜犛 的第１行，犛犜狊０ 是ｓ
Ｔ
０Ｓ的转

置，ｓＴ０ｓ０是犛
犜犛 的左上１×１子矩阵，从而得到矩阵

犘，进而可以得到犘的右奇异矩阵犞
［１２，１４１５］，再通过

式（６）获得αＴＬＳ，因此估计到的信号小波系数为

烇烋
狊０＝犡αＴＬＳ （８）

７５９
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３　多尺度总体最小二乘小波系数估计

３．１　多尺度总体最小二乘描述

平稳小波变换是一种冗余小波变换，小波系数

在尺度间具有相关性，并且尺度间的相关性随着尺

度间层数的增加而减小［６］，这里我们仅采用相邻两

尺度进行信号小波系数的联合估计．

令狊犼０∈犚
犿 是对图像分解得到的尺度犼上某方

向小波系数狑犼 中截取的一个局部小波系数块（设

为槡犿×槡犿）拉直形成的向量，狊犼
＋１
０ ∈犚

犿 是尺度

犼＋１上该方向小波系数狑犼＋１中截取的一个局部小

波系数块 （设为 槡犿 × 槡犿）拉直形成的向量，

狓犼犻∈犚｛ ｝犿 犻∈ １，…，｛ ｝狀 从小波系数狑犼 中截取的一组与

狊犼０ 所在位置很相近的小波系数块拉直形成的向量集

合，狓犼＋１犻 ∈犚｛ ｝犿 犻∈ １，…，｛ ｝狀 从小波系数狑犼＋１中截取的

一组与狊犼＋１０ 所在位置很相近的小波系数块拉直形

成的向量集合，设犿≥狀＋１．

可以采用｛狓犼犻｝和｛狓犼
＋１
犻 ｝的某种线性组合来表示

狊犼０ 和狊
犼＋１
０ ．令ｊｓ０＝［ｓｊ０，ｓｊ

＋１
０ ］，犼犡＝［狓犼１，狓犼

＋１
１ ，…，狓犼狀，

狓犼＋１狀 ］，分别为截取的相邻尺度小波系数块向量组成

的矩阵．因此采用总体最小二乘算法估计ｊｓ０，即

犼狊０＋
犼犲０＝（犼犡＋犼犈）·犼α （９）

使‖ 犼犈，犼犲［ ］０ ‖
２
Ｆ 最小的权重向量

犼α，称为多尺度总

体最小二乘算法，其解表示为犼αＴＬＳ．

３．２　多尺度总体最小二乘小波系数估计

与２．２节所述类似，定义狊犼犻 为与小波系数块向

量狓犼犻 对应的信号小波系数块向量，假设有狊犼０∈

狊犼｛ ｝犻 ，则狓犼犻＝狊犼犻＋σ犼狀
犼
犻，其中狀犼犻 是与狓犼犻 相对应的单

位噪音小波系数块拉直形成的向量，且有犈｛狀犼犻｝＝

０，犈｛狀犼犻狀犼犽｝＝
犐，犻＝犽

０，犻≠｛ 犽
，σ犼 为该尺度上的噪音方差．

同理 可 得 对 应 于 尺 度 犼＋１ 上 的 描 述．令

犼犡，犼狊［ ］０ ＝犼犝犼 犼犞Ｔ，则左奇异值犼犝 和右奇异值犼犞

表示为

犼犝＝
犼犝１

２狀

犼犝［ ］２２ ，犼犞＝
犼犞１１

犼犞１２
犼犞２１

２狀

犼犞２２

熿

燀

燄

燅２

２狀

狀

，则

犼αＴＬＳ＝－
犼犞１２

犼犞－１
２２ （１０）

为了求解犼αＴＬＳ需要估计
犼犡，犼狊［ ］０ ．令犼犛＝［狊犼１，狊犼

＋１
１ ，

…，狊犼狀，狊犼
＋１
狀 ］，且当犿狀＋１时，有犼犘≈犈｛犼犘｝，则

犼犘 ≈犈｛（犼犡，犼狊［ ］０ ）
Ｔ（犼犡，犼狊［ ］０ ）｝＝

犼犘犡犡
犼犛Ｔ犼狊０

犼狊Ｔ０
犼犛 犼狊Ｔ０

犼狊
［ ］

０

（１１）

式中犼犘犡犡＝犈｛犼犡
Ｔ犼犡｝＝犼犛Ｔ犼犛 ＋犿 犐狀×狀犓（ ）犼 ，

其中  为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 张 量 积， 犓犼 ＝

σ
２
犼 ρ犼，犼＋１σ犼σ犼＋１

ρ犼，犼＋１σ犼σ犼＋１ σ
２
犼

［ ］
＋１

，ρ犼，犼＋１是噪音在不同尺度

小波空间中的映射狏犼和狏犼＋１之间的相关系数
［３］，其

计算式为

ρ犼，犼＋１＝
∑
犽
∑
狇
犔犼－１（犽，狇）犔犼（犽，狇槡 ）

‖犔犼－１‖·‖犔犼‖
（１２）

因 此犼犛Ｔ犼犛 ＝犼犡Ｔ犼犡犿 犐狀×狀犓（ ）犼 ；而
犼狊Ｔ０

犼犛

是犼犛Ｔ犼犛 的前 ２ 行，犼犛Ｔ犼狊０ 是犼狊
Ｔ
０
犼犛 的转 置，犼狊Ｔ０犼狊０

是犼犛Ｔ犼犛的左上２×２子矩阵，从而得到矩阵犼犘，进

而可以得到犼犘 的右奇异矩阵犼犞，从而可通过式（１０）

得到犼αＴＬＳ．因此估计到的信号小波系数为

犼狊
∧

０＝
犼犡犼αＴＬＳ （１３）

用粗尺度估计细尺度，只取犼狊
∧

０ 的第一列狊
∧犼
０ 作

为狊犼０ 的估计，依次可以估计经过边界延拓的信号小

波系数，再通过平稳小波逆变换获得去噪图像．

４　实验结果

在去噪算法里取图像大小分别为２５６×２５６和

５１２×５１２，采用多尺度总体最小二乘估计小波系数

再进行反变换重构图像进行去噪．在去噪算法里平

稳小波函数取ｂｉｏｒ２．２小波，采用三层小波分解，其

中犿＝２３×２３，狀＝５×５＝２５．采用信噪比评价图像

去噪效果，其定义为

ＳＮＲ＝１０×ｌｏｇ

１

犓×犙
∑
犓

犽＝１
∑
犙

狇＝１
狔
２
犽狇

１

犓×犙
∑
犓

犽＝１
∑
犙

狇＝１

（狔犽狇－狔
∧

犽狇）

熿

燀

燄

燅
２

（１４）

通常绝对值较小的小波系数一般是以噪音为

主，绝对值较大的小波系数以信号为主，先选择一个

阈值犜＝２．５σ狉
犼

［６］对狑犼 进行处理，小于该阈值的小

波系数置零，大于该阈值的系数不变．然后对阈值化

的小波系数采用多尺度总体最小二乘算法估计信号

小波系数．为验证本文方法的去噪效果，对大小为

２５６×２５６标准测试图像Ｐｅｐｐｅｒｓ和５１２×５１２标准

测试图像Ｌｅｎａ进行仿真实验，并和其他几种最近

提出的小波去噪算法作了比较．

图３（ａ）是２５６×２５６的Ｐｅｐｐｅｒｓ无噪图像，图３

（ｂ）表示高斯噪音方差为２０时的噪音图像，图３（ｃ）

表示ＳＵＲＥＬＥＴ
［１７］算法去噪结果，图３（ｄ）表示多

尺度最小均方误差的平稳小波变换（ＭＬＳＷＴ）
［６］去

噪结果，图３（ｅ）表示本文给出的基于多尺度总体最

小二乘的平稳小波变换（ＭＴＬＳＳＷＴ）去噪结果．表

１给出了在不同噪音方差下不同算法去噪效果的信

噪比．

８５９
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图３　噪音方差为２０的Ｐｅｐｐｅｒｓ图像去噪效果对比

Ｆｉｇ．３　ＤｅｎｏｉｓｅｄｉｍａｇｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｆｏｒｎｏｉｓｙＰｅｐｐｅｒｓｉｍａｇｅ

表１　不同噪音水平的犘犲狆狆犲狉狊去噪后的信噪比

犜犪犫犾犲１　犛犖犚狏犪犾狌犲狊狅犳犱犲狀狅犻狊犲犱犻犿犪犵犲犱犻犳犳犲狉犲狀狋

狀狅犻狊犲犾犲狏犲犾狊狅犳狀狅犻狊狔狆犲狆狆犲狉狊

Ｎｏｉｓｅ

ｖａｒｉａｎｃｅ

Ｎｏｉｓｙ

ｉｍａｇｅ

ＳＵＲＥ

ＬＥＴ
ＭＬＳＷＴ

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｎ

ｔｈｅｐａｐｅｒ

５ ２８．５６８２ ３１．５８１９ ３１．９７７６ ３２．５０３６

１０ ２２．５４７６ ２７．５８３６ ２８．３０９２ ２９．２８７１

１５ １９．０２５８ ２５．３１７６ ２６．１６８３ ２７．３１２２

２０ １６．５２７０ ２３．７５０１ ２４．６８６８ ２６．２５４９

２５ １４．５８８８ ２２．５４８３ ２３．５６９０ ２５．３６４８

３０ １３．００５２ ２１．５６９５ ２２．６５３７ ２４．７５２７

３５ １１．６６６３ ２０．７４６２ ２１．９００６ ２４．３１２５

　　与最近提出的算法 ＭＬＳＷＴ 、ＳＵＲＥＬＥＴ相

比可以看出本文给出的方法使得去噪图像在主观质

量和信噪比等方面有了明显改善．本文给出的方法

信噪比比 ＳＵＲＥ＿ＬＥＴ 提高了 ２．５０４８ｄＢ，比

ＭＬＳＷＴ提高了１．５６８１ｄＢ，信噪比得到了大幅提

高；视觉效果上看本文算法较好保持了图像的细节

信息，没有明显失真，去噪效果有明显改善．

图４（ａ）表示５１２×５１２的Ｌｅｎａ图像，图４（ｂ）表

示高斯噪音方差为２０时的噪音图像，图４（ｃ）表示

ＳＵＲＥＬＥＴ算法去噪结果，图４（ｄ）表示多尺度最

小均方误差的平稳小波变换（ＭＬＳＷＴ）去噪结果，

图４（ｅ）表示基于多尺度总体最小二乘的平稳小波

变换（ＭＴＬＳＳＷＴ）去噪结果．表２给出了在不同噪

音方差下不同算法去噪效果的信噪比．

图４　噪音方差为２０的Ｌｅｎａ图像去噪效果对比

Ｆｉｇ．４　ＤｅｎｏｉｓｅｄｉｍａｇｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｆｏｒｎｏｉｓｙＬｅｎａｉｍａｇｅ

　　可以看出本文给出的方法信噪比ＳＵＲＥ＿ＬＥＴ

提高了４．４８８１ｄＢ，比 ＭＬＳＷＴ提高了２．００１７

ｄＢ，可以看出信噪比也得到了大幅提高；视觉效果

上看本文算法能较好保持图像的细节信息．

表２　不同噪音水平的犔犲狀犪去噪后的信噪比

犜犪犫犾犲２　犛犖犚狏犪犾狌犲狊狅犳犱犲狀狅犻狊犲犱犻犿犪犵犲犱犻犳犳犲狉犲狀狋

狀狅犻狊犲犾犲狏犲犾狊狅犳狀狅犻狊狔犾犲狀犪

Ｎｏｉｓｅ

ｖａｒｉａｎｃｅ

Ｎｏｉｓｙ

ｉｍａｇｅ

ＳＵＲＥ

ＬＥＴ
ＭＬＳＷＴ

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｎ

ｔｈｅｐａｐｅｒ

５ ２８．５６８２ ３１．５８１９ ３２．３８３９ ３３．２０２８

１０ ２２．５４７６ ２７．５８３６ ２９．３６０２ ３０．５４２１

１５ １９．０２５８ ２５．３１７６ ２７．５５３７ ２９．３３１４

２０ １６．５２７０ ２３．７５０１ ２６．２３６５ ２８．２３８２

２５ １４．５８８８ ２２．５４８３ ２５．２０２２ ２７．４８１６

３０ １３．００５２ ２１．５６９５ ２４．３４８８ ２６．８７５２

３５ １１．６６６３ ２０．７４６２ ２３．６０７８ ２６．４０４６

　　通过与当前部分主流小波去噪算法相比，本文

给出的去噪算法使得去噪后的信噪比得到了很到改

善，克服了传统小波去噪算法在去噪的同时对边缘

等细节信息产生的模糊；而且基本上保证了去噪图

像的能量，不会使去噪图像变暗，从而保证了良好的

视觉效果，证明了该算法的优势，并且随着噪音方差

的增大该算法的去噪效果与其它算法相比优势越明

显．

本文算法去噪效果的改善是以耗时增加为代

价，在ＣＰＵ３．６ＧＨｚ，内存４．０ＧＢ通过 Ｍａｔｌａｂ７．９

对２５６×２５６的Ｐｅｐｐｅｒｓ图像进行去噪，ＳＵＲＥＬＥＴ

耗时１．０９ｓ，ＭＷＳＷＴ耗时１２．１７ｓ，本文算法耗时

２５．７５ｍ；对５１２×５１２的Ｌｅｎａ图像去噪，ＳＵＲＥ

ＬＥＴ耗时２．１２ｓ，ＭＬＳＷＴ耗时２０．１５ｓ，本文算法

耗时４７．２ｍ．虽然耗时有所增加，但是去噪效果得

９５９
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到了大幅提高．

５　结论

为了抑制图像中存在的噪音干扰，本文给出了

一种新的基于多尺度总体最小二乘的小波系数估计

算法，并且将该算法和当前部分主流小波去噪方法

进行了比较，对比结果表明本文给出的去噪算法的

有效性．由于在信号小波系数的估计中，需要多次计

算各个小波系数块，在信号小波系数估计准确度提

高的同时增加了计算时间，如何进一步提高运算速

度是一个值得进一步考虑的问题；同时分解层数的

选取等也是值得进一步研究的问题．
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