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莫尔条纹法测量微小旋转角度的频域分析

方靖岳ａ，秦石乔ｂ，王省书ａ，黄宗升ａ，郑佳兴ａ
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摘　要：利用菲涅耳衍射的频域分析方法，对莫尔条纹复振幅分布公式进行了理论推导，得到了使

用两块相同光栅组成的光栅付测量微小角度的原理公式，与利用几何光学等方法得到的结论一致．

模拟结果表明：莫尔条纹是光栅付拍现象的最低频率含量，莫尔条纹内含有大量高次谐波；在探测

器光学系统放大率一定的前提下，为通过直接测量莫尔条纹宽度的变化达到测量角度变化的目的，

必须根据测角精度、探测器的尺寸和分辨率选择合适的光栅付光栅常数和光栅付初始夹角．
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０　引言

微小角度测量技术在航空、航天、航海和通信等

国民经济和国防建设的诸多领域中发挥着重要作

用，如海上机动航天测量船需要对船体形变进行测

量，修正补偿形变引起的误差，对航天器实施全程跟

踪测量；水面舰船导弹垂直发射系统需要对它的惯

性导航系统与弹载惯性平台之间的形变进行测量和

修正，提高武器系统的精度等．航天测量船上现行的

大钢管测量法是采用自准法间接测量扭转角的［１］．

自准直法以激光照射被测物体，通过入射与反射光

束间的横向位移变化量来测得物体的转动角度，该

方法只能应用于纵向挠曲和横向挠曲的测量［２３］．光

学内反射小角度测量法［４５］、激光干涉小角度测量

法［６］和衍射光栅干涉仪动态测量法［７］等技术成熟，

但都无法实现对扭转角的直接测量．莫尔计量术是

现代光学计量领域中的一种重要方法，将它应用于

微小扭转角（或称旋转角）的测量，具有非接触、高准

确度和高灵敏度的特点［８１０］．

光在通过光栅付时衍射和干涉共同作用产生莫

尔条纹，条纹宽度随光栅付栅线夹角的变化而变化，

栅线夹角越小，莫尔条纹宽度越大，栅线夹角越大，

莫尔条纹宽度越小．而且，莫尔条纹的倾角也随光栅

付夹角的变化而变化．莫尔条纹测量小角度就是根

据光栅付栅线夹角不同时，产生的莫尔条纹宽度（或

者其倾角）不同的原理进行的．莫尔条纹的形成，实

质是光在通过光栅付时衍射和干涉共同作用的结

果，文献［１１］从透过率的角度解释莫尔条纹的形成，

文献［１２］从几何光学、光栅衍射和傅里叶级数的角度

对莫尔条纹的形成进行了详细的分析，本文将从菲涅

耳衍射频域分析的角度对莫尔条纹的形成进行分析．

１　莫尔条纹形成的频域分析

如图１，两块正弦振幅光栅相叠合，光栅犌１ 位

于光栅犌２ 整数倍泰伯距离处．将光栅付的栅线投

影到狅ξη平面，光栅犌１ 的栅线与η轴平行，光栅犌２

的栅线与η轴夹角为θ，犱１ 和犱２ 分别是光栅犌１ 和

图１　光栅付几何位置关系

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｇｅｏｍｅｔｒｉｃｐｏｓｉｔｉｏｎｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｔｈｅｇｒａｔｉｎｇｐａｉｒ

光栅犌２ 的栅距，犳１ 和犳２ 分别是光栅犌１ 和光栅犌２

的空间频率，犳１＝１／犱１，犳２＝１／犱２，犿１ 和犿２ 分别是

光栅犌１ 和光栅犌２ 的透过率函数峰峰值，φ是莫尔

条纹与η轴的夹角，狑是莫尔条纹的宽度，单位振幅

单色平面光波垂直入射光栅付时，光栅付后的复振

幅分布为［１１］

狋（ξ，η）＝
１

４
｛１＋犿１ｃｏｓ（２π犳１ξ）＋犿２ｃｏｓ［２π犳２（ξｃｏｓθ－

　ηｓｉｎθ）］＋
犿１犿２
２
ｃｏｓ［２π（犳１ξ＋犳２（ξｃｏｓθ－ηｓｉｎθ））］＋

　
犿１犿２
２
ｃｏｓ［２π（犳１ξ－犳２（ξｃｏｓθ－ηｓｉｎθ））］｝ （１）
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根据菲涅尔衍射理论，观察屏上光波的复振幅

分布的傅里叶变换为

犉｛犝０（狓，狔）｝＝犉｛狋（狓，狔）｝犉｛犺（狓，狔）｝＝
ｅｊ犽狕

４
｛δ（犳狓，

　犳狔）＋
犿１
２
ｅ－ｊπλ狕犳

２
１［δ（犳狓－犳１）＋δ（犳狓＋犳１）］＋

　
犿２
２
ｅ－ｊπλ狕犳

２
２［δ（犳狓－犳２ｃｏｓθ，犳狔＋犳２ｓｉｎθ）＋δ（犳狓＋

　犳２ｃｏｓθ，犳狔－犳２ｓｉｎθ）］＋
犿１犿２
２
ｅ－ｊπλ狕

（犳
２
１
＋犳
２
２
＋２犳１犳２ｃｏｓθ

）·

　［δ（犳狓－犳１－犳２ｃｏｓθ，犳狔＋犳２ｓｉｎθ）＋δ（犳狓＋犳１＋

　犳２ｃｏｓθ，犳狔－犳２ｓｉｎθ）］＋
犿１犿２
２
ｅ－ｊπλ狕

（犳
２
１
＋犳
２
２
－２犳１犳２ｃｏｓθ

）·

　［δ（犳狓－犳１＋犳２ｃｏｓθ，犳狔－犳２ｓｉｎθ）＋δ（犳狓＋犳１－

　犳２ｃｏｓθ，犳狔＋犳２ｓｉｎθ）］ （２）

对式（２）作逆傅里叶变换得观察屏上光波的复

振幅分布，即莫尔条纹复振幅分布

犝０（狓，狔）＝
ｅｊ犽狕

４
｛１＋犿１犲

－犼πλ狕犳
２
１ｃｏｓ（２π犳１狓）＋犿２ｅ

－ｊπλ狕犳
２
２·

　ｃｏｓ［２π犳２（狓ｃｏｓθ－狔ｓｉｎθ）］＋犿１犿２ｅ
－ｊπλ狕（犳

２
１
＋犳
２
２
＋２犳１犳２ｃｏｓθ

）
×

　ｃｏｓ｛２π［（犳１＋犳２ｃｏｓθ）狓－犳２ｓｉｎθ狔］｝＋

　犿１犿２ｅ
－ｊπλ狕（犳

２
１
＋犳
２
２
－２犳１犳２ｃｏｓθ

）
×ｃｏｓ｛２π［（犳１－

　犳２ｃｏｓθ）狓＋犳２ｓｉｎθ狔］｝｝ （３）

根据式（３），利用 Ｍａｔｌａｂ进行仿真计算，假设波

长λ＝６３２．８ｎｍ，光栅空间频率犳１＝犳２＝１００００／

ｍ，透过率函数的峰峰值犿１＝犿２＝１，观察屏的距离

ｚ位于光栅泰伯距离处，当栅线夹角θ取不同值时，

计算得到莫尔条纹强度分布如图２，图３为图２中

的莫尔条纹中心局部的放大，可见，莫尔条纹包含大

量高次谐波（等间距明暗细条纹）．

图２　栅线夹角不同时的莫尔条纹

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｍｏｉｒéｆｒｉｎｇｅａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｏｆθｓ

图３　莫尔条纹的局部特征

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｍｏｉｒéｆｒｉｎｇｅ′ｓｌｏｃａｌｆｅａｔｕｒｅ

　　假设光栅付由两个相同型号的光栅组成（犳１＝

犳２＝犳０＝１／犱０），且犿１＝犿２＝１，因为θ是小角度

（θ＜５°），可将式（３）中的ｃｏｓθ和ｓｉｎθ作泰勒展开，

忽略掉θ
２ 以上的高阶小量（指数项忽略θ

１ 以上的高

阶小量），式（３）简化为

犝０（狓，狔）＝
ｅｊ犽狕

４
｛１＋ｅ－ｊπλ狕犳

２
０｛ｃｏｓ（２π犳０狓）＋

　ｃｏｓ［２π犳０（狓－θ
２狓／２－θ狔）］｝＋ｃｏｓ［２π犳０（θ

２狓／２＋

　θ狔）］＋ｅ
－ｊ４πλ狕犳

２
０ｃｏｓ［２π犳０（２狓－θ

２狓／２－θ狔）］｝ （４）

取πλ狕犳
２
０＝２狀π，狀＝１，２，３，……，式（４）简化为

犝０（狓，狔）＝
ｅｊ犽狕

４
｛１＋ｃｏｓ（２π犳０狓）＋ｃｏｓ［２π犳０（狓－

　θ
２狓／２＋θ狔）］＋ｃｏｓ［２π犳０（２狓－θ

２狓／２－θ狔）］＋

０１７
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　ｃｏｓ［２π犳０（θ
２狓／２＋θ狔）］｝ （５）

为方便对莫尔条纹沿狓轴或者沿狔 轴的变化

进行分析，对式（５）先后取狔＝０和狓＝０，得光强

犐０（狓，０）＝｜犝０（狓，０）｜
２
≈
１

３２
［８＋２０ｃｏｓ（２π犳０狓）＋

　ｃｏｓ（８π犳０狓）＋１２ｃｏｓ（４π犳０狓）＋４ｃｏｓ（６π犳０狓）＋

　４ｃｏｓ（πθ
２
犳０狓）＋ｃｏｓ（２πθ

２
犳０狓）］ （６）

犐０（０，狔）＝｜犝０（０，狔）｜
２＝
１

３２
［１７＋９ｃｏｓ（４πθ犳０狔）＋

２４ｃｏｓ（２πθ犳０狔）］ （７）

莫尔条纹是由光栅付拍现象所产生的最低频率

分量组成的［１２］，式（６）、（７）中的常数项代表了莫尔

条纹中的直流分量，而式（６）中的高频分量犳０、２犳０

等决定了莫尔条纹中谐波分量（细条纹）的空间频率

在狓轴方向的分量，最低频率分量θ
２
犳０／２决定了莫

尔条纹沿狓轴方向变化的空间频率，即

犳犿狓（θ）＝θ
２
犳０／２ （８）

式（７）中的最低频率分量θ犳０ 决定了莫尔条纹沿狔

轴方向变化的空间频率，即

犳犿狔（θ）＝θ犳０ （９）

由式（８）、（９）得莫尔条纹的斜率为

犽＝－
１／犳犿狔
１／犳犿狓

＝－θ／２＝－ｔａｎα （１０）

图４　莫尔条纹宽度

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｗｉｄｔｈｏｆｍｏｉｒéｆｒｉｎｇｅ

若观察屏狓狅狔上犾１ 和犾２ 表示莫尔条纹（图４），

则｜狅犌｜＝１／犳犿狓＝２犱０／θ
２，｜狅犎｜＝１／犳犿狔＝犱０／θ，α为

莫尔条纹的倾角，则莫尔条纹的宽度为：

狑＝｜狅犎｜ｃｏｓα≈
犱０

θ
１－
θ
２

（ ）４ ≈
犱０

θ
（１１）

或者，

狑＝｜狅犌｜ｓｉｎα≈
２犱０

θ
２

θ
２
≈
犱０

θ
（１２）

可见，莫尔条纹的宽度狑 与光栅付夹角θ成反

比，与光栅常数犱０ 成正比，由于θ１，故狑犱，即

莫尔条纹间距对光栅栅距有放大作用，有利于进行

微小角度的测量．

２　光栅付对微小旋转角度的测量

如图５，平行光垂直入射光栅付，ＣＣＤ位于光栅

付后接收莫尔条纹测量光栅付的夹角．当光栅常数

犱＝０．１ｍｍ时，若光栅付夹角θ＝１２″，根据式（１１），

莫尔条纹宽度狑≈１．７ｍ，条纹宽度可能超出探测

器的尺寸，假设探测器使用放大率为β的光学系统，

为适应测量的需要，栅线夹角θ必须引入一个初始

夹角θ０，减小莫尔条纹的宽度以适应探测器的尺寸．

假设栅线夹角的初始夹角θ０ 是小角度（θ０＜５°），根

据式（１１），得到角度变化量Δθ（角秒量级）与宽度变

化量Δ狑的关系

Δθ≈Δ狑θ
２
０／犱０ （１３）

可见，测角精度与条纹宽度的测量精度（取决于

ＣＣＤ的分辨率）、光栅常数以及光栅付的初始夹角

有关．对于给定的光栅付，其测角精度取决于ＣＣＤ

的分辨率和光栅付的初始夹角．当角度变化量为

Δθ＝３″时，取不同光栅常数犱０ 和初始夹角θ０，对应

的宽度变化量Δ狑如表１．

图５　光栅付微小旋转角度测量示意图

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｓｍａｌｌａｎｇｌｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ

ｕｓｉｎｇｍｏｉｒéｆｒｉｎｇｅｍｅｔｈｏｄ

表１　条纹宽度变化量

犜犪犫犾犲１　犜犺犲犿犲犪狊狌狉犲犿犲狀狋犪犮犮狌狉犪犮狔狅犳犿狅犻狉é犳狉犻狀犵犲′狊狑犻犱狋犺

Δ狑／μｍ
θ０

３０′ １° ２°

犱０／ｍｍ

１．０

０．５

０．１

１９１．９９ ４７．７５ １１．９４

９５．４９ ２３．８７ ５．９７

１９．１０ ４．７７ １．１９

　　可见，对于给定的ＣＣＤ，其像元间隔一定，若光

栅付的光栅常数一定，初始夹角过大时将导致莫尔

条纹宽度的变化小于一个像元尺寸而无法探测；若

光栅付的初始夹角一定，光栅常数过小也将导致同

样的结果［８，１３］．

若光栅付的光 栅常数犱１＝犱２＝犱０，ＣＣＤ像元

间隔是犾，ＣＣＤ靶面尺寸是犔，为测量条纹宽度的变

化，靶面上至少包含有３条莫尔条纹明纹（或暗纹），

此时的条纹间隔为犔／２，则条纹宽度狑应满足：

犾

β
＜狑≈

犱０

θ０
＜
犔
２β

（１４）

光栅付夹角变化Δθ时，莫尔条纹宽度随之发

生变化，为了使 ＣＣＤ能够探测，条纹宽度变化量

Δ狑应满足

１１７
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犾

β
＜Δ狑≈

犱０Δθ

θ
２
０

＜
犔
２β

（１５）

由式（１４）、（１５），当式（１６）满足时，得到初始夹

角θ０ 应满足式（１７）

２犾２Δθ

β犔
＜犱０＜

犾Δθ

β
（１６）

２β犱０Δθ

槡犔
＜θ０＜β

犱０
犾

（１７）

由式（１４）、（１５），当式（１８）满足时，得到初始夹

角θ０ 应满足式（１９）

犾Δθ

β
＜犱０＜

犔Δθ
２β

（１８）
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由式（１４）、（１５），当式（２０）满足时，得到初始夹

角θ０ 应满足式（２１）

犔Δθ
２β
＜犱０＜

犔２Δθ
４β犾

（２０）

２β犱０
犔
＜θ０＜ β犱０Δθ

槡犾
（２１）

对于１／２ｉｎｃｈ面阵ＣＣＤ，靶面尺寸为６．４ｍｍ×

４．８ｍｍ，取犔＝４．８ｍｍ，像元为７９５（Ｈ）×５９６（Ｖ），

像元间隔约８μｍ，若采用ＣＣＤ细分技术达到２μｍ，

取犾＝２μｍ，假设光学系统放大率β＝１×，则为能实

现对Δθ＝３″的角度变化量的测量，由式（１６）得光栅

常数满足２．４×１０－８μ犿＜犱０＜２．９×１０
－５

μｍ，已失

去应用的可能；由式（１８）得光栅常数满足２．９×

１０－５μｍ＜犱０＜０．０３５μｍ，已失去应用的可能；由式

（２０）得光栅常数满足０．０３５μｍ＜犱０＜４１．９μｍ，取

犱０＝２０μｍ，由式（２１）得初始角度满足２９′＜θ０＜

１°１３′．可见，为了达到一定的测量精度，应根据ＣＣＤ

的尺寸、分辨率和光学系统放大率选择合适的光栅

付，进一步选择合适的光栅付初始角度．

３　结论

本文利用光波传播过程相当于空不变系统作用

的原理，将入射光和出射光视为系统输入和输出函

数，从菲涅耳衍射频域入手，分析得到了莫尔条纹的

复振幅分布和莫尔条纹测量小角度的近似公式，较

好地揭示了莫尔条纹形成的实质．模拟结果表明，莫

尔条纹是光栅付拍现象的最低频率含量，莫尔条纹

内含有大量高次谐波．在ＣＣＤ所用光学系统放大率

一定的条件下，为了通过测量莫尔条纹宽度的变化

进而测量角度的微小变化，必须根据测角精度、探测

器的尺寸和分辨率选择合适的光栅付，同时使光栅

付引入一个合适的初始角度．
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