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磁化铁氧体覆盖二维导体目标ＦＤＴＤ分析的

移位算子方法

王飞，葛德彪，魏兵
（西安电子科技大学 理学院 应用物理系，西安７１００７１）

摘　要：采用移位算子方法把时域有限差分法推广应用于二维磁各向异性色散介质—磁化铁氧体

中．证明了电磁波横向入射二维轴向磁化铁氧体目标情形下，电磁波可按目标的轴向分解为横电波

（ＴＥ波）和横磁波（ＴＭ波），且ＴＥ波的散射特性与铁氧体介质无关，而ＴＭ 波的散射特性与介质

电磁参量密切相关，同时对其物理原因进行了分析．通过采用移位算子方法处理磁化铁氧体频域本

构关系，得到该情形下目标电磁散射的移位算子时域有限差的迭代计算公式，同时解决了电磁波在

各向异性和频率色散介质中传播的问题．计算了轴向磁化铁氧体涂敷 ＶｏｎＫａｒｍａｎ型导体柱的

ＴＭ波双站雷达散射截面，分析了铁氧体参量对目标双站雷达散射截面的影响．结果表明：恰当地

选择铁氧体参量能有效地减少目标的雷达散射截面，本文时谐因子取ｅｘｐ ｊω（ ）狋 ．
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０　引言

磁化铁氧体是磁各向异性色散介质，其磁导系

数为频率的张量函数，而对含有磁化铁氧体目标的

电磁散射进行严格分析是非常困难的．鉴于此，磁化

铁氧体与电磁波的相互作用常常采用数值的方法进

行分析．时域有限差分 （ＦｉｎｉｔｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＴｉｍｅ

Ｄｏｍａｉｎ，ＦＤＴＤ）方法常用于处理复杂介质的电磁问

题，因而采用ＦＤＴＤ方法仿真磁化铁氧体与电磁波

的相互作用．

磁化等离子体是电各向异性兼色散介质，其介

电系数为频率的张量函数，所以处理磁化等离子体

电磁问题的ＦＤＴＤ方法可经过变换用于处理磁化

铁氧体问题．文献中处理磁化等离子体介质电磁问

题 的 ＦＤＴＤ 方 法 有：递 推 卷 积 （Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ

Ｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＲＣ）法
［１２］，电流密度卷积（Ｃｕｒｒｅｎｔ

ＤｅｎｓｉｔｙＣｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＪＥＣ）法、分段线性电流密度卷

积 （ＰｉｅｃｅｗｉｓｅＬｉｎｅａｒＣｕｒｒｅｎｔＤｅｎｓｉｔｙ Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ

Ｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＰＬＪＥＲＣ）法、辅 助 方 程 （Ａｕｘｉｌｉａｒｙ

ＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｑｕａｔｉｏｎ，ＡＤＥ）法
［３５］、Ｙｏｕｎｇ氏直接

积分（ＤｉｒｅｃｔＩｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ，ＤＩ）法
［６］．

葛等人２００３年提出了处理各向同性色散介质

电磁散射问题的移位算子（ＳｈｉｆｔＯｐｅｒａｔｏｒ，ＳＯ）

ＦＤＴＤ法
［７］．该方法无需计算复杂的卷积，当色散介

质介电系数可以表示为有理分式函数形式时，通过

引入离散时域移位算子直接得到时域和离散时域本

构关系，进而导出相关量的递推计算公式．其概念简

明易于理解，而且可以对不同的色散介质推导统一

的迭代方程和编写通用的计算程序，具有较强应

用性．

本课题组目前已将ＳＯＦＤＴＤ推广应用于电各

向异性色散的磁化等离子体情形［８９］及一维和三维

的磁各向异性色散的磁化铁氧体情形［１０］．本文将

ＳＯＦＤＴＤ应用于二维磁化铁氧体介质中，首先通

过磁化铁氧体的 Ｍａｘｗｅｌｌ方程及张量本构关系，证

明电磁波横向入射二维轴向磁化铁氧体目标情形

下，电磁波可按目标的轴向分解为横电波（ＴＥ波）

和横磁波（ＴＭ波），ＴＥ波的散射特性与铁氧体介质

无关，而ＴＭ 波的散射特性与介质电磁参量密切相

关，并对其物理原因进行了分析．通过对该情形时的

电磁波旋度方程做时域差分离散得到犎→犈→犅的

ＦＤＴＤ计算方程，采用ＳＯ方法处理磁化铁氧体频

域本构关系得到犅→犎 的计算方程，给出了电磁波

横向入射二维轴向磁化铁氧体时电磁散射的ＳＯ

ＦＤＴＤ迭代计算公式．计算了各向异性磁化铁氧体

涂敷ＶｏｎＫａｒｍａｎ型导体柱的 ＴＭ 波双站雷达散

射截面（ＲａｄａｒＣｒｏｓｓＳｅｃｔｉｏｎ，ＲＣＳ），分析了铁氧体

涂层的电子进动角频率ω０ 和ω犿 对目标双站ＲＣＳ

的影响．
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１　轴向磁化铁氧体的犛犗犉犇犜犇算法

设二维铁氧体柱沿狕轴方向无限延伸，外加恒磁

场犎０ 沿狕方向，平面电磁波入射方向平行于狓狔平

面，与狓轴夹角为φ，犽０为真空中的波矢量，如图１．

图１　轴向磁化铁氧体柱

Ｆｉｇ．１　Ａｘｉａｌｍａｇｎｅｔｉｚｅｄｆｅｒｒｉｔｅｃｙｌｉｎｄｅｒ

在磁化铁氧体介质中，Ｍａｘｗｅｌｌ方程组和相关

方程为

犈／狋＝ ×（ ）犎 ／ε０ （１）

犅／狋＝－×犈 （２）

犅（）ω ＝μ０μ狉（）ω ·犎（）ω （３）

式（３）为磁化铁氧体频域本构关系，μ狉（）ω 为相对磁

导系数张量，当外磁场犎０ 沿狕轴正向时
［１１］

μ狉（）ω ＝

μ狓狓（）ω μ狓狔（）ω ０

μ狓狔（）ω μ狔狔（）ω ０

０ ０ μ狕狕（）

熿

燀

燄

燅ω

＝

μ狉 ｊμ狉犵 ０

－ｊμ狉犵 μ狉 ０

０ ０ μ

熿

燀

燄

燅狉狕

μ狉＝１＋
犠ω（ ）犿
犠２－ω（ ）２

（４）

μ狉犵＝
ωω（ ）犿
犠２－ω（ ）２ 　

犠＝ω０＋ｊωα

μ狉狕＝１

式（４）中电子进动角频率ω０＝γ犎０，犎０ 为外加磁场

强度的幅值．γ＝１．７６×１０
７ｒａｄ／Ｏｅ·ｓ为旋磁比，

ω犿＝γ４π犕狊，犕狊为饱和磁化率，α为阻尼因子．

由式（４）可知，图１所示情况时磁化铁氧体为横

磁各向异性，其晶轴沿狕轴，且平面电磁波入射面为

狓狔平面，所以电磁场量犈、犎 在狕方向的偏导数为

０．因此将式（３）、（４）代入式（１）、（２），可得到六个分

量式，发现其可以分为独立的两组，即犈狓、犈狔、犎狕 为

一组的对于狕
∧
的ＴＥ波

犈狓／狋＝ 犎狕／（ ）狔／ε０

犈狔／狋＝－ 犎狕／（ ）狓／ε０

犎狕／狋＝－ 犈狔／（ ）狓 － 犈狓／（ ）［ ］狔 ／μ

烍

烌

烎０

（５）

犎狓、犎狔、犈狕 为一组的对于狕
∧
的ＴＭ波

μ狓狓犎狓＋μ狓狔犎（ ）狔 ／狋＝－ 犈狕／（ ）狔／μ０

μ狓狔犎狓＋μ狔狔犎（ ）狔 ／狋＝ 犈狕／（ ）狓／μ０

犈狕／狋＝ 犎狔／（ ）狓 － 犎狓／（ ）［ ］狔 ／ε

烍

烌

烎０

（６）

因此，对图１所示情形，电磁波可分为对于狕
∧
的

ＴＭ和ＴＥ波两种模式．由于ＴＥ波的方程（５）与真

空时的二维ＴＥ波方程一致，所以此时 ＴＥ波与目

标无关．而由式（６）可知，此时ＴＭ 波与目标电磁参

量密切相关．这是由于在铁氧体饱和磁化时其电子

自旋磁矩和外磁场平行即沿狕方向
［１１］，ＴＥ波的振

动磁场也沿狕方向，其不会使电子自旋磁矩产生进

动运动，这使得ＴＥ波和介质不能产生相互作用，而

ＴＭ波的振动磁场垂直于狕方向，其会使电子自旋

磁矩产生进动运动，这使得ＴＭ 波的散射特性与介

质的电磁参量密切相关．

直接写出式（１）、（２）的分量式并整理得到含

犅／狋而不含犎／狋的ＴＭ波 Ｍａｘｗｅｌｌ方程

－犈狕／狔＝犅狓／狋

犈狕／狓＝犅狔／狋

犎狔／狓－犎狓／狔＝ε０ 犈狕／（ ）

烍

烌

烎狋

（７）

对式（７）进行标准的ＦＤＴＤ差分离散
［１２］，由前

二式和第三式可得到犈狕→犅狓，犅狔 和犎狓，犎狔→犈狕 的

迭代计算式

犅狀＋１
／２

狓 （犻，犼＋１／２）＝犅
狀－１／２
狓 （犻，犼＋１／２）－

　
Δ狋

Δ狔
犈狀狕（犻，犼＋１）－犈

狀
狕（犻，犼［ ］） （８）

犅狀＋１
／２

狔 （犻＋１／２，犼）＝犅
狀－

１
２

狔 （犻＋１／２，犼）＋

Δ狋

Δ狓
犈狀狕（犻＋１，犼）－犈

狀
狕（犻，犼［ ］） （９）

犈狀＋１狕 （犻，犼）＝犈
狀
狕（犻，犼）＋

Δ狋

ε０
｛［犎狀＋１

／２
狔 （犻＋１／２，犼）－

　犎
狀＋１／２
狔 （犻－１／２，犼）］／Δ狓－［犎

狀＋１／２
狓 （犻，犼＋１／２）－

　犎
狀＋１／２
狓 （犻，犼－１／２）］／Δ狔｝ （１０）

至此还不能完成完整的迭代计算，仍需要知道

犅→犎 的迭代式．对式（３）应用ＳＯ方法
［７］进行处理

以得到犅→犎 的迭代式．

将式（４）代入式（３）有

犅狓（ω）＝μ０μ狓狓·犎狓（ω）＋μ０μ狓狔·犎狔（ω）（１１ａ）

犅狔（ω）＝μ０μ狔狓·犎狓（ω）＋μ０μ狔狔·犎狔（ω）（１１ｂ）

犅狕（ω）＝μ０犎狕（ω） （１１ｃ）

式（１１）为磁化铁氧体的频域本构关系，考虑到ＴＭ

波不包含磁场的狕分量，这里只讨论式（１１ａ）和

（１１ｂ）．由式（４）可知，磁化铁氧体相对磁导系数张

量μ狉（）ω 的各元素都可写成 ｊ（ ）ω 的有理分数形式，

如

００５
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μ狓狓（）ω ＝μ狔狔（）ω ＝
∑
２

犾＝０
狆犾ｊ（ ）ω

犾

∑
２

犾＝０
狇犾ｊ（ ）ω

犾

μ狓狔（）ω ＝－μ狔狓（）ω ＝
∑
２

犾＝０
狆狓狔犾 ｊ（ ）ω

犾

∑
２

犾＝０
狇犾ｊ（ ）ω

犾

（１２）

式中

狇０＝ω
２
０，狇１＝２αω０，狇２＝α

２＋１

狆０＝ω
２
０＋ω０ω犿，狆１＝２αω０＋αω犿，狆２＝α

２＋１

狆狓狔０＝０，狆狓狔１＝ω犿，狆狓狔２＝０ （１３）

将式（１２）代入式（１１ａ）、（１１ｂ），并用时间导数算

子／狋代替 ｊ（ ）ω 得到含时间导数算子的时域本构

关系

∑
２

犾＝０
狇犾


（ ）狋［ ］
犾

犅狓（狋）＝μ０ ∑
２

犾＝０
狆犾


（ ）狋［ ］
犾

犎狓（狋）＋

　μ０ ∑
２

犾＝０
狆狓狔犾



（ ］狋［ ）
犾

犎狔（狋）

∑
２

犾＝０
狇犾


（ ）狋［ ］
犾

犅狔（狋）＝μ０ ∑
２

犾＝０
狆犾


（ ）狋［ ］
犾

犎狔（狋）－

　μ０ ∑
２

犾＝０
狆狓狔犾



（ ）狋［ ］
犾

犎狓（狋） （１４）

引进移位算子狕狋 及时间导数算子过渡到离散

时域ＳＯ表达式（式中犺＝２／Δ狋）
［７］

狕狋犳
狀＝犳

狀＋１，
狋
→ 犺

狕狋－１

狕狋（ ）＋１
（１５）

可得到含移位算子的时域本构关系（略），最后得其

进行整理并进行代数求解可得

犎狀＋１狓

犎狀＋１
［ ］

狔

＝
１

犫２０＋犫
２
狓狔０

犫０ －犫狓狔０

犫狓狔０ 犫
［ ］

０

·

　
１

μ０
∑
２

犾＝０
犪犾犅

狀－犾＋１／２
狓 － ∑

２

犾＝１
犫犾犎

狀－犾＋１／２（ ）［｛ 狓 ＋

　 ∑
２

犾＝１
犫狓狔犾犎

狀－犾＋１／２（ ）］狔

１

μ０
∑
２

犾＝０
犪犾犅

狀－犾＋１／２
狔 －

　 ∑
２

犾＝１
犫犾犎

狀－犾＋１／２（ ）［ 狔 － ∑
２

犾＝１
犫狓狔犾犎

狀－犾＋１／２（ ）］狓 ｝　　（１６）
式中

犪０＝狇０＋狇１犺＋狇２犺
２，犫０＝狆０＋狆１犺＋狆２犺

２，

犪１＝２狇０－２狇２犺
２，犫１＝２狆０－２狆２犺

２，

犪２＝狇０－狇１犺＋狇２犺
２，犫２＝狆０－狆１犺＋狆２犺

２，

犫狓狔０＝狆狓狔０＋狆狓狔１犺＋狆狓狔２犺
２，

犫狓狔１＝２狆狓狔０－２狆狓狔２犺
２，

犫狓狔２＝狆狓狔０－狆狓狔１犺＋狆狓狔２犺
２ （１７）

式（１６）给出了犅→犎 的ＳＯ迭代计算式，结合前面

由ＴＭ波 Ｍａｘｗｅｌｌ方程（７）离散得到的犈狕→犅狓，犅狔

和犎狓，犎狔→犈狕 的ＦＤＴＤ迭代计算式（８）～（１０），可

以完成ＳＯＦＤＴＤ迭代计算．

２　数值计算结果

２．１　验证算例

磁回旋介质圆柱的主轴沿狕轴方向，犽犪＝π／２，

犪、犽分别表示圆柱半径和入射平面波波数，介质参

量为，ε＝２ε０，μ狓狓＝μ狔狔＝４μ０，μ狓狔＝－μ狔狓＝２μ０．入射

波为ＴＭ波，入射角φ＝０°．在根据本文迭代方程编

写的程序中对参量进行设置即可采用本文方法计算

其双站ＲＣＳ，计算结果如图２中实线所示，作为对

比图中同时给出了文献［１３］的级数解结果（圆圈表

示），由图可见二者符合较好．

图２　磁回旋介质圆柱的双站ＲＣＳ（ＴＭ波）

Ｆｉｇ．２　ＢｉｓｔａｔｉｃＲＣＳｏｆｔｈｅｍａｇｎｅｔｉｃｇｙｒｏｔｒｏｐｉｃｔｙｐｅ

ｃｙｌｉｎｄｅｒ（ＴＭｗａｖｅ）

２．２　磁化铁氧体涂敷犞狅狀犓犪狉犿犪狀型导体柱的双

站犚犆犛

根据本文迭代方程编写了ＳＯＦＤＴＤ程序对各

向异性磁化铁氧体涂敷 ＶｏｎＫａｒｍａｎ型导体柱的

ＴＭ波双站ＲＣＳ进行了计算，研究其双站ＲＣＳ的

变化情况，分析了铁氧体涂层的电子进动角频率ω０

和ω犿 对目标双站ＲＣＳ的影响．

ＶｏｎＫａｒｍａｎ型导体柱覆盖磁化铁氧体时的截

面如图３，磁化方向为轴向（犎０／／狕
∧），图中导体柱

犔犮＝１４ｃｍ，犇犮＝７ｃｍ，涂敷磁化铁氧体后的尺寸：

犔犱＝犔犮＋２犱，犇犱＝犇犮＋２犱，这里犱＝２ｃｍ为铁氧体

图３　轴向磁化铁氧体涂敷ＶｏｎＫａｒｍａｎ型导体柱

Ｆｉｇ．３　ＶｏｎＫａｒｍａｎｓｈａｐｅｄｃｏｎｄｕｃｔｉｎｇｃｙｌｉｎｄｅｒｃｏａｔｅｄ

ｗｉｔｈａｘｉａｌｍａｇｎｅｔｉｚｅｄｆｅｒｒｉｔｅ

１０５
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涂层厚度．平面波（ＴＭ波）正向入射（φ＝０），频率为

犳＝ω／２π＝２ＧＨｚ．该算例中考虑非磁共振情况，所

取的ω０＞ω．计算分析了铁氧体涂层的电子进动角

频率ω０ 和ω犿 对目标双站ＲＣＳ的影响如图４，图中

实线表示不含涂层时目标的ＲＣＳ，由图可见，由于

磁化铁氧体材料的吸波特性，涂层的加入在很大散

射范围内减小了目标的ＲＣＳ．

图４　目标的双站ＲＣＳ与ω０、ω犿 的关系

Ｆｉｇ．４　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆω０ａｎｄω犿ｏｎｂｉｓｔａｔｉｃＲＣＳｏｆｔｈｅｔａｒｇｅｔｓ

在图４（ａ）中ω犿＝２π×１０
１０ｒａｄ·ｓ－１，α＝０．１，研

究了电子进动角频率ω０ 对其双站ＲＣＳ的影响．从

图中发现目标的ＲＣＳ随着ω０ 的增大而增大并逐渐

趋向于不含涂层时的情况，另外在大约５５°和１１２°

散射方向上，ω０ 对ＲＣＳ基本没有影响．在图４（ｂ）中

ω０＝２π×２０×１０
９ｒａｄ·ｓ－１，α＝０．１，研究了ω犿 对其

双站ＲＣＳ的影响．从图中发现在大部分散射方向上

目标的ＲＣＳ随着ω犿 的增大而减小．

３　结论

磁化铁氧体为各向异性介质，但在电磁波横向

入射二维轴向磁化铁氧体目标情形下，可证明电磁

波可按目标的轴向分解为横电波（ＴＥ波）和横磁波

（ＴＭ波），而且发现ＴＥ波的散射特性与铁氧体介

质无关，而ＴＭ 波的散射特性与介质电磁参量密切

相关．这是由于ＴＥ波的振动磁场不会使介质中电

子自旋磁矩产生进动运动，而ＴＭ 波的振动磁场将

会使介质中电子自旋磁矩产生进动．

采用ＳＯ方法处理磁化铁氧体频域本构关系得

到了电磁波横向入射二维轴向磁化铁氧体时电磁散

射的ＳＯＦＤＴＤ迭代计算公式．计算了各向异性磁

化铁氧体涂敷 ＶｏｎＫａｒｍａｎ型导体柱的 ＴＭ 波双

站ＲＣＳ，发现在非磁共振区ω０＞ω，当正向入射波频

率、涂层厚度及ＶｏｎＫａｒｍａｎ型导体柱大小确定时，

铁氧体涂层的加入会减小目标的ＲＣＳ，且其随电子

进动角频率ω０ 的增大而增大，随ω犿 的增大而减小．
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