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基于三维傅里叶频谱的计算全息图
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摘　要：提出了一种新的三维物体计算全息图的合成方法．在三维傅里叶旋转抛物面获取频谱理论

的基础上，利用圆形扫描获得少量投影，采用多个半圆提取方式获取三维物体的频谱信息并采用共

轭对称延拓计算全息编码得到计算全息图．传统方法中，在每幅投影上仅提取一个圆形的频谱信

息．在同等投影数量的情况下，通过半圆方式在每幅投影上提取多于一个圆形信息的方法获得频谱

信息，提高了每幅投影的信息利用率和全息图再现图像的质量．数字再现的实验证明了该方法的有

效性及优越性．
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０　引言

三维全息显示能够提供人眼所有的深度线索，

因此被认为是非常有前景的三维显示技术［１］．光学

全息需要稳定的光学系统及相干光源，对设备的要

求高，难以在实验室外进行信息的采集，这些阻碍了

全息技术进一步的发展及应用．计算全息可以避免

传统方法中的限制［２］，目前出现了多种三维物体计

算全息的研究方法．基于干涉的算法是根据光学传

播的基本规则，通过模拟物光和参考光的干涉来产

生全息图，它需要对三维物体的每个点进行运算，

Ｌｕｃｅｎｔｅ 提 出 了 查 表 算 法 （Ｌｏｏｋｕｐ Ｔａｂｌｅ，

ＬＵＴ）
［３４］：即先计算每个可能点的基本干涉条纹，

通过查表方式得到最后的全息图；Ｘｕ，Ｐａｎ等
［５６］在

查表算法的基础上提出了分开查表（ＳｐｌｉｔＬｏｏｋｕｐ

Ｔａｂｌｅｓ，ＳＬＵＴ）算法，该方法把点的运算转化为线

的运算，提高了计算效率．在基于多角度投影合成计

算全息图方面，Ｓｈａｋｅｄ等人
［７８］提出通过微镜阵列

与数字处理相结合的方法合成全息图，并得到了实

时动态三维物体的全息再现；Ｙａｔａｇａｉ等人
［９］提出利

用三维傅里叶旋转抛物面理论合成计算全息图的算

法．本文对文献［９］做了改进，并提出了新的频谱数

据采集理论及方法，在每幅投影上采用多个半圆提

取方式获取三维物体的频谱信息，在同等投影数量

的情况下，提高了每幅投影的信息利用率和全息图

再现图像的质量，数字再现的实验证明了该方法的

可行性及优越性．

１　理论基础

本文利用在非相干光记录下的少量投影合成三

维物体的计算全息图．图１为记录三维物体的虚拟

光学系统．假设三维物体表面反射来自外部均匀分

布的光，物光波分布以复数的形式表达．由于在没有

图１　记录三维物体的虚拟光学系统

Ｆｉｇ．１　Ａｖｉｒｔｕａｌｏｐｔｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｆｏｒ３Ｄｏｂｊｅｃｔｓｒｅｃｏｒｄｉｎｇ

干涉的情况下，电荷耦合器件（ＣｈａｒｇｅＣｏｕｐｌｅｄ

Ｄｅｖｉｃｅ，ＣＣＤ）不能记录物体的相位信息，此处假设

物光波的相位分布是均匀不变的．犗（狓，狔，狕）表示

空间相位不变物体的反射强度，物体反射的物光波

在图１所示的傅里叶平面上进行观察，接收到的频

谱信息分布犵（狓０，狔０）如式（１）
［１０］

　犵（狓０，狔０）＝犗（狓，狔，狕）ｅｘｐ －
ｉ２π

λ

狓０狓＋狔０狔

犳［｛ －

（狓２０＋狔
２
０）狕

２犳 ］｝２ ｄ狓ｄ狔ｄ狕 （１）

式中λ，犳分别是入射光的虚拟波长和透镜的焦距．

为获得犵（狓０，狔０）与物光波分布犗（狓，狔，狕）的三维

傅里叶频谱之间的关系，令狌＝狓０／λ犳，狏＝狔０／λ犳，式

（１）可写为
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　犵（狌，狏）＝犗（狓，狔，狕）ｅｘｐ｛－ｉ２π［狌狓＋狏狔－

λ
２
（狌２＋狏２）狕］｝ｄ狓ｄ狔ｄ狕＝｛犗（狓，狔，狕）·

ｅｘｐ［－ｉ２π（狌狓＋狏狔＋狑狕）］ｄ狓ｄ狔ｄ狕｝｜狑＝－λ（狌２＋狏２）／２＝

犉［犗（狓，狔，狕）］｜狑＝－λ（狌２＋狏２）／２ （２）

式中抛物面方程为

狑＝－λ（狌
２＋狏２）／２ （３）

犉［·］代表三维傅里叶变换，式（２）代表三维傅里叶

空间（狌，狏，狑）上的旋转抛物面．因此，我们能够确

定傅里叶平面上的波分布完全与犗（狓，狔，狕）的三

维傅里叶空间上的旋转抛物面等同．

２　信息的提取

式（２）表明，可以通过获取犗（狓，狔，狕）的三维

傅里叶空间信息间接的获取三维物体的频谱分布

犵（狌，狏）．根据三维中心切片理论
［１１］，物体的三维傅

里叶频谱可通过物体在不同方位角的投影获得．三

维中心切片理论确保了从三维物体的正交投影中获

取三维傅里叶旋转抛物面信息的可行性．具体操作

描述为：首先把三维物体投影到一个平面上，获得一

幅正交矢量与狕轴成θ角的投影；然后对二维投影

平面做傅里叶变换；二维投影傅里叶变换后的频谱

信息与物体的三维傅里叶旋转抛物面中正交矢量与

狑轴成θ角的部分傅里叶平面相对应．因此，能够从

一幅投影的频谱中获取式（２）所表示的旋转抛物面

上的部分信息．

如图２，只有二维投影的傅里叶平面与旋转抛

物面相交的部分才可以从物体投影的傅里叶平面中

图２　旋转抛物面上的信息提取

Ｆｉｇ．２　Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｅｘｔｒａｃｔｉｏｎｏｎｔｈｅｐａｒａｂｏｌｏｉｄｏｆｒｅｖｏｌｕｔｉｏｎ

提取出来．图２所示的二维投影的傅里叶平面方程

可表示为

狑ｓｉｎθ＝狏ｃｏｓθ （４）

因此，可以通过求解式（３）与式（４）的方程获取

相交部分的表达式．求得交点部分的方程为

（狌－
ｔａｎθ
λ
）２＋狏２＝（

ｔａｎθ
λ
）２

狑＝－狌ｔａｎθ （５）

式（５）表明二维投影的傅里叶平面与三维傅里

叶旋转抛物面的相交部分为一个三维空间中的椭圆

形．为了简化问题，降低抽样难度，只取它在狌狏平

面上的投影值．而相交部分投影到狌狏平面上变成

了一个圆形，其半径为ｔａｎθλ，圆的中心坐标随投影

的方向变化．为了获得二维狌狏平面上所有的投影

信息，只需要对三维物体进行圆形扫描，采用如图３

所示方法记录，通过绕狕轴旋转（０°≤φ≤３６０°）扫描

获取三维物体的少量投影，并从每一幅投影的频谱

平面上提取一个圆形的信息填充狌狏平面．图４（ａ）

是方位角φ＝０°时的一幅投影填充狌狏平面．尽管获

得的投影不是十分精确的正交投影，但由于物体到

ＣＣＤ的距离比物体的深度大的多，可以认为获得的

是三维物体的正交投影图像．

图３　记录三维物体投影

Ｆｉｇ．３　Ａｒｅｃｏｒｄｉｎｇｏｐｔｉｃａｌｓｙｓｔｅｍ

图４　狌狏平面上的频谱提取

Ｆｉｇ．４　Ｅｘｔｒａｃｔｉｖｅａｒｅａｏｎｔｈｅ狌狏ｐｌａｎｅ

高质量的全息图需要许多的投影用于充分提取

三维傅里叶旋转抛物面上的信息，因此增加了采集

的难度，降低了合成三维物体计算全息图的效率．在

获取少量三维物体二维投影的情况下，若要获得足

９７１２
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够的三维场景信息，必须充分提取每幅投影频谱上

的信息．由式（５），当狌为一定值时，可以得到

狏＝± （ｔａｎθ
λ
）２－（狌－

ｔａｎθ
λ
）槡
２ （６）

式中狏为非整数，由于二维傅里叶平面上的数值是

离散的，从二维傅里叶平面上提取圆形信息的时候，

需要把狏的值由非整数变化成整数，因此存在量化

误差．如果仅提取一个圆形的频谱信息，会造成一部

分信息的丢失，所以我们可以同时取分别满足［狏±

０．５］的部分，其中［］表示四舍五入求整．同时，为了

更有效地在每幅投影上提取更多的信息，还可以取

［狏±０．５］±１、［狏±０．５］±２的近似点信息共同填充

狌狏平面，如图４（ｂ），根据一幅投影的傅里叶变换平

面提取更多的圆填充二维狌狏平面．设狌０ 为定值，

当提取狏０＋１的信息时，设狑 轴上对应的值为狑１．

由式（３），得

狑１ ＝－λ［狌
２
０＋（狏０＋１）

２］／２＝－λ（狌
２
０＋狏

２
０＋

２狏０＋１）／２＝－λ（狌
２
０＋狏

２
０）／２－λ狏０－λ／２＝

狑０－λ狏０－λ／２ （７）

由式（７）可知，狑１ 与狑０ 有差异，实际上也就是

提取到的两个圆形信息所对应的三维傅里叶旋转抛

物面有差异．如果要获得准确的点信息填充二维狌狏

平面，则必须满足狑１≈狑０ 的条件．由于狑１ 中狏０ 的

平方项比狏０ 变化快的多，因此可以近似认为在整个

狌狏平面内都满足狑１≈狑０ 的条件．

如图４（ｂ），随着投影幅数的增加，以及每幅投

影上提取圆数目的增加，会有大量的信息重叠，而信

息重叠会造成噪音．因此，在每幅投影的频谱上，采

用多个半圆方式代替全圆方式提取频谱信息填充二

维狌狏平面．

为了产生三维物体的计算全息图，采用共轭对

称延拓计算全息编码［１２］得到计算全息图．在这个方

法中，考虑一个由物光波犳０（犿，狀）共轭对称延拓后

得到的复振幅分布犳（犿，狀），令犕 和犖 均为偶数，

则

犳（犿，狀）＝

犳０（犿，狀）
（犿＝１，２，…，犕／２－１，

狀＝１，２，…，犖－１）

犳

０ （犕－犿，犖－狀）

（犿＝犕／２＋１，…，犕－１，

狀＝１，２，…，犖－１）

０
（犿＝０，ｏｒ犿＝犕／２，

ｏｒ狀＝０

烅

烄

烆 ）

（８）

式中上标“”表示复共轭．其二维离散Ｆｏｕｒｉｅｒ变

换为

犉（μ，ν）＝
１

犕犖
∑
犕－１

犿＝０
∑
犖－１

狀＝０
犳（犿，狀）·

　ｅｘｐ －ｊ２π
犿μ
犕
＋
狀ν（ ）［ ］犖

　（μ＝０，１，…，犕－１）

　（ν＝０，１，…，犖－１） （９）

把 物光波复振幅 表示 为犳０（犿，狀）＝犃 （犿，狀）·

ｅｘｐ［ｊφ（犿，狀）］的形式，可以获得

犉（μ，ν）＝
２

犕犖
∑

犕／２－１

犿＝１
∑
犖－１

狀＝１
犃（犿，狀）ｃｏｓ ２π

犿μ
犕
＋（［｛ 　

　

　
狀ν
犖
－φ（犿，狀 ）］｝） 　（μ＝０，１，…，犕－１，

　ν＝０，１，…，犖－１） （１０）

实值函数犉（μ，ν）被线性映射至非负实数［０，２５５］

之间，用数字方法制作灰度全息图．该计算全息图算

法的具体描述参考文献［１２］．获得的二维实值函数

犉（μ，ν）包含了物光波的幅度犃 （犿，狀）和相位信息

φ（犿，狀）．

３　实验及分析

实验中用３ＤＭＡＸ软件在计算机中产生一个

三维物体，采用如图３所示的全圆扫描方式等间隔

（８°）获取４５幅二维投影，图５是其中间隔为７２°的

五幅投影，每幅投影的大小为２５６×２５６像素，投影

与视轴狕的夹角θ＝１７°．三维物体中字母 Ｇ、Ｃ、Ｈ

的前表面距坐标中心距离分别为－０．４ｃｍ，０．３ｃｍ，

０．６ｃｍ，采用不同的方式提取４５幅投影的傅里叶频

谱填充二维狌狏平面，利用共轭对称延拓计算全息

编码把抽样结果编码成计算全息图并数字再现．

图５　不同角度下的五幅投影

Ｆｉｇ．５　Ｆｉｖｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｎｇｌｅｓ

首先采用传统的方法，每幅投影上提取一个全

圆频谱，获得狌狏平面上的抽样结果如图６，合成三

维物体的计算全息图，在其对应距离处的数字再

现如图７；然后每幅投影上提取三个全圆频谱，获得

图６　每幅提取一个全圆频谱时的抽样结果

Ｆｉｇ．６　Ｓａｍｐｌｉｎｇｒｅｓｕｌｔｏｆｅｘｔｒａｃｔｉｏｎｏｎｅｃｉｒｃｌｅｓｐｅｃｔｒｕｍ

ｆｒｏｍｅａｃｈｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

０８１２
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图７　每幅提取一个全圆频谱时的数字再现

Ｆｉｇ．７　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｅｘｔｒａｃｔｉｏｎｏｎｅｃｉｒｃｌｅ

ｓｐｅｃｔｒｕｍｆｒｏｍｅａｃｈｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

狌狏平面上的抽样结果如图８，合成三维物体的计算

全息图，在其对应距离处的数字再现如图９；最后每

幅投影上提取六个半圆频谱信息，获得狌狏平面上

的抽样结果如图１０，合成三维物体的计算全息图，

在其对应距离处的数字再现如图１１．

图８　每幅提取三个全圆频谱时的抽样结果

Ｆｉｇ．８　Ｓａｍｐｌｉｎｇｒｅｓｕｌｔｏｆｅｘｔｒａｃｔｉｏｎｔｈｒｅｅｃｉｒｃｌｅｓｓｐｅｃｔｒｕｍ

ｆｒｏｍｅａｃｈｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

图９　每幅提取三个全圆频谱时的数字再现

Ｆｉｇ．９　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｅｘｔｒａｃｔｉｏｎｔｈｒｅｅｃｉｒｃｌｅｓ

ｓｐｅｃｔｒｕｍｆｒｏｍｅａｃｈｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

图１０　每幅提取六个半圆信息时的抽样结果

Ｆｉｇ．１０　Ｓａｍｐｌｉｎｇｒｅｓｕｌｔｏｆｅｘｔｒａｃｔｉｏｎｓｉｘｓｅｍｉｃｉｒｃｌｅｓ
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图１１　每幅提取六个半圆信息时的数字再现

Ｆｉｇ．１１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｅｘｔｒａｃｔｉｏｎｓｉｘｓｅｍｉ

ｃｉｒｃｌｅｓｓｐｅｃｔｒｕｍｆｒｏｍｅａｃｈｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

通过比较图７与图９可知，随着每幅投影上提

取圆形个数的增加，有效信息逐渐增加，合成全息图

的再现质量明显提高．比较图９与图１１可知，采用

多个半圆提取方法合成三维物体的计算全息图，避

免了部分信息的重叠，有效地降低了合成全息图再

现图像的噪音，能够较好地再现三维物体的深度信

息，显著地提高了三维物体图像的再现质量．

４　结论

仅需对三维物体进行全圆扫描获取投影，从一

幅投影的傅里叶变换平面上提取多于两个半圆的频

谱信息，利用物体少量的二维投影就能够合成高质

量的三维物体计算全息图．因此，这种方法有效地降

低了获取三维物体信息的难度，提高了合成计算全

息图的效率．实验结果证明了所提方法和理论的有

效性及优越性，为下一步三维物体计算全息图的动

态再现奠定了良好的基础．
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