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基于数学形态学的金字塔图像去噪
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摘　要：提出了一种自适应提升拉普拉斯金字塔变换与数学形态算子相结合的图像去噪方法．首先

对图像进行分解，采用自适应提升拉普拉斯金字塔，然后利用自适应提升拉普拉斯金字塔变换后系

数能量的分布特性以及尺度内和尺度间的依赖性，结合数学形态算子的特点，利用数学形态算子对

变换系数进行处理，使得重要变换系数与非重要变换系数分离，分别对两个不同的子集采用不同的

阈值进行处理后，再将两个子集合起来，进行逆变换重建．实验结果表明，该算法具有良好的去噪效

果，同时保留了图像的细节信息，获得了较高的图像信噪比．
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０　引言

小波分析在时域和频域中都具有良好的局部化

性质．因此对于图像信息的噪音处理，小波阈值
［１２］

方法成为了众多的图像去噪算法中的佼佼者，它通

过把阈值以下的小波系数去掉而达到去噪的效果．

虽然这样能够达到降低噪音的效果，但却破坏了图

像细节．

尽管小波能够有效地逼近平滑信号．但是在实

际中遇到的图像信号常常是非平稳的时变信号，而

经典小波变换对于突变信号难以提前预测，因此可

以采用自适应方法来俘获短时变化的信号［３６］．

本文结合数学形态算子的特点，提出一种基于

数学形态学的自适应提升拉普拉斯金字塔图像去噪

算法．在变换后的系数中利用数学形态算子，使得重

要变换系数与非重要变换系数分离成两个子集，然

后分别对两个不同的子集采用不同的阈值进行处理

后，最后在两个子集合起来，进行逆变换重建．将本

方法应用于图像去噪，得到了优于传统小波变换的

结果．该方法能更有效地保留图像的细节和纹理，获

得更好的视觉效果和更高的峰值信噪比（Ｐｅａｋ

ＳｉｇｎａｌｔｏＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，ＰＳＮＲ）．

１　拉普拉斯金字塔变换

拉普拉斯金字塔给出了一种多分辨率表示的方

法［７］．它可以获得图像中的不连续点．拉普拉斯金字

塔的框图如图１．首先将输入信号犡 分解为一个近

似信号和细节信号，近似信号犆是通过低通滤波器

和下采样后得到．近似信号通过上采样和滤波得到

一个预测信号犱，与原始信号相减得到一个预测误

差．在合成中，将预测误差与近似信号相加，就得到

了重建信号犡
∧

．

图１　拉普拉斯金字塔框

Ｆｉｇ．１　Ｌａｐｌａｃｉａｎｐｙｒａｍｉｄｓｃｈｅｍｅ

Ｄｏ和 Ｖｅｔｔｅｒｌｉ采用框架理论来研究拉普拉斯

金字塔算法［８］．标准拉普拉斯金字塔算法的重建算

法在有噪音的情况下，重建的图像不是最优的．

ＭｉｎｈＮ．Ｎｏ
［８］提出了可以将拉普拉斯金字塔

看作为一个过采样滤波器组．但是在框架金字塔中

的双正交滤波器将会在低分辨率图像中造成严重的

混淆现象，因此文中利用低通滤波器替代双正交滤

波器，它可以有效抑制混淆现象的出现，保持图像中

的细节特征．

２　自适应提升拉普拉斯金字塔

在拉普拉斯金字塔中，引入一个自适应提升步

骤．得到的自适应提升拉普拉斯金字塔框图如图２．

输入信号通过滤波器和下采样分离成一个逼近信号

狓和一个细节信号狔．判定映射犇 根据梯度矢量来

计算，犇 将梯度矢量狏∈犐犚
犖 映射为一个二值输出

（ ）犇 狏 ∈ ０，｛ ｝１ ．输入信号减去预测信号，输出一个

高分辨率的差分信号．在合成端中，更新信号用来产

生一个低分辨率低子带．这个方案对于任何滤波器

都满足可逆性和完美重建性．这是因为提升结构．在
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自适应情况中，算子的选择取决于逼近信号和细节

信号的局部信息．这种选择有所谓的判定映射犇 来

控制，其中的犇由下面的式子来决定．

图２　自适应提升拉普拉斯金字塔

Ｆｉｇ．２　ＡｄａｐｔｉｖｅｌｉｆｔｉｎｇＬａｐｌａｃｉａｎｐｙｒａｍｉｄｓｃｈｅｍｅ

犇（狓，狔）（狀）＝

　

－１ ｉｆ｜狓（狀）－狔（狀－１）｜＜｜狓（狀）－狔（狀）｜

１ ｉｆ｜狓（狀）－狔（狀－１）｜＞｜狓（狀）－狔（狀）｜

０ ｉｆ｜狓（狀）－狔（狀－１）｜＝｜狓（狀）－狔（狀）

烅

烄

烆 ｜

（１）

则犝犱，犱∈犇

犝犱（狔）（狀）＝

狔（狀－１） ｉｆ犱＝－１

１

２
（狔（狀－１）＋狔（狀））ｉｆ犱＝０

狔（狀） ｉｆ犱

烅

烄

烆 ＝＋１

（２）

３　数学形态算子

数学形态学的理论虽然很复杂，但它的基本思

想却简单而完美．它最基本的思想是把图像看成是

点的集合，用结构元素（又称结构矩阵）对其进行移

位、交、并等集合运算就构成形态学的各种处理

算法．

数学形态学的基本运算有４个：膨胀、腐蚀、开

运算和闭运算［９１０］．它们在二值图像中和灰度图像

中各有特点．基于这些基本运算还可以推导和组合

成各种数学形态学实用算法．

形态学中运算对象是集合，一般设为犃为输入

图像信号，犅为结构元素．

膨胀：图像犃被结构元素犅 膨胀记为犃 "犅，

它的定义为

犃"犅＝∪ 犅＋犡，犡∈｛ ｝犃 （３）

式（３）表明将结构元素犅对图像犃 的所有像素做平

移，然后对平移得到的结果做并运算，便可得到膨胀

运算的结果．

腐蚀：图像犃被结构元素犅 腐蚀记为犃Θ犅，定

义为

犃Θ犅＝ 犡：犡＋犅｛ ｝犃 （４）

式（４）表明腐蚀运算由将犅平移犡，但仍然包含在

犃内的所有点犡 组成．

腐蚀变换的结果是犃 的子集，是一种收缩变

换．这种变换使目标肢体收缩，消除图像中小的

部分．

在“膨胀”和“腐蚀”两个基本运算的基础上，可

以构造出两个形态学组合运算：开运算和闭运算．

开运算：犃ｏ犅＝ 犃Θ（ ）犅 "犅 （５）

开运算具有反扩张性：犃°犅犃，即开运算的结

果总是包含在原图像中．

闭运算：犃犅＝ 犃"（ ）犅 Θ犅 （６）

４　基于数学形态学的金字塔图像去噪

方法

　　在阈值收缩算法中，阈值的选择是关键．因为阈

值过小的话，就会引入许多噪音，造成图像重建的质

量下降，阈值过大的话，则会丢失不少的细节信息，

造成伪影和模糊．常用的阈值方法有Ｄｏｎｏｈｏ等人

提出的Ｖｉｓｕｓｈｒｉｎｋａｇｅ方法
［１１］

λ＝σ狀 ２·ｌｏｇ槡 犖 （７）

式中，σ狀 是噪音标准差，犖 为系数个数．

基于ｓｔｅｉｎ无风险估计的 Ｓｕｒｅｓｈｒｉｎｋａｇｅ方

法［１］

λ＝ａｒｇ ｍｉｎ
０≤λ≤ ２ｌｏｇ槡 犖

犖－２｜ω｜｜ω｜＜λ＋ｍｉｎ（｜ω｜，λ）
２ （８）

以及 Ｃｈａｎｇ等人
［１］提出的最小化 Ｂａｙｅｓ风险的

Ｂａｙｅｓｓｈｒｉｎｋａｇｅ方法．其中的σ狊为信号标准差．

λ＝σ
２
狀／σ狊 （９）

不同尺度的噪音方差

σ
∧２
狀（ ）犾 ＝σ

∧２
狀 犾（ ）＝１犲１－犾．２ （１０）

最细尺度上的小波系数的噪音方差可以用文献

［１２］中所用到的估计得到

σ
∧

狀＝ Ｍｅｄｉａｎ ω犻（ ）犼 ／狉 （１１）

式中：狉一般取０．６７４５，ω犻犼为含噪图像分解后的第一

层内的高频系数．

本文就是在Ｂａｙｅｓｓｈｒｉｎｋａｇｅ方法的基础上提

出的基于数学形态算子的金字塔图像去噪方法．图

像信号的变换系数值必然大于那些能量分散且幅值

较小的噪音的变换系数值，只要选择一个合适的阈

值，对变换系数进行阈值处理，就可以达到去除噪音

保留信号的目的．

利用形态膨胀算子将变换系数分成两个子集：

重要系数和非重要系数，然后对不同的子集采用不

同的阈值来处理．阈值处理有两种阈值函数方法，即

软阈 值 （Ｓｏｆｔｔｈｒｅｓｈｏｌｄ）函 数 和 硬 阈 值 （Ｈａｒｄ

ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ）函数．其中软阈值函数为

η狊（ ）狓 ＝
狓 狓 ＞（ ）λ

０ 狓 ≤（ ）
烅

烄

烆 λ
（１２）

硬阈值函数为

η犺（狓）＝
ｓｉｇｎ（狓）｜ａｂｓ（狓）－λ｜ （｜狓｜≥λ）

０ （｜狓｜＜λ
烅

烄

烆 ）
（１３）

８５４
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式中：狓是小波系数，λ是阈值，ｓｉｇｎ和ａｂｓ分别为符

号函数和绝对值函数．

硬阈值函数可以很好地保留图像中的细节信

息，但在λ处缺乏连续性，这样就会引入奇异点．软

阈值函数处理结果相对平滑的多，视觉效果也更好．

本文采用的是软阈值函数．因为金字塔变换可以保

留图像细节特征．

本文提出的基于数学形态学的金字塔图像去噪

方法具体步骤为：１）对含噪图像进行自适应提升拉

普拉斯金字塔变换；２）利用形态膨胀算子对变换系

数进行分类，分为重要系数和非重要系数两个子集；

３）估计两个子集的标准偏差σ
∧

狀；４）用软阈值函数对

两个子集中的不同尺度和不同方向子带内的高频系

数进行处理；５）利用软阈值处理系数后，再进行金字

塔逆变换，重建图像，得到去噪后的图像．

５　实验结果

根据以上算法，用它对大小为５１２×５１２的含噪

灰度图像Ｂａｒｂａｒａ进行去噪．在图像中加入零均值

白噪音．实验中采用了９／７双正交滤波器，并对原始

图像进行４级分解．表１是本文算法和拉普拉斯金

字塔变换，传统小波对Ｂａｒｂａｒａ图像去噪效果的峰

值信噪比对比结果．其中峰值信噪比定义为

ＰＳＮＲ＝２０ｌｏｇ
２５５／（ ）ＲＭＳＥ

１０ （１３）

式中ＲＭＳＥ为原始图像和去噪恢复图像的均方误

差．从表１可以看出，无论是传统的拉普拉斯金字塔

变换去噪，还是自适应提升拉普拉斯金字塔去噪，其

去噪效果都明显要好于传统小波去噪的效果，但自

适应提升拉普拉斯金字塔去噪具有更高的ＰＳＮＲ．

表１　有噪图像和去噪图像的ＰＳＮＲ

含噪图像
传统小

波去噪

拉普拉斯

变换去噪

改进的

去噪算法

１９．４１ ２０．６２ ２１．１５ ２１．５８

１９．０３ １９．５９ ２０．６２ ２０．８５

１７．８９ １９．４１ １９．６７ １９．９４

１６．８８ １９．３４ １９．４７ １９．７４

１５．９７ １９．０８ １９．１３ １９．４８

　　图３为各种图像去噪算法的效果．输入信噪比

为１４．３４ｄＢ，去噪算法中都采用软阈值去噪．图３

（ｄ）对Ｂａｒｂａｒａ图像用基于数学形态学的金字塔去

噪算法进行去噪处理后，噪音得到了有效抑制，图像

边缘特征基本保留，峰值信噪比增益为４．３４ｄＢ．采

用传统的小波进行去噪时，峰值信噪比增益为

４．０１ｄＢ．这说明了基于数学形态学的金字塔去噪算

法的去噪效果要好于传统小波的效果．

图３　几种方法去噪图像的对比

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｄｅｎｏｉｓｉｎｇｖｉａｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｐｐｒｏａｃｈｅｓ

６　结论

本文提出的基于形态学的自适应提升拉普拉斯

金字塔去噪算法不仅能够有效地抑制噪音，而且能

在去噪的同时保留更多的图像细节信息．实验结果

显示该方法能更好地去除图像中的零均值白噪音，

更有效地保留图像的细节和纹理．与传统小波变换

阈值去噪方法相比，该方法更好的平滑了噪音，保持

了更多的边缘和纹理细节，视觉效果也更好．
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