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激发纠缠相干态的统计性质
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摘　要：将玻色湮灭算符的逆算符作用在纠缠相干态的一个模上得到激发纠缠相干态．该量子态是

玻色湮灭算符的偶次幂本征态；由于两个场模间的纠缠，在犪模上增加光子不但可以使犪模的平均

光子数增加，也可以使犫模的平均光子数发生变化；当犪模上增加光子后，两个场模的亚泊松分布

特性和ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｔｚ不等式的破坏都得到了增强，但模间反关联度反而减弱．
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０　引言

由于光场量子态的非经典效应在量子力学、量

子光学以及相关领域中具有重要的应用而倍受关

注［１２］．光子产生算符
［３］及压缩算符［４］作用于相干态

均可得到具有量子 特性的光场态．其 中 利 用

Ｍｅｔｈａ
［５］引入的并由范洪义［６］给出严格表述的玻色

算符的逆算符犪－１及犪＋－１，作用到光场量子态上从

而产生新的非经典光场已有很多研究：黄纯青等研

究了增加光子对和减少光子对相干态的统计性

质［７］，杨庆怡等研究了增减光子奇偶相干态［８］．

近年来由Ｓａｎｄｅｒｓ
［９］引入的一种非正交纠缠态

纠缠相干态引起了许多关注．王晓光
［１０］等对纠缠相

干态的特性进行了分析计算，ｖａｎＥｎｋ和 Ｈｉｒｏｔａ
［１１］

研究了纠缠相干态的消相干问题，提出了如何利用

纠缠相干态隐形传输一个薛定谔猫态的方案；陶孟

仙［１２］等研究了增加光子纠缠相干态的统计性质，得

到了光子产生算符增强了纠缠相干态的非经典性

质．本文将考虑利用玻色算符的逆算符犪－１在纠缠

相干态一个模上的激发对两个模光子量子统计的

影响．

１　激发纠缠相干态

考虑的纠缠相干态为［１３］

｜Ψ±（α，０）〉＝犖±（｜α，α〉±｜－α，－α〉） （１）

式中｜α，α〉＝｜α〉｜α〉，｜α〉为 Ｇｌａｕｂｅｒ相干态
［１２］，

α＝狉ｅｘｐ（ｉθ），则归一化常量为

犖－２
± ＝２［１±ｅｘｐ（－４｜α｜

２）］ （２）

为方便起见，把式（１）中给出的纠缠相干态的第一个

模和第二个模分别称为犪模和犫模，把玻色湮灭算

符的逆算符犪－１作用到式（１）表示的量子态的犪模

上犿 次，得到

｜Ψ±（α，犿）〉＝犖±犪
－犿（｜α，α〉±｜－α，－α〉） （３）

由犪－１｜狀〉＝（狀＋１）
－１／２
｜狀＋１〉 （４）

可得

犪－犿｜α〉＝α
－犿［｜α〉－ｅｘｐ（－

｜α｜
２

２
）
犿－１

犽＝０

α
犽

犽槡！
｜犽〉］ （５）

通过计算可得归一化常量为

犖－２
± ＝２［｜α｜

－２犿（１－ｅ－｜α｜
２


犿－１

犽＝０

｜α｜
２犽

犽！
）±

　（－｜α｜
２）－犿（ｅ－４｜α｜

２

－ｅ－３｜α｜
２


犿－１

犽＝０

（－｜α｜
２）犽

犽！
）］（６）

于是，式（３）可进一步表示为

｜Ψ±（α，犿）〉＝犖±｛α
－犿［｜α，α〉－ｅｘｐ（－

｜α｜
２

２
）·


犿－１

犽＝０

α
犽

犽槡！
｜犽，α〉］±（－α）

－犿［｜－α，－α〉－

ｅｘｐ（－
｜α｜

２

２
）
犿－１

犽＝０

（－α）
犽

犽槡！
｜犽，－α〉］｝ （７）

可以看出，此态犪模中不包含｜０〉，｜１〉，｜２〉…，

｜犿－１〉这样一系列的态．玻色湮灭算符犫的２狊次幂

作用在式（７）的犫模上，可得

犫２狊｜Ψ±（α，犿）〉＝α
２狊
｜Ψ±（α，犿）〉（犽＝１，２，３，…）（８）

即｜Ψ±（α，犿）〉态为犫
２狊的本征态，其本征值为α

２狊．由

此，把态｜Ψ±（α，犿）〉称为激发纠缠相干态．另外，玻

色湮灭算符的２狊＋１次幂作用在上式的犫模上，可

以实现｜Ψ＋（α，犿）〉与｜Ψ－（α，犿）〉之间的相互转换

　犫
２狊＋１
｜Ψ＋（α，犿）〉＝α

２狊＋１犖＋犖
－１
－｜Ψ－（α，犿）〉 （９）

　犫
２狊＋１
｜Ψ－（α，犿）〉＝α

２狊＋１犖－犖
－１
＋｜Ψ＋（α，犿）〉（１０）

由式（５），（６）和（７）可以得到

〈犪狆〉＝〈犫狆〉＝〈犪＋狆〉＝〈犫＋狆〉＝犖２±［α狆＋（－α）狆］·

｜α｜
－２犿 １－ｅ－｜α｜

２


犿－１

犽＝０

｜α｜
２

犽

熿

燀

燄

燅！
±（－｜α｜

２）－犿烅

烄

烆

·

ｅ－４｜α｜
２

－ｅ－３｜α｜
２


犿－１

犽＝０

（－｜α｜
２）犽

犽

熿

燀

燄

燅

烍

烌

烎！
（１１）

〈犪＋狆犪狆〉＝｜α｜
２狆

１－ｅ－｜α｜
２


犿－狆－１

犽＝０

｜α｜
２犽

犽！
±（－１）－犿＋狆

１－ｅ－｜α｜
２


犿－１

犽＝０

｜α｜
２犽

犽！
±（－１）－犿

→
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　←

［ｅ－４｜α｜
２

－ｅ－３｜α｜
２


犿－狆－１

犽＝０

（－｜α｜
２）犽

犽！
］

［ｅ－４｜α｜
２

－ｅ－３｜α｜
２


犿－１

犽＝０

（－｜α｜
２）犽

犽！
］

（１２）

〈犫＋狆犫狆〉＝｜α｜
２狆

１－ｅ－｜α｜
２


犿－１

犽＝０

｜α｜
２犽

犽！
±（－１）－犿＋狆

１－ｅ－｜α｜
２


犿－１

犽＝０

｜α｜
２犽

犽！
±（－１）－犿

→

　←

ｅ－４｜α｜
２

－ｅ－３｜α｜
２


犿－１

犽＝０

（－｜α｜
２）犽

犽

熿

燀

燄

燅！

ｅ－４｜α｜
２

－ｅ－３｜α｜
２


犿－１

犽＝０

（－｜α｜
２）犽

犽

熿

燀

燄

燅！

（１３）

〈犪＋犪犫＋犫〉＝｜α｜
４

１－ｅ－｜α｜
２


犿－２

犽＝０

｜α｜
２犽

犽！
±（－１）－犿

１－ｅ－｜α｜
２


犿－１

犽＝０

｜α｜
２犽

犽！
±（－１）－犿

→

　←

ｅ－４｜α｜
２

－ｅ－３｜α｜
２


犿２

犽＝０

（－｜α｜
２）犽

犽

熿

燀

燄

燅！

ｅ－４｜α｜
２

－ｅ－３｜α｜
２


犿１

犽＝０

（－｜α｜
２）犽

犽

熿

燀

燄

燅！

（１４）

２　光子统计性质

２．１　平均光子数分布

设犪模与犫模平均光子数分别为犖犪和犖犫．利

用式（１２）和（１３）可计算

犖犪＝〈犪
＋犪〉 （１５）

犖犫＝〈犫
＋犫〉 （１６）

图１给出了相应的数值计算结果，总体上来看

两模上的平均光子数都随｜α｜
２ 的增大而增大．对于

｜Ψ＋（α，犿）〉态，被激发的犪模上的平均光子数随激

发数的增大而增加，而未激发的犫模上的平均光子

数却随着激发数的增大而减少；对于｜Ψ－（α，犿）〉

态，从图中可以看出，犪模和犫模上的平均光子数均

随激发数的增大而增加．

图１　｜Ψ＋（α，犿）〉和｜Ψ－（α，犿）〉态两模的平均光子数与｜α｜
２ 的关系

Ｆｉｇ．１　Ｒｅｌａｔｉｕｏｎｃｕｒｖｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｍｅａｎｐｈｏｔｏｎｎｕｍｂｅｒａｎｄｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒ｜α｜
２ｆｏｒ｜Ψ＋（α，犿）〉ａｎｄ｜Ψ－（α，犿）〉

２．２　亚泊松光子统计

计算激发纠缠相干态的 Ｍａｎｄｅｌ犙参量，犙参量

反应了光子数分布对泊松分布的偏离，是一个重要

的统计参量．对于单模光场其定义为
［１２］

犙＝
〈（犪＋犪）２〉－〈犪＋犪〉２

〈犪＋犪〉
（１７）

当犙＜１时，光子是亚泊松分布的，是光场的一种非

经典效应．对于双模光场犪模与犫模，利用［犪，犪＋］＝

１，分别将犙犪和犙犫表示为

犙犪＝
〈犪＋２犪２〉－〈犪＋犪〉２

〈犪＋犪〉
＋１ （１８）

犙犫＝
〈（犫＋２犫２〉－〈犫＋犫〉２

〈犫＋犫〉
＋１ （１９）

式中各项可由式（１３）和（１４）给出．

图２给出了激发纠缠相干态｜Ψ＋ （α，犿）〉和

｜Ψ－（α，犿）〉的 Ｍａｎｄｅｌ犙参量犙犪和犙犫随｜α｜
２ 变化

规律．其中图２（ａ）图和图２（ｂ）分别对应于激发纠缠

相干态的犪模和犫模．犿＝０时对应纠缠相干态．在

图２（ａ）中，此时的犪模光子未出现亚泊松分布．在犪

６２４
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模上增加光子时，出现了犙犪值小于１的区域，即被

激发的犪模光子出现亚泊松分布，随着光子激发数

犿的增加，犙犪的值依次减小，即光子亚泊松分布增

强．在图２（ｂ）中，整个图中的犙犫的值均未出现小于

１的情况，说明｜Ψ＋（α，犿）〉态的犫模光子未出现亚

泊松分布．在图２（ｃ）中看到｜Ψ－（α，０）〉态的犪模光

子已存在亚泊松分布的区域．随着激发数的增加亚

泊松分布随之增强，且亚泊松分布的区域明显增大．

从图２（ｄ）中可以看出，｜Ψ－（α，０）〉态的犫模上光子

也有明显的亚泊松分布，随着激发数的增加，对应的

亚泊分布随之增强，只是亚泊松分布区域较小，强度

也有所减小．

图２　｜Ψ＋（α，犿）〉和｜Ψ－（α，犿）〉态两模的 Ｍａｎｄｅｌ犙参量与｜α｜
２ 的关系

Ｆｉｇ．２　ＲｅｌａｔｉｕｏｎｃｕｒｖｅｂｅｔｗｅｅｎＭａｎｄｅｌ犙ａｎｄｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒ｜α｜
２ｆｏｒ｜Ψ＋（α，犿）〉ａｎｄ｜Ψ－（α，犿）〉

２．３　交叉关联函数

这里讨论此态两个模的交叉反关联特性．交叉

关联函数为［１５］

犌犪犫＝
〈犪＋犪犫＋犫〉
〈犪＋犪〉〈犫＋犫〉

（２０）

若对于一个态的交叉关联函数犌犪犫＜１，那么称犪模

与犫模是反关联的，否则它们是正关联的，即光场具

有非经典性质．图３中给出的是交叉关联函数犌犪犫随

｜α｜
２ 的变化规律．

从图３（ａ）中可以看出，｜Ψ＋（α，犿）〉态的两模间

总是正关联的，尽管犌犪犫的值随激发数 ｍ的增大而

有明显的减小，但犌犪犫值均大于１．从图３（ｂ）中看到

犌犪犫的值随着激发数犿 的增大而增大，但其值均小于

１，说明｜Ψ－（α，犿）〉态的两模间总是反关联的，犿 为

０时对应纠缠相干态，此时态的两模间反关联程度

最大．即光子的激发却使此态的两模间反关联程度

减弱．

图３　交叉关联函数犌犪犫与｜α｜
２ 的关系

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｌａｔｉｕｏｎｃｕｒｖｅｂｅｔｗｅｅｎ犌犪犫ａｎｄｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒ｜α｜
２

７２４
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２．４　犆犪狌犮犺狔犛犮犺狑犪狉狋狕不等式

双模场的ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｔｚ不等式定义为
［１６］

〈犪＋２犪２〉〈犫＋２犫２〉≥〈犪
＋犪犫＋犫〉２ （２１）

ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｔｚ不等式的破坏象征着强烈的非经

典的关联．为了便于观察，取

犞＝〈犪＋犪犫＋犫〉２－〈犪＋２犪２〉〈犫＋２犫２〉 （２２）

如果犞＞０成立，则表明ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｔｚ不等式的

破坏，即光场两模间为非经典关联，否则为经典关

联．图４中给出了犞 随着｜α｜
２ 的规律，图４（ａ）对应

于态｜Ψ＋（α，犿）〉，图４（ｂ）对应于态｜Ψ－（α，犿）〉．

图４　犞 与｜α｜
２ 的关系

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｌａｔｉｕｏｎｃｕｒｖｅｂｅｔｗｅｅｎ犞ａｎｄｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒ｜α｜
２

对于｜Ψ＋（α，犿）〉态，犞 值在｜α｜
２ 较小时出现了

小于０的情况，｜α｜
２ 较大时犞 值明显大于０，即为

ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｔｚ不等式被破坏．对于每一个激发数

犿，对应的曲线都存在一个峰，这些峰随着光子激发

数犿的增加向右移，而峰的高度随光子激发数犿的

增加也是增大的．表明光子激发使光场两模间呈现

出明显的非经典关联，激发次数增多，这种非经典关

联增强，每一个激发都有一个最大非经典关联的出

现．对于｜Ψ－（α，犿）〉态，也有类似的规律，只是对应

的犞 值全部大于０，即ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｔｚ不等式完全

被破坏，光子的激发使ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｔｚ不等式破

坏程度增强．

３　结论

研究了玻色算符的逆算符犪－１作用在由互为反

相的双相干态的叠加态而构成的纠缠态的一个模上

所得到的量子态的量子统计性质．发现，在纠缠相干

态的犪模上加入光子，使犪模的平均光子数增加的

同时也使犫模的平均光子数发生变化：对于｜Ψ＋（α，

犿）〉态，犫模的平均光子数减少，对于｜Ψ－（α，犿）〉

态，犫模的平均光子数增加．我们同时还讨论了激发

纠缠相干态的 Ｍａｎｄｅｌ犙 参量，交叉关联函数和

ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｔｚ不等式的破坏．结果表明，光子激

发使得亚泊松分布特性，模间反关联度和Ｃａｕｃｈｙ

Ｓｃｈｗａｒｔｚ不等式的破坏都得到了增强，且这些现象

因激发数的增大随之增强．
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