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分数衍射系统中部分PT对称孤子的对称破缺
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摘要  基于分数阶非线性薛定谔方程，采用虚时演化的数值方法研究了部分宇称时间（PT）对称的光孤子及其自发对称

破缺现象，通过线性稳定性分析并结合数值模拟研究了分数衍射效应对二维光孤子稳定性和传输的影响。结果表明：分

数衍射系统中存在部分 PT 对称的二维光孤子，分数衍射效应随着莱维指数 α的减小而增强，莱维指数 α的改变影响光孤

子的稳定性。当孤子功率超过特定的临界值 P c 时，部分 PT 对称的光孤子发生自发对称破缺，并转变为复传播常数的不

对称态。通过分析莱维指数 α与孤子自发对称破缺临界功率 P c 之间的关系，发现将莱维指数 α从 2 减小至 1 时，孤子的自

发对称破缺临界功率 P c 由 1.6 降低为 0.4。这表明增强分数衍射效应使得部分 PT 对称的二维光孤子的稳定性变弱，进而

在更小的孤子功率情况下发生自发对称破缺。该研究结果为分数衍射的非厄米非线性光学波导中控制孤子的形态和传

输提供了理论依据。
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1　引   言

分数效应产生的新奇现象在各个领域中被广泛研

究，例如在流体力学［1］、水文学［2］、材料科学［3］、物理［4］、

化学［5］以及生物学［6］等领域，通过建立空间或时间的分

数阶导数模型描述其复杂的动力学过程［7-8］。

在量子力学领域，Laskin［9-11］基于对莱维飞行轨迹

的费曼路径积分导出分数薛定谔方程，进而提出了分

数量子力学。关于分数量子力学的研究，人们首先对

分数阶薛定谔方程中的本征态和动力学进行分析，讨

论了线性势中的解析解［12］、双势阱中的隧穿效应［13］、势

阱中粒子的运动［14］、有限和无限深势阱中本征态［15］、局

域周期势的传输等问题［16］。实验研究分数量子力学的

首要问题是设计实验方案来实现分数阶导数对应的物

理效应。例如，利用一维莱维晶体模拟分数量子力

学［17］，但是实验实现莱维晶体仍然存在困难。另一

种途径是利用经典光学系统中傍轴近似下光波传输

方程与量子力学中薛定谔方程数学模型的类似性，

并通过光学系统模拟分数阶薛定谔方程中分数衍射

效应。Longhi［18］基于法布里 -珀罗共振腔提出了相关

的实验方案，利用凸透镜和锥形透镜的组合实现空

间分数衍射效应。2023 年，Liu 等［19］利用可编程的全

息图和单热测量技术实现分数色散效应，通过重建

脉冲的振幅和相位在时域中实现了时域分数阶薛定

谔方程，并观测到时间孤子、脉冲分裂等分数色散光

学系统的典型现象，为实验研究分数系统中的光孤

子奠定了基础。

分数阶薛定谔方程中光束传输展现了丰富的动力

学现象，为光波的传输和控制提供新的途径。在分数

阶薛定谔方程中，分数衍射效应可以改变一维啁啾高

斯光束的传输轨迹，实空间中光束以折线的形式传输，

二维环形光束在传输过程中产生了具有呼吸特性的环

状结构［20］。分数衍射效应对无衍射光束的传输也有显

著的影响，艾里光束在分数衍射系统中传输导致光束

出现分裂现象［21-23］，因此可利用分数衍射效应对艾里

光束的反射进行调控［24］。此外，超高斯光束在分数衍

射效应的作用下分裂为两束子光束，在非线性效应的

作用下进一步演化为单孤子或孤子对［25］。在光束传

输过程中，通过改变分数衍射效应的强弱来实现对光

束传输过程的管理。例如：周期性地改变分数衍射效

应，可以使高斯光束形成分叉与融合周期性交替的传

输现象［26-27］；分数衍射效应结合折射率调制对无衍射

光束传输进行传输管理，可以实现光束的部分透射、

反射和全反射［28］。分数衍射效应还会产生其他新奇
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现象，如光学布洛赫振荡和齐纳隧穿［29］、共振模转换

和拉比振荡［30］等。当分数衍射（色散）效应和非线性

效应达到平衡时，分数阶非线性薛定谔方程中存在各

种形式的光孤子，包括分数衍射非线性光学耦合器中

的亮孤子［31］、二次分数孤子［32］、随机孤子光束［33］、间

隙孤子和非线性布洛赫波［34］、涡旋孤子［35］以及不对称

孤子［36-37］等。

分数阶薛定谔方程通过引入宇称时间（PT）对称

势拓展了光学孤子的存在范围［38］，在光束传输控制方

面有良好的应用前景［39-45］。目前的理论研究工作已经

证明含有 PT 对称势的分数阶非线性薛定谔方程中存

在光孤子解，但是很少涉及部分 PT 对称的孤子及其

自发对称破缺现象的研究。本文研究部分 PT 对称的

光孤子及其对称破缺现象，发现分数衍射效应影响部

分 PT 对称的光孤子的稳定性，光孤子功率超过临界

值时发生自发对称破缺，破缺之后转变为复传播常数

的不对称态。

2　理论模型及分析方法

2.1　理论模型

光束在非线性光学系统中传输可通过非线性薛定

谔方程描述。考虑到分数衍射效应，模型可以改写为

分数阶导数非线性薛定谔方程［38］，即

                    i ∂A
∂z - 1

2k0n0
( - ∇2

⊥) α/2
A+

           k0 (n- n0) A+ k0nNL ( I ) A= 0， （1）
式中：A ( x，y，z ) 为光场包络；k0 = 2π/λ表示波数；n0

和 λ 分 别 表 示 线 性 折 射 率 系 数 和 入 射 光 的 波 长 ；

n ( x，y)为复函数，表示线性折射率调制和增益损耗

效应，x和 y表示横向坐标；z表示光束的传输方向；

nNL 表 示 非 线 性 光 学 效 应 诱 导 的 折 射 率 ；I = | A | 2

表 示 光 场 强 度 。 分 数 阶 导 数 的 拉 普 拉 斯 算 符

-( - ∇2
⊥) α/2 = -( - ∂2 /∂x2 - ∂2 /∂y 2) α/2

表示分数衍

射效应，其中 α为莱维指数，取值范围为 1 ≤ α≤ 2。
当莱维指数 α= 2 时，分数阶导数拉普拉斯算符退化

为一般形式的拉普拉斯算符，此时，该算符的物理意义

为传统的衍射效应。分数阶导数的拉普拉斯算符可以

通过傅里叶变换定义为

F é
ë( - ∇2

⊥) α/2
A ( x，y) ùû= (k 2

x + k 2
y ) α/2

F [A ( x，y) ]，
（2）

式中：F  表示傅里叶变换；kx和 ky表示波矢空间中的横

向坐标。

本文将考虑自聚焦的饱和非线性效应，则式（1）中

的非线性项可表示为 nNL = n2 || A 2 ( )1 + s || A 2
，其中

n2 和 s分别表示非线性系数和饱和强度。对式（1）进行

无量纲处理之后，可得

i ∂Ψ
∂ζ - ( - ∇2

⊥) α/2
Ψ+ V ( ξ，η)Ψ+

||Ψ 2
Ψ

1 + S ||Ψ 2 = 0，

（3）
式中：Ψ ( ξ，η，ζ )=(k0| n2 |LD ) 1/2

A ( x，y，z)，LD=2k0n0wα
0

表示衍射长度，其中 w 0 表示入射光束的宽度；ξ=
x/w 0、η= y/w 0、ζ= z/LD 表示无量纲的横向坐标和传

输方向；S= s (k0| n2 |LD )-1
表示无量纲的饱和强度；

V ( ξ，η )= 2k 2
0 n0wα

0 [ n ( x，y )- n0 ]为无量纲的部分 PT
对称的势。

在式（3）中，考虑二维复数势为部分 PT 对称的形

式［46］，V ( ξ，η )关于横坐标 ξ满足 PT 对称性，而沿着 η
方向是不对称的，即 V * ( ξ，η )= V (-ξ，η )，其具体形

式为
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é
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ê
êê
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- η- η0

W 0 )+ exp ( - ξ+ ξ0

W 0
- η- η0

W 0 ) ùûúúúú+
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é
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êexp ( - ξ- ξ0

W 0
- η- η0

W 0 )- exp ( - ξ+ ξ0

W 0
- η- η0
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                                                            iA 0
é

ë
ê
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êexp ( - ξ- ξ0

W 0
- η+ η0

W 0 )- exp ( - ξ+ ξ0

W 0
- η+ η0

W 0 ) ùûúúúú。                                      ( 4 )

当式（4）的参数分别取值为 ξ0 = 2、η0 = 2、W 0 = 2 和

A 0 = 0.01 时，部分 PT 对称的势函数如图 1 所示。

式（3）中的分数衍射效应可通过法布里 -珀罗

谐振腔实现，其中插入两个透镜和两个相位掩模。

第一个透镜将输入光束转换到傅里叶空间，再利用

中心相位掩模将其置于傅里叶平面的位置；第二个

透镜将输出的光束从傅里叶空间转换到实空间。

另外，在法布里 -珀罗谐振腔中插入块状的饱和非

线性介质，其中 PT 对称势的损耗效应通过饱和非

线性介质吸收产生，增益效应通过光泵浦实现，进

而 可 能 观 测 到 分 数 衍 射 的 二 维 空 间 孤 子 和 不 对

称解。

2.2　分析方法

为了寻求式（3）中的孤子解，将解的形式设为

Ψ ( ξ，η，ζ )= ψ ( ξ，η) eiβζ， （5）
式中：β为传播常数。考虑一般的情况，传播常数为复

数 β= βR + iβ I，其中 βR 和 β I 分别表示实部和虚部。传

播常数为实数时，ψ ( ξ，η)满足

L 00ψ= βψ； （6）
传播常数为复数，且 β I 数量级达到 10-2 时，式（6）近似

成立，其中

L 00 = -( - ∇2
⊥) α/2 + V ( ξ，η)+

|| ψ 2

1 + S || ψ 2 。（7）

采用加速虚时演化算法［47］，数值求解式（6）并得到

孤子解。将式（3）改写为

ψζ =M-1[L 00ψ- βψ ]， （8）
式中：M为正定的自伴算符，选择合适的形式可以加

快 数 值 迭 代 的 收 敛 速 度 ，本 文 中 选 取 M= 2 -
∂2 /∂ξ 2 - ∂2 /∂η2。加速虚时演化算法的迭代格式为

ψ̂n+ 1 = ψn +M-1 (L 00ψn - βn ψn) △ζ， （9）

βn =
L 00ψn，M-1ψn
ψn，M-1ψn

， （10）

ψn+ 1 = ψ̂n+ 1
P 0

ψ̂n+ 1，ψ̂n+ 1

， （11）

式中：P 0 表示预设的孤子功率。

为了判断虚时演化方法得到的孤子解是否稳定，

需要对解进行稳定性分析。设式（3）的扰动解为

Ψ ( ξ，η，ζ )= eiβζ[ ψ ( ξ，η)+ u ( ξ，η) eδζ + v*( ξ，η) eδ*ζ ]，
（12）

式中：u ( ξ，η)和 v ( ξ，η)表示微扰，且满足 || u ，| v |≪ | ψ |。
将扰动解［式（12）］代入式（3）并进行线性化处理，可得

以下本征问题

i ( )l11 l12

l21 l22
( )uv = δ ( )uv ， （13）

其中矩阵元的具体形式为

l11=-(- ∇2
⊥) α/2+V-β+

2 || ψ 2

1+S || ψ 2 -
S || ψ 4

( )1+S || ψ 2 2，

（14）

l12 = + ψ2

1 + S || ψ 2 -
S || ψ 2

ψ2

( )1 + S || ψ 2 2 ， （15）

l21 = - ψ2

1 + S || ψ 2 +
S || ψ 2

ψ2

( )1 + S || ψ 2 2 ， （16）

l22=-(-∇2
⊥) α/2-V+β-

2 || ψ 2

1+S || ψ 2 +
S || ψ 4

( )1+S || ψ 2 2。

（17）
式（13）的本征问题可以利用傅里叶配点法进行数值求

解［48］，通常情况下 δ= δR + iδ I 为复数的本征值，其中

δR 表示孤子解的线性不稳定增长率。若 δR = 0，表明

孤子解是线性稳定的。

3　数值结果分析

3.1　部分 PT对称孤子的对称破缺

图 1 所示的二维复势在 ξ方向满足 PT 对称性，

而在 η方向为非对称的形式，通过虚时演化方法求解

式（4）可以得到两类解。第一类解为孤子解，其传播常

数 β为实数，解的形式在 ξ方向满足 PT 对称性，在 η方
向为不对称的分布，所以称为部分 PT 对称孤子解。

这类孤子解的传播常数随着孤子功率的增加，以离散

的线性本征值为基点逐渐增大，进而形成连续的孤子

族，其中孤子功率定义为 P=∫
-∞

+∞∫
-∞

+∞

|ψ|2 dξdη。第二

类解为不对称形式的解，即解的形式即使在 ξ方向也

不满足 PT 对称性。当孤子功率达到临界功率 P c 时，

不对称的解出现，此时解对应的传播常数不再是实数

而是复数的形式。

为了分析分数衍射效应对孤子解的影响，取不同的

莱维指数分别研究孤子解的功率曲线。图 2（a）、（b）

图 1　部分 PT 对称势的图示。（a）势的实部；（b）势的虚部

Fig. 1　Illustration of partially PT-symmetric potential. (a) Real part of potential; (b) imaginary part of potential
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Ψ ( ξ，η，ζ )= ψ ( ξ，η) eiβζ， （5）
式中：β为传播常数。考虑一般的情况，传播常数为复

数 β= βR + iβ I，其中 βR 和 β I 分别表示实部和虚部。传

播常数为实数时，ψ ( ξ，η)满足

L 00ψ= βψ； （6）
传播常数为复数，且 β I 数量级达到 10-2 时，式（6）近似

成立，其中

L 00 = -( - ∇2
⊥) α/2 + V ( ξ，η)+

|| ψ 2

1 + S || ψ 2 。（7）

采用加速虚时演化算法［47］，数值求解式（6）并得到

孤子解。将式（3）改写为

ψζ =M-1[L 00ψ- βψ ]， （8）
式中：M为正定的自伴算符，选择合适的形式可以加

快 数 值 迭 代 的 收 敛 速 度 ，本 文 中 选 取 M= 2 -
∂2 /∂ξ 2 - ∂2 /∂η2。加速虚时演化算法的迭代格式为

ψ̂n+ 1 = ψn +M-1 (L 00ψn - βn ψn) △ζ， （9）

βn =
L 00ψn，M-1ψn
ψn，M-1ψn

， （10）

ψn+ 1 = ψ̂n+ 1
P 0

ψ̂n+ 1，ψ̂n+ 1

， （11）

式中：P 0 表示预设的孤子功率。

为了判断虚时演化方法得到的孤子解是否稳定，

需要对解进行稳定性分析。设式（3）的扰动解为

Ψ ( ξ，η，ζ )= eiβζ[ ψ ( ξ，η)+ u ( ξ，η) eδζ + v*( ξ，η) eδ*ζ ]，
（12）

式中：u ( ξ，η)和 v ( ξ，η)表示微扰，且满足 || u ，| v |≪ | ψ |。
将扰动解［式（12）］代入式（3）并进行线性化处理，可得

以下本征问题

i ( )l11 l12

l21 l22
( )uv = δ ( )uv ， （13）

其中矩阵元的具体形式为

l11=-(- ∇2
⊥) α/2+V-β+

2 || ψ 2

1+S || ψ 2 -
S || ψ 4

( )1+S || ψ 2 2，

（14）

l12 = + ψ2

1 + S || ψ 2 -
S || ψ 2

ψ2

( )1 + S || ψ 2 2 ， （15）

l21 = - ψ2

1 + S || ψ 2 +
S || ψ 2

ψ2

( )1 + S || ψ 2 2 ， （16）

l22=-(-∇2
⊥) α/2-V+β-

2 || ψ 2

1+S || ψ 2 +
S || ψ 4

( )1+S || ψ 2 2。

（17）
式（13）的本征问题可以利用傅里叶配点法进行数值求

解［48］，通常情况下 δ= δR + iδ I 为复数的本征值，其中

δR 表示孤子解的线性不稳定增长率。若 δR = 0，表明

孤子解是线性稳定的。

3　数值结果分析

3.1　部分 PT对称孤子的对称破缺

图 1 所示的二维复势在 ξ方向满足 PT 对称性，

而在 η方向为非对称的形式，通过虚时演化方法求解

式（4）可以得到两类解。第一类解为孤子解，其传播常

数 β为实数，解的形式在 ξ方向满足 PT 对称性，在 η方
向为不对称的分布，所以称为部分 PT 对称孤子解。

这类孤子解的传播常数随着孤子功率的增加，以离散

的线性本征值为基点逐渐增大，进而形成连续的孤子

族，其中孤子功率定义为 P=∫
-∞

+∞∫
-∞

+∞

|ψ|2 dξdη。第二

类解为不对称形式的解，即解的形式即使在 ξ方向也

不满足 PT 对称性。当孤子功率达到临界功率 P c 时，

不对称的解出现，此时解对应的传播常数不再是实数

而是复数的形式。

为了分析分数衍射效应对孤子解的影响，取不同的

莱维指数分别研究孤子解的功率曲线。图 2（a）、（b）

图 1　部分 PT 对称势的图示。（a）势的实部；（b）势的虚部

Fig. 1　Illustration of partially PT-symmetric potential. (a) Real part of potential; (b) imaginary part of potential
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给出了传统衍射（α= 2）情况下，孤子解和不对称解的

功率曲线。图 2（c）~（f）分别展示了两种不同分数衍

射效应下孤子解和不对称解的功率曲线。图 2（c）、

（d）表示莱维指数 α= 1.5 时，即莱维指数大小为传统

衍射和分数衍射极限值的中间值的情况下，孤子解和

不对称解的功率曲线的实部和虚部。图 2（e）、（f）表示

莱维指数取值为分数衍射极限值，即 α= 1.0 时，孤子

解和不对称解的功率曲线的实部和虚部。图 2（a）、

（c）、（e）中蓝色实线代表稳定的部分 PT 对称孤子

（SS2），蓝色点线表示不稳定的部分 PT 对称孤子

（SS1），红色虚线表示不对称的解（AS）。

图 2（a）、（c）、（e）中，孤子的临界功率分别为 P c ≈
1.626、P c ≈ 0.998 和 P c ≈ 0.409，不对称解传播常数的

虚部与孤子功率之间的关系如图 2（b）、（d）、（f）所示，

可以看到，不对称解的复传播常数具有共轭关系。当

孤子功率小于临界功率时，仅存在稳定的部分 PT 对

称孤子；当孤子功率大于临界功率时，稳定的部分 PT
对称孤子转变为不稳定的部分 PT 对称孤子和不对称

解。不对称解的功率曲线逐渐分离，并与不稳定的部

分 PT 对称孤子的功率曲线形成功率曲线分叉。类似

于传统的孤子对称破缺，图 2（a）、（c）、（e）中功率曲线

分叉说明部分 PT 对称孤子发生了自发对称破缺，不

同的是传统孤子对称破缺之后转化为稳定的不对称孤

子，而部分 PT 对称孤子发生对称破缺之后所产生的

不对称解不稳定。通过比较图 2（a）、（c）、（e）中部分

PT 对称孤子发生对称破缺的临界功率，发现临界功率

随着莱维指数的减小而降低，当莱维指数减小为 α=
1.0 时，临界功率降为 P c ≈ 0.409。

图 3 所示为部分 PT 对称孤子和不对称解的场分

布。图 3（a1）~（a3）分别为孤子功率 P= 0.5 时部分

PT 对称孤子的实部、虚部和振幅分布，图 3（b1）~（b3）
分别为孤子功率 P= 1.5 时部分 PT 对称孤子的实部、

虚部和振幅分布。部分 PT 对称孤子完全遵循式（4）
中势函数的对称性，即 ξ方向满足 PT 对称性，而 η方
向为不对称的分布。图 3（c1）~（c3）分别为孤子功率

P= 1.5 时不对称解的实部、虚部和振幅分布，其形式

在 ξ方向和 η方向均为不对称分布。

3.2　分数衍射效应对自发对称破缺的影响

为了分析分数衍射效应对自发对称破缺的影响，

以 0.1 为间隔逐渐改变莱维指数，计算部分 PT 对称孤

子和不对称解的功率曲线。图 4（a）、（b）分别给出了

功率曲线的实部和虚部，临界功率 P c 随莱维指数的变

化如图 4（c）所示，其中圆圈表示竖直虚线所示的莱维

指数对应的临界功率。由图 4（c）可知，部分 PT 对称

孤子发生自发对称破缺的临界功率 P c 随着莱维指数 α
的减小而线性地减小，这表明分数衍射效应的增强导

图 2　不同莱维指数下部分 PT 对称孤子的对称破缺分叉图。（a）（b）莱维指数 α = 2.0 时传播常数的实部和虚部；（c）（d）α= 1.5
时传播常数的实部和虚部；（e）（f）α= 1.0 时传播常数的实部和虚部

Fig. 2　Symmetry breaking bifurcation diagrams of partially PT-symmetric solitons with different values of Lévy indexes. (a) (b) Real 
and imaginary parts of propagation constant for α = 2.0 ; (c)(d) real and imaginary parts of propagation constant for α = 1.5 ; 

(e)(f) real and imaginary parts of propagation constant for α= 1.0

致部分 PT 对称孤子在更低的孤子功率情况下就可以

发生对称破缺。

由图 4（a）、（b）可知，部分 PT 对称孤子发生自发

对称破缺现象与一维模型不同［49-50］，一维 PT 对称孤子

发生对称破缺时所产生的复传播常数的不对称解只在

分数衍射中存在，而二维部分 PT 对称孤子发生对称

破缺之后产生的不对称解在传统衍射情况下传播常数

仍然是复数。

对称孤子的自发对称破缺与自身的稳定性转变紧

密相关，接下来利用线性稳定性分析方法研究部分 PT
对称孤子的稳定性。通过傅里叶配点法对式（13）进行

数值求解，进而得到部分 PT 对称孤子的线性稳定性

本征谱 δ。线性稳定性谱的实部 δR 表征孤子解的线性

不稳定增长率，因此线性不稳定增长率的最大值表示

最大不稳定增长率，即 Max ( δR )。部分 PT 对称孤子

的最大不稳定增长率随莱维指数和孤子功率变化的关

系如图 5（a）所示，可以看到，部分 PT 对称孤子的稳定

范围随着莱维指数减小而缩小。为了进一步分析部分

PT 对称孤子发生对称破缺的临界功率与稳定性之间

的关系，在图 5（b）中给出了参数（α，P）平面上临界功

率 P c 与部分 PT 对称孤子不稳定边界之间的关系。由

图 5（b）可知，在 α‒P组成的参数平面内，部分 PT 对称

孤子的不稳定边界与临界功率 P c 完全重合，这说明不

对称解的出现是由部分 PT 对称孤子的稳定性发生转

变所导致的。此外，由于不对称解的传播常数为复数，

因此不对称解均不稳定。

3.3　部分 PT对称孤子和不对称解的传输特性

为了进一步分析部分 PT 对称孤子和不对称解的

传输特性，利用分步傅里叶算法对光束的传输过程进

行数值模拟。初始输入光束的形式为

Ψ ( ξ，η，ζ= 0)= ψ ( ξ，η) [1 + εφ ( ξ，η) ]，（18）
式中：φ ( ξ，η )表示幅值小于 1 的均匀分布随机函数，用

于模拟传输过程中的噪声；参数 ε表示扰动的强度。

首先，选取最大不稳定增长率为 0 的部分 PT 对称

孤子，其线性稳定性谱如图 6（a）所示。根据式（18）的

扰动形式，对初始输入孤子施加一定大小的随机扰动

来模拟传输过程中的噪声干扰。施加过大的随机扰动

图 3　莱维指数 α= 1.5，不同孤子功率的部分 PT 对称孤子及对称破缺解。（a1）~（a3）孤子功率 P= 0.5 的部分 PT 对称孤子实部、虚

部和振幅；（b1）~（b3）孤子功率 P= 1.5 的部分 PT 对称孤子实部、虚部和振幅；（c1）~（c3）孤子功率 P= 1.5 的对称破缺解实

部、虚部和振幅

Fig. 3　Partially PT-symmetric solitons and symmetry breaking solutions corresponding to different values of soliton powers with 
α= 1.5. (a1)‒(a3) Real part, imaginary part, and amplitude profiles of partially PT-symmetric solitons at P= 0.5; (b1)‒(b3) real 
part, imaginary part, and amplitude profiles of partially PT-symmetric solitons at P= 1.5; (c1)‒ (c3) real part, imaginary part, 

and amplitude profiles of symmetry breaking solution at P= 1.5
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致部分 PT 对称孤子在更低的孤子功率情况下就可以

发生对称破缺。

由图 4（a）、（b）可知，部分 PT 对称孤子发生自发

对称破缺现象与一维模型不同［49-50］，一维 PT 对称孤子

发生对称破缺时所产生的复传播常数的不对称解只在

分数衍射中存在，而二维部分 PT 对称孤子发生对称

破缺之后产生的不对称解在传统衍射情况下传播常数

仍然是复数。

对称孤子的自发对称破缺与自身的稳定性转变紧

密相关，接下来利用线性稳定性分析方法研究部分 PT
对称孤子的稳定性。通过傅里叶配点法对式（13）进行

数值求解，进而得到部分 PT 对称孤子的线性稳定性

本征谱 δ。线性稳定性谱的实部 δR 表征孤子解的线性

不稳定增长率，因此线性不稳定增长率的最大值表示

最大不稳定增长率，即 Max ( δR )。部分 PT 对称孤子

的最大不稳定增长率随莱维指数和孤子功率变化的关

系如图 5（a）所示，可以看到，部分 PT 对称孤子的稳定

范围随着莱维指数减小而缩小。为了进一步分析部分

PT 对称孤子发生对称破缺的临界功率与稳定性之间

的关系，在图 5（b）中给出了参数（α，P）平面上临界功

率 P c 与部分 PT 对称孤子不稳定边界之间的关系。由

图 5（b）可知，在 α‒P组成的参数平面内，部分 PT 对称

孤子的不稳定边界与临界功率 P c 完全重合，这说明不

对称解的出现是由部分 PT 对称孤子的稳定性发生转

变所导致的。此外，由于不对称解的传播常数为复数，

因此不对称解均不稳定。

3.3　部分 PT对称孤子和不对称解的传输特性

为了进一步分析部分 PT 对称孤子和不对称解的

传输特性，利用分步傅里叶算法对光束的传输过程进

行数值模拟。初始输入光束的形式为

Ψ ( ξ，η，ζ= 0)= ψ ( ξ，η) [1 + εφ ( ξ，η) ]，（18）
式中：φ ( ξ，η )表示幅值小于 1 的均匀分布随机函数，用

于模拟传输过程中的噪声；参数 ε表示扰动的强度。

首先，选取最大不稳定增长率为 0 的部分 PT 对称

孤子，其线性稳定性谱如图 6（a）所示。根据式（18）的

扰动形式，对初始输入孤子施加一定大小的随机扰动

来模拟传输过程中的噪声干扰。施加过大的随机扰动

图 3　莱维指数 α= 1.5，不同孤子功率的部分 PT 对称孤子及对称破缺解。（a1）~（a3）孤子功率 P= 0.5 的部分 PT 对称孤子实部、虚

部和振幅；（b1）~（b3）孤子功率 P= 1.5 的部分 PT 对称孤子实部、虚部和振幅；（c1）~（c3）孤子功率 P= 1.5 的对称破缺解实

部、虚部和振幅

Fig. 3　Partially PT-symmetric solitons and symmetry breaking solutions corresponding to different values of soliton powers with 
α= 1.5. (a1)‒(a3) Real part, imaginary part, and amplitude profiles of partially PT-symmetric solitons at P= 0.5; (b1)‒(b3) real 
part, imaginary part, and amplitude profiles of partially PT-symmetric solitons at P= 1.5; (c1)‒ (c3) real part, imaginary part, 

and amplitude profiles of symmetry breaking solution at P= 1.5
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可能导致孤子的振幅在传输过程中发生明显的振荡，

进而难以判断孤子传输不稳定的具体影响因素，而随

机扰动的强度太小则难以证实孤子稳定性，因此本文

选取中等强度的随机扰动，即扰动强度为输入孤子最

大振幅的 5%。图 6（b）~（d）分别给出了部分 PT 对

称孤子初始输入以及传输距离 ζ= 500 和 ζ= 1000 时

的输出结果。图 6（e）展示了光场强度随传输距离的

变化情况，图 6（f）通过强度等值面的形式展示了部分

PT 对称孤子的稳定传输。图 6（e）、（f）的结果进一步

验证了线性稳定性分析的有效性，同时证实了孤子在

传输过程中能够抗干扰，且具有一定的鲁棒性。

接下来，分析不稳定增长率大于 0 的部分 PT 对称

孤子，其线性稳定性谱如图 7（a）所示。类似地，对初

始输入的孤子施加强度为 5% 的扰动，并模拟其传输

过程。图 7（b）~（d）表明，部分 PT 对称孤子在传输过

程中形态发生了变化。通过分析图 7（e）发现，光场强

图 4　不同莱维指数下的功率曲线。（a）功率曲线的实部随莱维指数的变化；（b）功率曲线的虚部随莱维指数的变化；（c）临界功率随

莱维指数的变化，其中圆圈表示竖直虚线所示莱维指数对应的临界功率

Fig. 4　Power curves at different Lévy indexes. (a) Real part of power curve changes with Lévy index; (b) imaginary part of power curve 
changes with Lévy index; (c) critical power changes with Lévy index, where the circles represent critical power corresponding to 

Lévy index shown by vertical dotted line

图 5　不稳定增长率和不稳定边界。（a）部分 PT 对称孤子的最大不稳定增长率随莱维指数和孤子功率的变化；（b）在 α‒P参数平面

内部分 PT 对称孤子的不稳定边界，圆圈表示孤子对称破缺的临界功率

Fig. 5　Unstable growth rates and unstable boundary. (a) Maximum unstable growth rate of partially PT-symmetric soliton changes with 
Lévy index and soliton power; (b) unstable boundary of partially PT-symmetric solitons in the parameter plane of α‒P, the 

circles represent critical power of symmetry breaking of the partially PT-symmetric solitons
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图 6　稳定的部分 PT 对称孤子传输图，参数取值为 α= 1.5、β= 1.24 和 P= 0.5。（a）线性稳定谱；（b）~（d）不同传输距离时孤子的光

场强度；（e）光场强度随传输距离的变化；（f）孤子稳定传输的等值面图（等值面的光场强度为 0.06）
Fig. 6　Evolution of stable partially PT-symmetric soliton with α= 1.5, β= 1.24, and P= 0.5. (a) Spectrum of linear stability 

analysis; (b)‒(d) intensity of soliton at different transmission distances; (e) dependence of intensity of the soliton on transmission 
distances; (f) stable evolution is displayed by iso-intensity surface (value of iso-intensity is 0.06)

图 7　不稳定的部分 PT 对称孤子传输图，参数取值为 α= 1.5、β= 1.3 和 P= 1.5。（a）线性稳定谱；（b）~（d）不同传输距离时部分

PT 对称孤子的光场强度；（e）孤子的光场强度随传输距离的变化；（f）孤子不稳定传输的等值面图（等值面的光场强度为 0.03）
Fig. 7　Evolution of the unstable partially PT-symmetric soliton with α= 1.5, β= 1.3, and P= 1.5. (a) Spectrum of linear stability 

analysis; (b)‒(d) intensity of soliton at different transmission distances; (e) dependence of intensity of the soliton on transmission 
distances; (f) unstable evolution is displayed by iso-intensity surface (the value of iso-intensity is 0.03)
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度随传输距离周期性振荡，近似的振荡周期长度为

Tζ ≈ 130。图 7（f）所示的强度等值面表明该孤子在传

输过程中不稳定，并形成了呼吸结构。

最后，讨论不对称解的传输特性，其线性稳定性谱

如图 8（a）所示。在传输过程中未施加扰动，图 8（b）~
（d）表明不对称解在传输过程中形态发生明显变化。

进一步分析图 8（e），发现随着传输距离的增加，不对

称解的光场强度先逐渐增大，经过一次振荡后光场强

度逐渐减小。图 8（f）直观地表明不对称解在传输过程

中完全不稳定，这是因为不对称解的传播常数为复数，

因此光场强度和光场分布在传输过程中随着传输距离

的增加而不断变化。

4　结   论

研究了二维部分 PT 势中孤子的存在性、稳定性、

自发对称破缺现象及其传输特性。通过数值求解得到

两类解：第一类解为孤子解，传播常数为实数，解的对

称性与二维的部分 PT 势一致；第二类解为不对称解，

传播常数为复数。部分 PT 对称孤子发生自发对称破

缺的临界功率 P c 随着莱维指数 α的减小而减小，莱维

指数 α从 2 减小至 1，导致部分 PT 对称孤子发生自发

对称破缺的临界功率 P c 由 1.6 降低至 0.4，因此分数衍

射效应的增强导致部分 PT 对称孤子在更低的孤子功

率情况下发生自发对称破缺。孤子功率大小和分数衍

射效应的强弱都会改变部分 PT 对称孤子的稳定性，

孤子功率超过临界功率，导致部分 PT 对称孤子由稳

定转为不稳定。此外，由于不对称解的传播常数为复

数，因此不对称解全部不稳定。部分 PT 对称孤子发

生自发对称破缺现象不同于一维 PT 对称孤子，二维

部分 PT 对称孤子发生对称破缺之后，二维的不对称

解即使在传统衍射情况下传播常数仍然为复数。通过

对部分 PT 对称孤子传输过程的数值模拟，发现线性

稳定性分析所得到的稳定部分 PT 对称孤子具有鲁棒

性，而线性稳定性分析结果为不稳定的部分 PT 对称

孤子的振幅在传输过程中周期性振荡。在传输过程中

不对称解的振幅和形态随着传输距离的增加而发生明

显的变化。

本文的研究结果一方面阐明了具有分数衍射效

应的非厄米非线性光波导中孤子的存在形式和自发

对称破缺机制，另一方面在光孤子传输和调控方面有

潜在的应用价值。此外，相关结果对分数阶 Gross-

Pitaevskii方程的研究有一定的启发意义。

图 8　对称破缺解的传输图，参数取值为 α= 1.5、β= 1.33 - i0.009 和 P= 1.5。（a）对称破缺解的线性稳定谱；（b）~（d）不同传输距

离时对称破缺解的光场强度；（e）对称破缺解的光场强度随传输距离的变化；（f）对称破缺解不稳定传输的等值面图（等值面的

光场强度为 0.07）
Fig. 8　Evolution of symmetry breaking solution with α= 1.5, β= 1.33 - i0.009, and P= 1.5. (a) Spectrum of linear stability analysis 

of symmetry breaking solution; (b)‒(d) intensity of symmetry breaking solution at different transmission distances; (e) dependence 
of intensity of symmetry breaking solution on transmission distances; (f) unstable evolution is displayed by iso-intensity surface 

(the value of iso-intensity is 0.07)
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Abstract 

Objective　 Fractional diffraction effects and various novel phenomena produced by parity-time (PT) symmetric optics 
systems have become research hotspots in the field of optics. A large amount of theoretical research has proven the 
existence of the optical soliton in the fractional nonlinear Schrödinger equation containing PT -symmetric potentials. 
However, the existence, stability, and dynamics of partially PT-symmetric solitons in non-Hermitian nonlinear optical 
waveguides with fractional diffraction effect have not been explored yet. The phenomenon and mechanism of spontaneous 
symmetry breaking of the partially PT-symmetric solitons are still unclear. Meanwhile, the obtained research results 
provide new insights into the propagation and controlling of the partially PT-symmetric solitons in the non-Hermitian 
nonlinear optical waveguides with fractional diffraction.

Methods　 We numerically solve partially PT-symmetric soliton solutions and asymmetric solutions. Specifically, the 
accelerated imaginary time evolution method is used to solve the stationary fractional nonlinear Schrödinger equation. Two 
types of solutions are obtained. The first type is the partially PT-symmetric solitons with real propagation constants, and 
the second is the asymmetric solutions with complex propagation constants. Then, the solutions of the perturbation are 
linearized through linear stability analysis, and the eigenvalue problem of the perturbation modes is transformed into the 
spectral space by using the Fourier collocation method. The spectrum of the eigenvalue problem of the perturbation modes 
is numerically solved. The propagations of the partially PT-symmetric solitons and the asymmetric solutions are 
numerically simulated using the split-step Fourier method. Finally, the obtained results are compared with the results of 
linear stability analysis.

Results and Discussions　 First, two types of solutions are confirmed to exist in the fractional nonlinear Schrödinger 
equation with the partially PT-symmetric potential. The first type of solution is the partially PT-symmetric solitons with 
real propagation constants, and the second type of solution is the asymmetric solutions with complex propagation 
constants. The results are shown in Fig. 2 and Fig. 3, respectively. Then, the critical power of the symmetry breaking 
bifurcation point of the partially PT-symmetric solitons is numerically determined and verified with the linear stability 
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analysis, and the results are shown in Fig. 4(c) and Fig. 5(b), respectively. The reduction of the Lévy index from 2 to 1 
causes the critical power of the spontaneous symmetry breaking for the partially PT -symmetric solitons to decrease from 
1.6 to 0.4. The numerical simulations of the transmissions of the partially PT-symmetric solitons and the asymmetric 
solutions are shown in Fig. 6, Fig. 7, and Fig. 8, respectively. It is found that the stable partially PT-symmetric solitons 
obtained by linear stability analysis are robust, as shown in Fig. 6. The amplitude oscillates periodically during the 
propagations for the unstable partially PT-symmetric solitons in Fig. 7. In Fig. 8, the amplitude and light field distribution 
of the asymmetric solution change significantly.

Conclusions　 In summary, the partially PT-symmetric optical solitons and spontaneous symmetry breaking phenomenon 
in the fractional nonlinear Schrödinger equation are numerically studied. The research results show that there exist partially 
PT-symmetric solitons. The soliton power exceeds the critical value, and the partially PT-symmetric solitons turn into the 
asymmetric state. The enhanced fractional diffraction effect weakens the stability of the partially PT -symmetric solitons, 
and then spontaneous symmetry breaking occurs under the smaller soliton power. The critical power of the partially PT-

symmetric soliton decreases to 0.409, when the Lévy index decreases to 1. The stable partially PT-symmetric solitons are 
robust and can be transmitted stably up to 1000 times the diffraction length, even in the presence of the perturbation. The 
research results of this work may be used to control optical solitons in the non-Hermitian nonlinear optical waveguides with 
fractional diffraction.

Key words nonlinear optics; symmetry breaking; fractional nonlinear Schrödinger equation; partially parity-time 
symmetry
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