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基于网格梯度和形状因子的自由曲面透镜设计
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摘要  采用基于梯度和形状因子的网格优化方法适配能量分布并提升映射关系的可积性，在光源投影单位圆和目标面

内分别进行等量初始四边形网格划分，使节点一一对应，并构建网格面积和映射关系可积性的权重评价函数。在保证所

有节点位置拓扑关系不变的条件下，通过面积差场梯度和形状因子迭代调整网格分布，使映射关系满足能量分布要求同

时优化可积性。基于网格优化的映射关系求解自由曲面并生成透镜，仿真所得非均匀光斑满足设计要求。该方法简化

了平滑映射关系的求解过程，可以作为一种高效设计方法用于非均匀自由曲面透镜设计。
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1　引         言
随着定制化需求的涌现，光学设计要求也逐步从

点光源到拓展光源，从二维转变为三维，从均匀转变为

非均匀，使用范围更广的同时自由曲面设计难度也不

断变大［1-3］。光学设计方法众多，部分方法可以很好地

解决任意照度分布的三维设计问题。目前，主要的自

由曲面设计方法为优化法、几何法、数学法［4-6］。优化

法作为一种最常用的自由曲面设计方法，通过定义优

化变量来表征自由曲面，再利用评价函数作为变量优

化的评判标准，多次迭代进而满足最终设计要求。几

何法主要借助曲面的几何性质来实现，以该类设计方

法最具代表性的支撑二次曲面法（SQM）［7-9］为例，

SQM 借助二次曲面如抛物面、椭球面和笛卡儿卵形面

等曲面的光学特性，极大简化了映射关系的建立过程，

根据能量守恒定律将预定照明问题转化为利用冒泡法

求解由一组子面组成的包络面的问题［10］。需要注意的

是，该包络面虽然保证了离散点的目标效果，但得到的

自由曲面本身是不光滑的。后续可以通过代入正交多

项式插值作平滑优化处理，但引入了插值工作，导致计

算量较大的问题［11］。数学法主要从能量守恒和斯涅尔

定律出发，通常通过联立数学方程的形式来构建光源

与目标面的映射关系，通过求解数学方程得到自由曲

面参数。吴仍茂团队基于 Monge-Ampère（MA）类椭

圆型偏微分方程，将满足照明设计要求的自由曲面转

变成求解 MA 方程并给出具体求解过程，2023 年该团

队实现了三维空间中不同维度的 3 个目标面的特定照

明分布［12］。近年来，有学者将深度学习用于非成像设

计［4，13-14］，通过神经网络模型训练获得较好的初始结

构，减轻了设计者的重复劳动。

常见的三维设计方法的难点在于构建映射关系，

如网格划分方法通过人为构建映射关系来求解光学曲

面，设计算法简单、计算量小，是常用的设计方法之一。

网格划分方法用于二维设计时效果较好，但是三维情

况下由于映射关系不可积，曲面存在不连续部分，所得

光斑与理想光斑偏差较大［15-16］。不少人提出了各自的

优化方法，这些方法通常需要获得仿真结果，通过分析

仿真结果与理想分布的偏差，通过调整能量分布或者

移动焦点的方式进行迭代优化［17-18］。

朱正波等［19-20］提出了基于最优传输理论的映射关

系求解方法。基于能量守恒关系和边界条件，同样将

问题转化为构建 MA 方程，并构建能量传输代价函数，

使得映射关系的最优解满足 MA 方程并使代价函数最

小，但此方法的模型也偏复杂。本文提出一种基于等

面保形思想的网格优化方法，在保证节点位置拓扑关

系不变的情况下通过面积差场梯度和形状因子优化网

格分布，使映射满足能量关系并提升其可积性。所提

优化算法可以获得接近理想的映射关系分布，设计过

程简单，效果良好，适用于非均匀矩形光斑透镜设计。

2　基本原理

2. 1　映射及可积性评价

非成像光学设计的三大要素为：光源、目标分布、

映射关系。在光源选定且目标分布确定的情况下，需
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要通过映射关系来计算器件的光学曲面，使得光源发

出的光线经器件后在目标面上形成所需的特定照度分

布。映射关系可表示为

E s(θ，ϕ)    →   
f

E t( x，y)， （1）
式中：f为映射函数；光源 s 发出的角度为 (θ，ϕ)的光线

与目标面 t 的 ( x，y)位置对应；E表示光线能量。在求

解 MA 方程的过程中，映射关系隐含在能量守恒关系

中并且该映射关系自动满足可积性条件。但在网格划

分方法中，需要人为给定映射函数或者离散的对应关

系。矩形光斑的映射关系［21］通常在对角或顶点处存在

分界，其可积性被破坏，所求的曲面并不连续光滑，实

际照度分布与预期结果明显偏离。

为了避免常见映射关系的分界，后续采用图 1 所

示的网格划分方式。将光源发光半球投影至 u‑v平面

并作横纵划分与矩形目标面对应。

横纵划分方法需要对能量分布和可积性进行优

化。可积性条件是指根据映射关系求解的自由曲面，

其法向量场 N与自身旋度的乘积为 0，曲面连续光

滑［22］可以表示为

N ⋅ (∇ × N )= 0。 （2）
式（2）需要求解曲面法向量场后才可判定可积性，

效率较低。为了通过映射函数直接判断可积性，根据

连续可导是函数可积的充分条件，将映射函数可积性

问题引申为映射函数沿任意方向连续可导的问题，则

在映射关系定义域 {(u，v) | u2 + v2 ≤ 1}内任意一点

(u，v)，可通过式（3）判断：
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式中：fx、fy表示目标面坐标 ( x，y)分别关于变量 (u，v)
的二元映射函数。式（3）表示沿任意方向 l的双向方

向导数均存在且互为相反数。通常网格划分给定的映

射关系是离散且变量不分离的，为了评估映射关系的

可积性，根据式（3）可定义可积性评价函数G为

G= ∑[ ]δi，j( )x + δi，j( )y ， （4）

式中：i、j表示网格节点序号；δ ( x)和 δ ( y)分别表示 fx
和 fy在该点的方向导数双向残值。对于光源投影面上

一点 (ui，j，vi，j) ，有
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式中：上标 row 和 col表示横向和纵向。双向残值为方

向倒数的横纵绝对值之和，同理可得 δi，j( y)。G越小，

表示映射函数整体可积性越好。

2. 2　能量分布与梯度优化

如前所述，需要对光源和目标面分别进行等量横

纵网格划分，使二者节点一一对应，则可确定光线和目

标面之间的位置关系。光源和目标分布之间的通量对

应关系可由网格的面积确定。根据能量守恒定律和边

界条件，能量传输关系可表示为
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s

I ( )θ，ϕ dΩ=∬
t

E ( )x，y dA

∂s → ∂t
。 （6）

如图 2 所示，基于朗伯点光源，在单位半球内，立

体角所围区域 dA 1 对应的通量占比等于立体角在 u‑v
平面的投影 dA 2 面积与单位圆面积之比［10］。

一般情况下，对光源作等面积划分，目标面根据预

期照度分布按照面积反比关系进行划分。假设预期面

积分布为 Ā，当前面积分布为 A，对于凸四边形网格，

其中

Ai，j =
1
2 l1 l2 sin α， （7）

式中：l1、l2 为两对角线长度；α为对角线锐夹角。式（7）
表示序号为 i、j的网格的面积。定义面积差场D为

图 1　横纵网格划分

Fig. 1　Horizontal and vertical grid division
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式中：N、M表示网格规格。根据式（8），定义面积评价

函数为

H= ∑ || Di，j 。 （9）
结合式（4），定义综合评价函数为

Q= a1H+ a2G， （10）
式中：a1 为面积权重因子；a2 为可积性权重因子。本文

令 a1 + a2 = 1。当 Q→ 0 时，映射关系既满足通量分

布，又满足可积性条件。

初始网格分布通常不符合预期，对于网格节点 P，
其面积优化后的点位 P '为

ì
í
î

P '= P+ σ ⋅ η
η= ∇D  ， （11）

式中：η表示面积差场 D的梯度场；σ为优化步长。对

于离散场D内部节点的梯度，可用中心差分表示为

η i，j = ( Di+ 1，j - Di- 1，j

2 ) e i + ( Di，j+ 1 - Di，j- 1

2 ) e j。（12）

对于边界节点，根据其位置使用前向或后向差分

替代。

2. 3　位置拓扑与形状控制

为了在网格优化过程中提升映射关系的可积

性，在优化面积的同时还兼顾网格形状。根据流线

定理，结合 2. 1 节的讨论，对网格内任意节点 P i，j进行

讨 论 ，假 设 其 与 边 缘 相 邻 4 点 的 关 系 如 图 3（a）
所示。

根据可积性评价条件，P i，j点的横纵双向导数差越

小，P i，j点的可积性越好，表示 P i，j点附近映射函数沿两

个方向都是连续光滑的。由式（5）可知，当 P i，j与边缘

点近似在同一直线且距离较小时，可积性较好，如

图 3（b）所示。

P i，j 与 相 邻 4 点 的 连 线 所 成 夹 角 分 别 为

γ1、γ2、γ3、γ4，当可积性最佳时，有

ì
í
î

γ1 + γ2 = π
γ1 + γ3 = π， （13）

表示任意相邻两角互补。根据式（13），定义形状因子

矢量为

ξ i，j = sin (γ1 - γ2) e i + sin (γ1 - γ3) e j， （14）
其可扩展为形状因子矢量场 ξ。结合式（11），优化后

的点 P '为
P '= P+ σ (a1η+ a2ξ )。 （15）

另外，应附加如下限制条件：1）P '与相邻点的位置

拓扑关系不变；2）任意相邻 4 点连线所围四边形为凸

四边形；3）对于边界点，P '位置应仍在边界上。

3　分析与讨论

为了验证以上方法的有效性，设计了一个非均匀

矩形光斑透镜，适配朗伯光源能够在目标面上显示出

斜体“ZJUT”字样，字体部分照度是背景部分照度的 2
倍，光学系统中光源、自由曲面透镜及目标面中心位置

处于同一光轴上，具体参数如表 1 所示。需要注意的

是，该自由曲面透镜材料为 PMMA 材质。

图 2　网格面积与通量占比

Fig. 2　Grid area and flux ratio

图 3　网格节点形状调整。（a）调整前；（b）调整后

Fig.  3　Shape adjustment of grid nodes.  (a) Before adjustment; (b) after adjustment



0422005-3

研究论文 第  44 卷  第  4 期/2024 年  2 月/光学学报

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

D=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úD 1，1 D 1，2 … D 1，M

D 2，1 D 2，2 … D 2，M

⋮ ⋮ ⋮
DN，1 DN，2 … DN，M

D= A- Ā
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定理，结合 2. 1 节的讨论，对网格内任意节点 P i，j进行
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首先，在光源圆区域内划分等能量网格，初始网格

采用 elliptical grid mapping 公式划分，经调试优化，步

长选择为 10，可积性权重取 0. 001，经过迭代生成的网

格如图 4（a）所示。基于光源网格，在目标面上按照照

度反比划分，初始网格采用横纵均匀划分，在综合评价

函数指导下，通过当前网格面积与理想面积之差的梯

度场和形状因子矢量场作用优化网格分布，经调试优

化，步长选择 0. 02，可积性权重取 0. 5，经过迭代生成

的网格如图 4（b）所示。

对迭代过程中光源和目标面的能量分布、可积性、

综合评价函数进行归一化处理，结果如图 5 所示。在

迭代过程中，随着迭代次数的增加，面积评价函数明显

下降，光源可积性逐渐优化但下降较缓慢。结合图 4
可注意到边缘特别是四角部分网格形状不佳，是由圆

区域限制导致的，预期光斑边缘部分会有轻微偏差。

由于目标网格为适配能量分布不再均匀，目标可积性

评价函数随着迭代次数的增加先上升后趋于稳定，相

比于初始网格，其可积性变差。综合评价函数的变化

趋势与面积评价函数基本一致，三者最终均趋于稳定，

这是能量分布和可积性达成基于权重的均衡。

使用表 1 所示参数搭建的光学系统如图 6（a）所

示；基于此映射关系，可通过最小二乘法求解自由曲面

至曲面收敛［23］，如图 6（b）所示。

将自由曲面导入 3D 软件，底部以光源位置为圆

心、半径为 7. 5 mm 进行旋转切除得到进光孔，生成透

镜，在光学仿真软件 TracePro 中按表 1 参数设置光源、

透镜和目标面，追迹光线在目标面上的辐照图像如图

7 所示。

从图 7 可以看出，基于网格优化方法生成的映射

关系设计透镜，其仿真效果符合预期。矩形光斑整体

形状保持良好，边缘及四角部分有轻微缺陷，内部字体

与背景部分边界清晰，字体照度与背景照度近似保持

2∶1 的比例。当前规格映射关系的整体计算时间约

8 min，实际优化步长控制较小，还有一定提升空间。

4　结         论
在网格划分方法的基础上，提出一种基于等面保

形的映射关系优化方法，该方法将能量分布和可积性

的综合评价函数作为依据，并在面积差场梯度和形状

因子矢量场的共同作用下通过迭代逐步优化，使映射

表 1　非均匀矩形光斑设计参数

Table 1　Design parameters for non-uniform rectangular spot
Source

Size /（mm×mm）

1×1
Angle  /（°）

45

Target
Length /mm

1000
Width /mm

500
Distance /mm

500

Other
Number of grids

100×50
Refractive index n

1. 4935
Given height /mm

15

图 5　评价函数变化。（a）光源评价函数变化；（b）目标评价函数变化

Fig.  5　Changes of evaluation function.  (a) Change of source evaluation function; (b) change of target evaluation function

图 4　光源和目标面网格。（a）光源网格；（b）目标网格

Fig.  4　Source grids and target grids.  (a) Source grid; (b) target grid

关系在满足能量分布要求的情况下具有较好的可积

性。对于通过映射关系求解的透镜，经仿真确认其能

够实现预期的光斑和照度分布，边缘部分出现轻微缺

陷但在可接受的误差范围内，整体设计效率也有较大

的提升。综上，该方法虽然在边缘处理以及对非朗伯

光源上仍有优化空间，但设计方法简单，设计效果良

好，有望在非均匀光斑设计等定制化领域发挥重要

作用。
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图 6　光学系统。（a）光学系统示意图；（b） 自由曲面

Fig.  6　Optical system.  (a) Schematic of optical system; (b) free-form surface

图 7　仿真结果

Fig.  7　Simulation result
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关系在满足能量分布要求的情况下具有较好的可积

性。对于通过映射关系求解的透镜，经仿真确认其能

够实现预期的光斑和照度分布，边缘部分出现轻微缺

陷但在可接受的误差范围内，整体设计效率也有较大

的提升。综上，该方法虽然在边缘处理以及对非朗伯

光源上仍有优化空间，但设计方法简单，设计效果良

好，有望在非均匀光斑设计等定制化领域发挥重要

作用。
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Freeform Lens Design Based on Gradient and Shape Factor of Grids

Lu Jiandong1,2**, Chen Jiawen1, Liu Rui1, Ma Peifu1*, Li Gang1

1College of Science, Zhejiang University of Technology, Hangzhou 310023, Zhejiang, China; 
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Abstract 

Objective　The optical design with arbitrary illuminance distribution is always a key concern of non-imaging optics due to 
its difficulty in solving the smooth mapping relationship.  At present, the Monge-Ampère equation method, the supporting 
quadratic method (SQM), and the tailor method can solve this problem, but they all have drawbacks such as complex ideas 
and difficult manufacture.  To seek a simple and efficient method, we start with mapping grids partitioning, and study the 
characteristic and optimization method of the integrability and energy matching of grids, providing references for the design 
of non-uniform freeform lenses.

Methods　 The discussed mapping grid partitioning method is shown in Fig.  1.  Equal initial quadrilateral grids are 
performed within the unit circle of source projection and the rectangular target plane to make the grid nodes correspond one 
by one.  According to the relationship in Fig.  2, the energy is calculated by the grid area, and the area evaluation function 
is constructed based on the difference between the grid area and the ideal one.  The integrability evaluation function is 
constructed based on the direction derivative residual of the nodes, and the weights are set according to the design.  Under 
the guidance of the evaluation function, gradient operation is performed on the area difference to solve the area optimization 
vectors, and integrability optimization vectors are solved by the simplified node angle relationship in Fig.  3 and are 
combined based on the weights.  The nodes are moved according to the comprehensive vectors and subjected to boundary 
conditions and topological conservation relationships.  New grids are generated and a new value of the evaluation function is 
calculated.  When the value tends towards 0, the energy matching and integrability of the mapping are improved.

Results and Discussions　 To verify the effectiveness of the method, we design a freeform lens that can display a non-

uniform rectangular spot with the words "ZJUT" on the target.  The effective angle of the source is set to 45° and initial 
grids are made within the corresponding projection circle and target plane, with the final result shown in Fig.  4.  According 
to Fig.  5, the area evaluation rapidly decreases during the iteration, and the integrability evaluation of the source also 
significantly reduces.  However, as the grid is no longer uniform to fit the energy distribution, the integrability evaluation 
of the target has increased compared to the evaluation at the beginning.  The trend of the comprehensive evaluation function 
is consistent with the area evaluation, and the overall energy distribution and integrability are ultimately balanced based on 
weights.  The final simulation results are shown in Fig.  7, and the illumination ratio of the words to the background is 
2∶1, which is in line with the design.  The font's boundary is clear, and the overall rectangular boundary maintains sound.  
There are slight defects in the four corners, which can be attributed to the poor integrability of the four corners of the light 
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source grid.

Conclusions　 Based on the grid partitioning, a mapping optimization method is proposed.  This method constructs a 
comprehensive evaluation function for energy distribution and integrability, and optimizes the mapping through iteration 
under the combined effect of area difference gradient and integrability optimization vectors to make the mapping have good 
integrability and meet the energy distribution.  The lens solved via mapping has been simulated and confirmed that the spot 
achieves the expected shape and illumination, with slight defects on the edge.  There has also been a significant 
improvement in design efficiency.  In summary, although this method still has optimization space in boundary and non-

Lambert sources, its method is simple, with sound effect and improved design efficiency.  Meanwhile, it is expected to 
play a role in customized fields such as non-uniform spot design.

Key words optical design; non-imaging optics; integrable mapping relationship; topological conservation; equal area and 
shape preservation
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