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非正交轴系激光经纬仪反向运动学线性模型
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摘要  为满足大尺寸测量仪器性能与制造水平提升的需求，基于非正交轴系架构理念对激光经纬仪进行设计。针对非

正交轴系经纬仪在无参考末端情况下计算反向运动旋转角度的难题，提出反向运动线性模型，以实现旋转角度的快速、

高精度计算。首先，基于李群李代数基本理论构建非正交轴系经纬仪正向运动学模型。其次，构建空间目标点与视准轴

位姿参数间的约束关系，并结合旋转角度误差传递模型，确立用于求解旋转角度误差修正值的线性方程组。最终通过旋

转角度初始估计值与误差修正值线性相加，获取高精度的反向旋转角度值。仿真结果表明，该方法所计算的旋转角度误

差趋近于 0，真实实验的旋转角度误差均小于 0. 02 mrad，验证了所提反向运动学线性模型的可行性与实用性。
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1　引         言
制造产业是国民经济发展的基础，现阶段智能制

造已成为传统产业改造升级和新型制造产业发展的主

流趋势［1］。三维测量技术［2］是实现智能制造的重要技

术支撑，现代大尺寸测量技术对多学科进行了交叉融

合，相关测量仪器也向着非接触、高精度、自动化、智能

化的方向发展［3］。目前常见的大尺寸三维测量仪器主

要有经纬仪［4］、全站仪［5］、激光跟踪仪［6］、激光追踪仪［7］、

激光雷达［8-9］、室内全局定位测量系统［10］和摄影测量［11］

等。经纬仪、全站仪以及跟踪仪等空间坐标测量仪器

不仅对自身内部结构的正交性要求严格，对设计、材料

选择、加工、装配、检校及维护等环节也需严格要求。

将消除传统仪器轴系的正交性约束作为切入点，天津

大学吴斌教授团队［12-13］设计组装了非正交轴系全站仪

与经纬仪测量系统并验证了相关设计理论的可行性。

近年来，众多研究人员针对非正交轴系仪器测量理论

展开研究，补充并丰富了相关基础原理［14-18］，本文在非

正交轴系经纬仪的理论基础上展开相关研究，望推动

国内高端仪器制造与理论的发展。

经纬仪是一类可用于水平和竖直角度高精度测量

的光学非接触式仪器，目前基于非正交轴系理论已开

发出相应的非正交轴系激光经纬仪［19］。为满足后期测

量精度理论研究的需要，亟须建立非正交轴系经纬仪

的反向运动学模型。非正交轴系经纬仪的反向运动学

模型描述的是已知测量目标的空间坐标，求其对应在

水平与竖直方向的旋转角，是正向运动的逆过程。任

意测点坐标都可映射为非正交轴系经纬仪精准的旋转

角度，这有助于误差空间分布等相关精度理论研究，也

可有效协助仪器自动瞄准目标点。杨峰亭［20］首次提出

用于协助仪器自动瞄准目标点的反向运动近似计算模

型。该反向运动模型是以已知测量激光束所在空间直

线位置为前提建立的，而在实际应用中激光束上无固

定参考末端，无法根据被测点坐标推测激光视准轴当

前准确的空间位姿参数，相应的旋转角度难以准确计

算。此外，该模型是反向运动学的近似计算模型，不满

足误差分布模拟仿真相关研究的需要。本文涉及的非

正交轴系测量仪器是一类新概念仪器，其理论与技术

支撑仍然存在大量空白。反向运动模型是非正交轴系

测量仪器理论中缺失的重要部分，国内外研究人员除

杨峰亭［20］外没有人对此开展过相应的研究，因此本文

立足于填补相关反向模型理论空白展开研究。

综上所述，亟须建立仅在被测目标点坐标已知情

况下无参考末端的非正交轴系经纬仪的反向运动学模

型。本文基于李群李代数基本理论建立了非正交轴系

经纬仪正向运动学模型，推导了旋转角度误差与激光

视准轴运动学误差间的传递模型。在正交近似条件下

快速估计旋转角度初始值，并确立了以旋转角度误差

修正值与初始值相加为主要形式的反向运动线性模

型，最终实现了反向运动旋转角度的快速、准确计算。
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2　非正交轴系激光经纬仪基本原理

2. 1　非正交轴系激光经纬仪结构及参数

如图 1 所示，非正交轴系经纬仪主要由一个高精

度二维转台与一个准直激光器组成，激光器出射的激

光束作为测量视准轴。与传统经纬仪有所区别，非正

交轴系经纬仪的转台旋转轴与激光视准轴之间不满足

正交条件。但为标识便利，仍以“竖直旋转轴”“水平旋

转轴”以及“激光视准轴”对内部轴系进行命名。激光

视准轴受旋转轴驱动，对空间中待测目标点进行瞄准。

上述轴系空间位姿参数是非正交轴系经纬仪的关键结

构参数，轴系空间位姿状态可通过轴上固定点坐标与

方向向量进行描述。V 1 (u1，v1，w 1)代表竖直旋转轴的

方向向量，P 1 ( x 1，y1，z1)代表竖直旋转轴上的固定点坐

标 ；V 2(u2，v2，w 2) 代 表 水 平 旋 转 轴 的 方 向 向 量 ，

P 2( x2，y2，z2) 代 表 水 平 旋 转 轴 上 的 固 定 点 坐 标 ；

VL (uL，vL，wL) 代 表 激 光 视 准 轴 的 方 向 向 量 ，

PL ( xL，yL，zL)代表激光视准轴上的固定点坐标。

2. 2　基于李群李代数的正向运动建模

作为现代几何数学的重要工具，李群李代数借助

了指数积公式在机器人运动学与动力学分析方面具有

的表达简洁、物理意义清晰且计算效率高的特点［21］。

为了实现非正交轴系经纬仪正向运动过程中激光视准

轴实时空间位姿参数的精确描述，利用李代数全局指

数积公式对非正交轴系经纬仪进行正向运动学建模。

描述空间刚体运动的变换矩阵 g可由 3×3 的旋转

矩阵 R与 3×1 的平移矩阵 b表示，其描述形式为

g= é
ë
êêêê ù

û
úúúúR b

0 1
， （1）

根据李代数特性（螺旋运动特性），可将旋转轴看作是

在参考坐标系下的一个运动旋量 ξ，相对应的 6 维坐标

形式为

ξ= é
ë
êêêê ù

û
úúúúω
υ

= é

ë
ê
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ê ù

û
úúúú

ω
p× ω

， （2）

式中：ω= [ω 1 ω 2 ω 3 ]
T
代表旋转轴的方向向量；p

代表旋转轴上的固定点三维坐标；υ代表旋转轴上固

定点与方向向量的叉乘结果。此外，运动旋量需满足

ì
í
î

 ω = 1
ω ⋅ υ= 0

。 （3）

将运动旋量从 6 维向量形式映射为矩阵形式，表

示为

ξ̂= é
ë
êêêê

ù
û
úúúúω̂ υ

0 0
， （4）

式中，ω̂代表 ω的反对称矩阵，表示为

ω̂=
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú
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ú

ú0 -ω 3 ω 2

ω 3 0 -ω 1

-ω 2 ω 1 0
。 （5）

如图 2 所示，非正交轴系经纬仪工作过程中，竖直

旋转轴与水平旋转轴对应的旋量坐标分别为 ξ1 与 ξ2。

激光视准轴绕竖直旋转轴与水平旋转轴的旋转角度分

别为水平角 θ1与俯仰角 θ2。它们各自对应的运动变换

矩阵 gi（i=1，2）表示为

g i = exp ( ξ̂ i θi)= é
ë
êêêê ù

û
úúúúR i b i

0 1
， （6）

R i = I3 +
sin ( ) ω i θi

 ω i

ω̂ i +
1 - cos ( ) ω i θi
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2 ω̂ 2

i，（7）

b i =
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
θi I3 +

1 - cos ( ) ω i θi

 ω i
2 ω̂ i +

 ω i θi - sin ( ) ω i θi
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式中,I3 为三阶单位矩阵。

根据李群李代数理论，非正交轴系经纬仪正向运

动变换矩阵的指数积形式为

g= exp ( ξ̂1θ1) ⋅ exp ( ξ̂2θ2)， （9）
非正交轴系经纬仪激光视准轴在运动过程中的实时空

间位姿表达形式为

é
ë
êêêê

ù
û
úúúúVLFin PLFin

0 1
= g é

ë
êêêê

ù
û
úúúúVL PL

0 1
， （10）

图 1　非正交轴系激光经纬仪结构

Fig.  1　Structure of the non-orthogonal shafting laser theodolite

式中，VLFin、PLFin 分别表示发生运动后激光视准轴的单

位方向向量与固定点坐标。至此，非正交轴系经纬仪

正向运动学模型建立完毕。

3　反向运动线性模型

3. 1　激光视准轴空间约束条件

非正交轴系经纬仪的反向模型指在已知被测点空

间坐标的前提下获取相对应的旋转角度。设空间中任

意一目标点 PTar ( xTar，yTar，zTar )，根据非正交轴系经纬

仪正向运动学原理，解算得到瞄准该目标点时的视准

轴上固定点 P ( x，y，z ) 与方向向量 V (u，v，w )。当视

准轴瞄准目标点时，以上参数满足约束等式：

PTar - P= kV， （11）
式中，k代表目标点与视准轴上固定点的距离。由于

经纬仪不具备空间距离测量功能，即距离值 k是未知

的，因此，需要将式（11）进行改写，得到
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( )xTar - x v- ( )yTar - y u= 0

( )xTar - x w- ( )zTar - z u= 0

( )yTar - y w- ( )zTar - z v= 0
， （12）

式（12）即为求解反向运动旋转角度的基础约束等式。

3. 2　初始旋转角度估计

若将正向运动学模型代入约束等式［式（12）］中对

旋转角进行解算，则计算过程较为复杂且极易出现错

误。因此，提出一种线性的反向计算模型，可对非正交

轴系经纬仪的旋转角度进行快速简便且精确的解算。

首先，设待解的旋转角度为（θ1，θ2），并将其分解为

é
ë
êêêê ù

û
úúúúθ1

θ2
= é
ë
êêêê ù

û
úúúúθ0，1

θ0，2
+ é
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δθ2
， （13）

式中：θ0，1、θ0，2 为旋转角度的初始估计值；δθ1、δθ2 为旋

转角度的误差修正值。

误差修正值的准确计算是实现非正交轴系经纬仪

反向运动计算的关键，相关计算模型将在后文中详细

描述。如图 3 所示，将轴系近似看作正交关系即可快

速解算旋转角度的初始估计值，计算方式为

ì
í
î

ïï
ïï

θ0，1 = -arctan ( xTar /yTar )
θ0，2 = arctan ( zTar /yTar )

。 （14）

3. 3　反向运动角度线性计算

将上述解算得到的旋转角度初始值代入式（9）、

（10）中计算得到激光视准轴空间位姿参数的初始值，

分别由点坐标 ( x 0，y0，z0)与方向向量 (u0，v0，w 0)表示。

初步解算得到的激光视准轴空间位姿必然存在误差，

因此视准轴的真实空间位姿参数可表示为
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式中，点坐标 (δx，δy，δz)与方向向量 (δu，δv，δw )分别

表示误差值。

将式（15）代入式（12），舍去极小值部分，可得到
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图 2　非正交轴系激光经纬仪工作原理

Fig.  2　Principle of the non-orthogonal shafting laser theodolite

图 3　旋转角度的初始估计值

Fig.  3　Initial estimate of the rotation angle
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式中，VLFin、PLFin 分别表示发生运动后激光视准轴的单

位方向向量与固定点坐标。至此，非正交轴系经纬仪

正向运动学模型建立完毕。

3　反向运动线性模型

3. 1　激光视准轴空间约束条件

非正交轴系经纬仪的反向模型指在已知被测点空

间坐标的前提下获取相对应的旋转角度。设空间中任

意一目标点 PTar ( xTar，yTar，zTar )，根据非正交轴系经纬

仪正向运动学原理，解算得到瞄准该目标点时的视准

轴上固定点 P ( x，y，z ) 与方向向量 V (u，v，w )。当视

准轴瞄准目标点时，以上参数满足约束等式：

PTar - P= kV， （11）
式中，k代表目标点与视准轴上固定点的距离。由于

经纬仪不具备空间距离测量功能，即距离值 k是未知

的，因此，需要将式（11）进行改写，得到
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( )xTar - x v- ( )yTar - y u= 0

( )xTar - x w- ( )zTar - z u= 0

( )yTar - y w- ( )zTar - z v= 0
， （12）

式（12）即为求解反向运动旋转角度的基础约束等式。

3. 2　初始旋转角度估计

若将正向运动学模型代入约束等式［式（12）］中对

旋转角进行解算，则计算过程较为复杂且极易出现错

误。因此，提出一种线性的反向计算模型，可对非正交

轴系经纬仪的旋转角度进行快速简便且精确的解算。

首先，设待解的旋转角度为（θ1，θ2），并将其分解为

é
ë
êêêê ù

û
úúúúθ1

θ2
= é
ë
êêêê ù

û
úúúúθ0，1

θ0，2
+ é
ë
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û
úúúúδθ1

δθ2
， （13）

式中：θ0，1、θ0，2 为旋转角度的初始估计值；δθ1、δθ2 为旋

转角度的误差修正值。

误差修正值的准确计算是实现非正交轴系经纬仪

反向运动计算的关键，相关计算模型将在后文中详细

描述。如图 3 所示，将轴系近似看作正交关系即可快

速解算旋转角度的初始估计值，计算方式为

ì
í
î

ïï
ïï

θ0，1 = -arctan ( xTar /yTar )
θ0，2 = arctan ( zTar /yTar )

。 （14）

3. 3　反向运动角度线性计算

将上述解算得到的旋转角度初始值代入式（9）、

（10）中计算得到激光视准轴空间位姿参数的初始值，

分别由点坐标 ( x 0，y0，z0)与方向向量 (u0，v0，w 0)表示。

初步解算得到的激光视准轴空间位姿必然存在误差，

因此视准轴的真实空间位姿参数可表示为
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式中，点坐标 (δx，δy，δz)与方向向量 (δu，δv，δw )分别

表示误差值。

将式（15）代入式（12），舍去极小值部分，可得到
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图 2　非正交轴系激光经纬仪工作原理

Fig.  2　Principle of the non-orthogonal shafting laser theodolite

图 3　旋转角度的初始估计值

Fig.  3　Initial estimate of the rotation angle
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基于 Selig［21］提出的指数映射微分的显式表达式，可推导旋转角度误差传递模型。由旋转角度误差引起的误

差表达式表示为
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式中，Ad（g）表示 g的伴随变换，表示为
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。 （18）

旋转角度误差最终会影响激光视准轴空间位姿参数的精度。激光视准轴方向向量误差值可表示为
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同理，激光视准轴上固定点坐标误差值可表示为
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由式（19）与式（20）可得
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设
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可得
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将以上方程代入式（13），可得：
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结合所得到的旋转角度初值，最终反向旋转角度

可由旋转角度初值与误差修正值线性相加得到，

式（24）即为计算最终旋转角度的线性方程。

4　仿真验证

对上述反向运动线性模型的可行性进行仿真验

证。非正交轴系经纬仪的轴系参数使用激光跟踪仪等

高精度空间坐标测量仪器进行标定，具体标定细节可

参考相关内部参数标定文献［22-23］，标定结果如表 1所示。

在仿真模拟与实验验证中，均采用该组内部轴系参数

进 行 反 向 运 动 旋 转 角 度 的 解 算 。 如 图 4 所 示 ，在

Solidworks软件中制作非正交轴系激光经纬仪模型，其

轴系参数与表 1 保持一致。在仿真软件环境下模拟以

固定间隔角度绕轴旋转后的激光视准轴，旋转运动完

成后，在激光视准轴上采集被测目标点。采集的目标

点坐标可在 Solidworks软件下直接获取并作为参考值。

将旋转的间隔角度设为 10°，分别在激光视准轴上距离

固定点 2、4、6、8、10 m 处采集点坐标。模拟的采集得到

的空间被测目标点坐标如图 5所示。

利用 Matlab 软件将轴系仿真参数及目标点坐标

代入反向运动线性模型进行计算。当非正交轴系经纬

仪旋转角度初始估计值与旋转角度实际值差距过大
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时，单次误差修正值的计算精度受限。为了获取高精

度的误差修正值，可以进行迭代优化，即将上一次的旋

转角度计算值作为初始估计值再次代入所提反向运动

线性模型进行计算。非正交轴系经纬仪的反向运动学 旋转角度整体计算流程如图 6 所示。

最终计算得到的旋转角度结果如表 2 与图 7 所示，

计算得到的旋转角度与真实角度的差距趋近于 0，证
明所提反向运动线性模型是可行的且具备较高的

精度。

表 1　轴系参数

Table 1　Shafting parameters
Shafting

Vertical rotation axis
Horizontal rotation axis

Laser axis

Vector
（0，1，0）

（0. 999999，0，−0. 000328）
（0. 004097，0. 999991，0. 000549）

Point coordinate /mm
（0，0. 081，0）

（0，0，0）
（−0. 511，0，−19. 473）

图 4　仿真环境

Fig.  4　Simulation environment

图 5　仿真被测目标点

Fig.  5　Simulation of the measured target points

图 6　计算流程

Fig.  6　Calculation process
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5　实验验证

非正交轴系激光经纬仪样机由高精度二维转台与

准直激光器组成，实物如图 8所示。二维转台选用美国

ALIO 公司的 AZ-EL GIMBAL 两轴转台，该转台应用

了高精度精密交叉滚子轴承、圆光栅码盘，采用了全闭

环控制及角度误差补偿等关键技术，可实现±1"角度定

位重复性精度。激光器发散角为 0. 6 mrad，具备良好

的准直性。非正交轴系激光经纬仪轴系参数由激光跟

踪仪进行标定，激光跟踪仪为德国徕卡公司的 AT960-

LR，空间坐标测量精度可达（±7. 5+3） µm/m。

通过实验验证所提反向运动旋转角度线性模型，

实验现场如图 9 所示。在实验中需要获取非正交轴系

经纬仪瞄准点的高精度空间坐标。利用位置敏感探测

器（PSD）采集非正交轴系经纬仪的出射激光，并结合

激光跟踪仪与坐标转换技术获取相应的激光点空间坐

标［24］。在 10 m 范围空间内随机选取若干位置，驱动非

正交轴系经纬仪瞄向 PSD 靶标并通过激光跟踪仪获

取入射激光的空间点坐标。同时二维转台反馈当前的

高精度旋转角度，根据高精度旋转角度与轴系参数解

算当前激光视准轴的空间位姿。设被瞄准目标点到激

光视准轴的垂直距离为当前瞄准偏差，瞄准偏差如图

10 所示。

瞄准偏差结果表明，基于 PSD 靶标的激光点空间

坐标获取具有一定的精度。将获取的激光点坐标代入

线性模型进行计算，将解算得到的旋转角度与转台输

出角度进行对比。对比结果如图 11 与表 3 所示。

区别于仿真验证中的参数设置理想化，真实实验

会受到其他众多因素干扰。所提反向线性模型中的关

表 2　旋转角度仿真计算结果

Table 2　Simulation results of the rotation angles
Simulation result
Mean error /mrad

RMSE （root mean square error） /mrad

θ1

1. 68×10−11

5. 95×10−11

θ2

8. 18×10−15

3. 32×10−11

图 7　旋转角度误差仿真结果

Fig.  7　Simulation results of the rotation angle error

图 8　非正交轴系经纬仪样机

Fig.  8　Non-orthogonal shafting theodolite prototype

图 9　实验现场

Fig.  9　Experimental site

图 10　瞄准偏差

Fig.  10　Aiming deviation

图 11　旋转角度误差实验结果

Fig.  11　Experimental results of the rotation angle error

键参数包括轴系参数与空间点精确坐标。当这些关键

参数存在误差时，旋转角度计算结果将不可避免地出

现误差。相关参数误差将在今后的工作中作进一步研

究与讨论。此外，二维转台提供的旋转角度参考值也

被引入转台转角误差。厂商官方资料显示，转台转角

误差为±3″，约合±0. 014 mrad，解算的角度误差略高

于转台转角示数误差，转角示数误差产生了相当大的

影响。因此，在现有实验条件下，反向模型解算结果逼

近高精度二维转台的转角示数误差，可认为其具备相

当高的精度，证明了所提方法的可行性。

总体来说，实验结果证明了使用所提反向运动学

线性模型可以计算对应的旋转角度，同时可以保证一

定的精度水平。结合仿真与实验结果，可以验证所提

反向运动学线性模型的可行性。

6　结          论
针对非正交轴系经纬仪反向运动旋转角度计算困

难的问题，提出了相关的反向运动线性模型。基于李

群李代数基本理论，建立了非正交轴系经纬仪正向运

动模型及旋转角度误差传递理论模型。结合被测目标

点与激光视准轴位姿间的约束关系，构建了旋转角度

误差修正值的线性方程，实现了旋转角度的高精度计

算。仿真实验验证了这一线性模型的可行性，真实实

验解算得到的旋转角度平均误差为 0. 019 mrad 与

0. 013 mrad。由于激光点空间坐标误差、内部轴系误

差以及转台示数误差等干扰因素的存在，限制了相关

解算精度。但该方法解决了当前无参考末端的难题，

满足误差分布模拟仿真相关研究的需要。在后期工作

中，将进一步推进非正交轴系经纬仪系统相关精度理

论研究，该反向运动线性模型可提供空间目标点所对

应的旋转角度，便于非正交轴系经纬仪测量空间误差

分布的仿真研究。此外，提升轴系参数与旋转角度的

精度也将是后续研究的重点内容。

参 考 文 献

[1] 傅建中 . 智能制造装备的发展现状与趋势[J]. 机电工程, 2014, 
31(8): 959-962.
Fu J Z. Development status and trend of intelligent 
manufacturing equipment[J]. Journal of Mechanical & Electrical 
Engineering, 2014, 31(8): 959-962.

[2] 丁少闻, 张小虎, 于起峰, 等 . 非接触式三维重建测量方法综

述[J]. 激光与光电子学进展, 2017, 54(7): 070003.
Ding S W, Zhang X H, Yu Q F, et al. Overview of non-contact 
3D reconstruction measurement methods[J]. Laser & 
Optoelectronics Progress, 2017, 54(7): 070003.

[3] Peggs G N, Maropoulos P G, Hughes E B, et al. Recent 

developments in large-scale dimensional metrology[J]. 
Proceedings of the Institution of Mechanical Engineers, Part B: 
Journal of Engineering Manufacture, 2009, 223(6): 571-595.

[4] 张晶, 郝伟, 杨晓许, 等 . 光电经纬仪机电一体化耦合特性 [J]. 
光子学报, 2017, 46 (1): 0112005.
Zhang J, Hao W, Yang X X, et al. Electromechanical coupling 
characteristics of optical-electric theodolite[J]. Acta Photonica 
Sinica, 2017, 46(1): 0112005.

[5] Dzierzega A, Scherrer R. Measuring with electronic total 
stations[J]. Survey Review, 2003, 37(287): 55-65.

[6] Yang L H, Pan Y L, Lin J R, et al. Automatic guidance 
method for laser tracker based on rotary-laser scanning angle 
measurement[J]. Sensors, 2020, 20(15): 4168.

[7] 陈洪芳, 郑博文, 石照耀, 等 . 基于激光追踪仪多站位测量的

CMM 空域坐标修正方法[J]. 中国激光, 2017, 44(3): 0304003.
Chen H F, Zheng B W, Shi Z Y, et al. CMM spatial coordinate 
correction method based on laser tracer multistation measurement
[J]. Chinese Journal of Lasers, 2017, 44(3): 0304003.

[8] 叶晟, 徐海祥, 冯辉 . 基于改进 DBSCAN 算法的激光雷达水面

目标检测[J]. 武汉理工大学学报(交通科学与工程版), 2022, 46
(1): 89-93, 99.
Ye S, Xu H X, Feng H. Detection of water surface targets by 
lidar based on improved DBSCAN algorithm[J]. Journal of 
Wuhan University of Technology (Transportation Science & 
Engineering), 2022, 46(1): 89-93, 99.

[9] 姜海娇, 来建成, 王春勇, 等 . 激光雷达的测距特性及其测距

精度研究[J]. 中国激光, 2011, 38(5): 0514001.
Jiang H J, Lai J C, Wang C Y, et al. Research on ranging 
property of laser radar and its range accuracy[J]. Chinese Journal 
of Lasers, 2011, 38(5): 0514001.

[10] Zeng Q, Huang X, Li S G, et al. High-efficiency posture 
prealignment method for large component assembly via iGPS 
and laser ranging[J]. IEEE Transactions on Instrumentation and 
Measurement, 2020, 69(8): 5497-5510.

[11] 熊志 . 基于双目立体视觉的大尺寸测量系统的研究 [D]. 秦皇

岛: 燕山大学, 2006.
Xiong Z. Research on large-scale measurement system based on 
binocular stereo vision[D]. Qinhuangdao: Yanshan University, 
2006.

[12] Yang F T, Wu B, Xue T, et al. A cost-effective non-

orthogonal 3D measurement system[J]. Measurement, 2018, 
128: 264-270.

[13] Wu B, Yang F T, Ding W, et al. A novel calibration method 
for non-orthogonal shaft laser theodolite measurement system[J]. 
The Review of Scientific Instruments, 2016, 87(3): 035102.

[14] 丁文 . 非正交轴系坐标测量系统误差分析技术研究 [D]. 天津 : 
天津大学, 2017.
Ding W. Research on error analysis technology of non-

orthogonal shafting coordinate measurement system[D]. Tianjin: 
Tianjin University, 2017.

[15] 吴斌, 张雨, 王占胜, 等 . 非正交轴系激光全站仪坐标测量技

术 [J]. 天津大学学报 (自然科学与工程技术版), 2018, 51(11): 
1188-1194.
Wu B, Zhang Y, Wang Z S, et al. Coordinate measurement 
technology of laser total station with non-orthogonal shafting[J]. 
Journal of Tianjin University (Science and Technology), 2018, 
51(11): 1188-1194.

[16] 马高举 . 非正交轴系激光全站仪视准轴校准与引导技术研究

[D]. 天津: 天津大学, 2020.
Ma G J. Research on collimation axis calibration and guidance 
technology of non-orthogonal shafting laser total station[D]. 
Tianjin: Tianjin University, 2020.

[17] Kang J H, Wu B, Xue T. Articulated laser sensor for three-

dimensional precision measurement[J]. IEEE Access, 2019, 7: 
121255-121264.

[18] 段晓登, 吴斌, 康杰虎 . 激光束空间位姿高精度标定方法 [J]. 
光学学报, 2019, 39(8): 0812002.

表 3　旋转角度计算结果

Table 3　Calculation results of the rotation angles
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键参数包括轴系参数与空间点精确坐标。当这些关键

参数存在误差时，旋转角度计算结果将不可避免地出

现误差。相关参数误差将在今后的工作中作进一步研

究与讨论。此外，二维转台提供的旋转角度参考值也

被引入转台转角误差。厂商官方资料显示，转台转角

误差为±3″，约合±0. 014 mrad，解算的角度误差略高

于转台转角示数误差，转角示数误差产生了相当大的

影响。因此，在现有实验条件下，反向模型解算结果逼

近高精度二维转台的转角示数误差，可认为其具备相

当高的精度，证明了所提方法的可行性。

总体来说，实验结果证明了使用所提反向运动学

线性模型可以计算对应的旋转角度，同时可以保证一

定的精度水平。结合仿真与实验结果，可以验证所提

反向运动学线性模型的可行性。

6　结          论
针对非正交轴系经纬仪反向运动旋转角度计算困

难的问题，提出了相关的反向运动线性模型。基于李

群李代数基本理论，建立了非正交轴系经纬仪正向运

动模型及旋转角度误差传递理论模型。结合被测目标

点与激光视准轴位姿间的约束关系，构建了旋转角度

误差修正值的线性方程，实现了旋转角度的高精度计

算。仿真实验验证了这一线性模型的可行性，真实实

验解算得到的旋转角度平均误差为 0. 019 mrad 与

0. 013 mrad。由于激光点空间坐标误差、内部轴系误

差以及转台示数误差等干扰因素的存在，限制了相关

解算精度。但该方法解决了当前无参考末端的难题，

满足误差分布模拟仿真相关研究的需要。在后期工作

中，将进一步推进非正交轴系经纬仪系统相关精度理

论研究，该反向运动线性模型可提供空间目标点所对

应的旋转角度，便于非正交轴系经纬仪测量空间误差

分布的仿真研究。此外，提升轴系参数与旋转角度的

精度也将是后续研究的重点内容。
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Linear Model of Inverse Kinematics for Non-Orthogonal Shafting Laser 
Theodolite

Sun Zefeng, Kang Jiehu*, Liang Jian, Zhang Zhen, Feng Luyuan, Wu Bin**

State Key Laboratory of Precision Measurement Technology and Instruments, Tianjin University, Tianjin 
300072, China

Abstract 

Objective　 The developing modern economy and manufacturing industry have put forward a higher demand for related 
measuring instruments.  However, the requirements for orthogonality of internal structures increase the difficulty of 
instrument manufacturing, and the production efficiency is reduced.  To break through the limitations in the production and 
manufacturing of large-scale measuring instruments in China, the concept of non-orthogonal shafting measuring 
instruments is proposed.  This kind of instrument does not require the shafting to be perpendicular or intersecting with each 
other, and the non-orthogonal shafting laser theodolite (N-theodolite) is a typical non-orthogonal shafting instrument.  
Much research has explored its measurement performance and related theories.  However, due to the lack of the reference 
end on the laser axis for a single N-theodolite, the inverse kinematics model fails to be established accurately.  The inverse 
kinematics model is necessary for precision theory research, which is convenient for data simulation of error spatial 
distribution.  Besides, the guidance technology based on the inverse model can help improve the automatic measurement 
function of the N-theodolite.  Therefore, to address the difficulty of calculating the rotation angle for the N-theodolite in 
inverse motion without a reference end, the linear model for the inverse motion to achieve fast and high-precision 
calculation of the rotation angle is proposed in this paper.

Method　 In this paper, the basic theory of Lie groups and Lie algebras is introduced to achieve fast and high-precision 
calculation of the rotation angle.  First, based on the theory of Lie groups and Lie algebras, the kinematics model of the N-

theodolite can be constructed.  The coordinate transformation matrix is represented as the product of the exponentials 
formula (POE) with clear physical meanings.  Second, the error model of N-theodolite can be obtained through the 
corresponding differential calculations, and the parts related to the rotation angle error component are preserved.  Then, 
the constraint relationship between the spatial target point and the laser axis pose parameters is constructed, and the linear 
equations for solving the error correction value of the rotation angle can be established.  Besides, the initial values can be 
quickly obtained through trigonometric functions.  Finally, the high-precision rotation angle values are obtained by linear 
addition of the initial estimation values and the error correction values.  The efficient and accurate linear inverse kinematics 
model of N-theodolite is established.

Results and Discussion　 In this paper, the simulation and real experiments are carried out to verify the proposed linear 
inverse kinematics model of the N-theodolite.  The simulation results show that the rotation angle error calculated by the 
proposed method approaches 0 (Table 2 and Fig.  7).  The proposed method is completely proved to be feasible in 
principle, and the inverse rotation angles are calculated with extremely high accuracy.  However, the interference from 
multiple error sources is reflected in the experimental results, and the mean rotation angle error in the actual experimental 
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is less than 0. 02 mrad (Table 3).  The parameters in the proposed linear inverse kinematics model include shafting 
parameters and the coordinates of spatial points, which would inevitably affect the performance of the N-theodolite.  The 
two-dimensional turntable is used to provide reference values for rotation angle, and the official data of the manufacturer 
shows that the angle error of the turntable is ±3″, approximately ±0. 014 mrad.  The calculated angle error by the 
proposed method is slightly higher than the angle error of the turntable.  Therefore, the results of the proposed linear 
inverse kinematics model approximate the angle error output by the high-precision two-dimensional turntable under the 
existing experimental conditions, which can prove the feasibility and accuracy of the method proposed in this paper.

Conclusions　 A linear inverse kinematics model is proposed to address the difficulty in the inverse motion angle 
calculation of N-theodolites.  Based on the basic theory of Lie group and Lie algebra, the forward motion model and 
theoretical rotation angle error transmission model for the N-theodolite are established.  By combining the constraint 
relationship between the measured target point and the spatial laser axis pose parameters, a linear equation for calculating 
the error correction value of the rotation angle is constructed, achieving high-precision calculation of the rotation angle.  
The feasibility of this linear inverse kinematics model has been verified through simulation experiments, and the average 
rotation angle error calculated from real experiments is 0. 019 mrad and 0. 013 mrad.  Due to the influence factors such as 
spatial coordinate errors of laser points, internal shafting errors, and turntable angular errors, the accuracy of related 
calculations is limited, but the current problem of no reference end is solved by the proposed method, and the requirements 
of research related to error distribution are met.  Further research will be carried out on the accuracy theory of N-theodolite 
measuring systems, and improving the accuracy of shafting parameters and rotation angles simultaneously will be a key 
focus.

Key words optical instruments; non-orthogonal shafting; inverse motion; linear model; error propagation
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