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非球形颗粒系粒径分布的机器学习反演算法

徐佳星， 夏珉， 杨克成， 吴逸楠， 李微*

华中科技大学光学与电子信息学院，湖北  武汉  430074

摘要  动态光散射技术在微米与亚微米级颗粒系粒径分析领域中具有广泛应用，但缺乏非球形颗粒系粒径分布（PSD）

的反演模型和算法，限制了其在生物医疗等领域中的应用。基于机器学习方法，设计了基于广义回归神经网络（GRNN）

的 PSD 反演模型和算法，可应用于多角度动态光散射法的粒径分析场景中。以生物医疗领域中的双凹圆饼形和椭球形

血红细胞作为典型的非球形颗粒物模型，通过仿真实验测试了所设计的算法。实验结果表明，与传统的正则化 Tikhonov
算法相比，所设计的反演算法粒径分析准确性更好且耗时更短。对多角度动态光散射法中的散射角度数量进行了仿真

实验。结果表明，仅使用 2 个散射角度处获得的数据依然能实现非球形颗粒系粒径分布的准确反演。
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1　引         言
在颗粒系粒径分布（PSD）测量领域，光散射法具

有测量范围宽、速度快和非接触等优点。其中，动态光

散射（DLS）技术是测量纳米至微米量级颗粒系粒径分

布的重要方法，利用某一角度处颗粒悬浮液的散射光

光强随时间的起伏涨落，实现对颗粒系粒径分布的实

时测量。然而，对于某一颗粒系悬浮液样本通过光强

自相关函数反演颗粒系粒径分布的求解属于病态问

题，特别是对于含噪的光强自相关函数来说，原始数据

微小的扰动都会导致解的严重偏离［1］。

目前通用的粒径反演算法均基于正则化方法［1-2］，

这一方法旨在通过可调参数、解的先验知识或某些平

滑条件来改善数值反演［3-4］，由于强正则化会产生过度

平滑和宽的颗粒系粒径分布估计，而弱正则化通常会

产生振荡的颗粒系粒径分布估计，故该方法的反演难

度将随着分布变窄而进一步增加［5］。研究者们对正则

化算法进行了一系列优化［6-10］，但优化往往只限于球形

颗粒系、单峰分布、不含噪声中某一或某些条件下的讨

论，且仍然要解病态方程。然而，随着动态光散射技术

向多角度发展［11-14］，以迭代为基础的正则化算法运行

效率又难以满足要求。因此，时至今日，正则化反演算

法在面对非球形颗粒系、窄分布颗粒系和多角度散射

光分析等情形时的表现仍显得捉襟见肘。

在化工［15］、环保［16］、材料［17］、消防［18］和医疗［19］等领

域中，颗粒系的粒径分布测量对生产效率、产品性能和

疾病诊断等都有着重要影响，但在这些领域中，并不存

在理想的球形颗粒系，如正常的血红细胞为双凹圆饼

形、微塑料颗粒物则为复杂的多边形和棒状等。光散

射法对颗粒物的测量效果依赖于对其多角度散射光强

定量的数值分析［20-22］，故在对非球形颗粒系的粒径分

布进行反演时需要考虑其形状差异，而基于正则化算

法的粒径反演方法均未涉及非球形颗粒系粒径分布的

反演。

在医疗检测领域中，对血红细胞的检测分析是疾

病诊断的常用方法。红细胞分布宽度（RDW）是反映

红细胞体积异质性的参数，可以表征样本血液中红细

胞大小形状的一致程度。一般用红细胞分布宽度变异

系数（RDW-CV）描述，这一系数的增大常意味着存在

疾病，如糖尿病［23］、高血压［24］、系统性红斑狼疮［25］和类

风湿关节炎［26］等。通过对血红细胞颗粒系粒径分布的

反演，可以计算得到 RDW-CV，这对某些重大疾病的

早期检测与诊断起到可靠的辅助作用。

研究表明，在表达粒径分布等复杂目标函数的能

力方面神经网络具有先天的优势，可以从大量输入数

据中分层描述有效的数据特征，人类借助神经网络找

到了处理“抽象概念”的方法［27-28］。多种多样的神经网

络也被广泛应用于颗粒物识别领域中［29-37］。其中，广

义回归神经网络（GRNN）已被证明对函数逼近有

效［38］，无需先验知道问题模型所涉及的复杂算数关系，

即可广泛应用于各种需要对非线性病态方程进行参数

反演的研究领域中。2009 年，Gugliotta［5］将 GRNN 模
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型应用于多角度动态光散射技术中，但该论文仅给出

了球形颗粒系单峰分布情形的反演结果，且需使用 13
个散射角的测量数据，这给相应的动态光散射测量系

统的设计与搭建带来了挑战。

本文采用了将 GRNN 引入颗粒系粒径分布反演

的思路，设计了基于神经网络和多角度动态光散射法

的颗粒系粒径分布反演算法，实现了对双凹圆饼形和

椭球形等非球形颗粒系粒径分布信息的反演，对比传

统的正则化 Tikhonov 算法不论在反演耗时上还是反

演效果上均有明显优势。

2　理论模型

2. 1　动态光散射技术

对于多种不同粒径组成的多分散颗粒系，其电场

自相关函数［39］可以表示为

g ( )1
θr (τj)= ∑

i= 1

N

exp ( )-Γ 0τj
Di

CI，θr(Di) f (Di)， （1）

式中：g ( )1
θr (τj)为第 j ( j= 1，2，…，M )个采样时间 τj、在

散射角度 θr( r= 1，2，…，R)处的电场自相关函数，共

有 R个探测角度，每个角度有M个相关通道数，即M

个采样时间；Γ 0 = 16πn2KBT
3ηλ2

0
sin2( θr2 )，其中 n为分散

介质折射率，KB 为玻尔兹曼常数，T为样品溶液热力

学温度，η为分散介质黏度系数，λ0 为真空中激光波长；

CI，θr(Di)为各角度散射光强分数，对于球形颗粒系可

使用 Mie 散射理论进行计算，而非球形颗粒系则可使

用反常衍射积分理论进行计算，下标中 I表示散射光

强；f (Di)为颗粒物粒径大小 Di处的体积频度，其中 i
为第 i个采样点，N为 PSD 区间内采样点的个数。

进一步利用 Siegert 关系可获得不同测量角度的

光强自相关函数G ( )2
θr (τj)，即

G ( )2
θr (τj)= G ( )2

∞，θr
é
ë
êêêê1 + β | g ( )1

θr (τj) |
2ù
û
úú， （2）

式中：G ( )2
∞，θr 为光强自相关函数的基线值；β为散射光场

的相干度。

动态光散射法是对颗粒系在 R个散射角度 θr上一

段时间内测量得到的散射光强的涨落进行自相关分析

得到光强自相关函数 G ( )2
θr (τj)，再基于反演算法得到该

颗粒系的粒径分布 f (D )的技术，其中 D为颗粒群中

颗粒物的直径。

2. 2　基于 GRNN网络的反演模型

粒径分布反演模型采用非线性逼近性能良好的

GRNN 模型来构造，通过有监督学习的机器学习方法

来实现。利用多组已知粒径分布 f (D )（其中D为颗粒

群中颗粒物的直径）的多分散颗粒系在若干个散射角

度 θr处的光强自相关函数 G ( )2
θr (τj)构成的大量数据集

训练 GRNN 网络得到反演模型，再将该模型用于由未

知粒径分布的多分散颗粒系测得的光强自相关函数曲

线中来反演该多分散颗粒系的粒径分布。

为了对 GRNN 进行训练，需要使用多个不同粒径

分布的单峰多分散颗粒系设计训练样本。由于正常的

人体血红细胞粒径分布为窄正态分布，而病变状态下

粒径峰值偏移会使其呈现出类似对数正态分布的样

貌，故通过改变对数正态分布描述的粒径分布的中位

数 D̄和标准差 σD 参数即可构造不同粒径分布的多分

散颗粒系，其函数形式为

f (D )= dV
dD = 1

2π ln σD

exp
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê

- 1
2 ( lnD- ln D̄

ln σD ) 2ù

û

ú
úú
ú
ú
ú。
（3）

颗粒系的粒径分布 f (D )采用体积频度分布表达

式，即某一粒径范围内颗粒的体积百分比。实际上，这

一反演模型对 f (D )的函数形式并无限制，只需要根

据待测目标颗粒系的粒径分布函数形式进行相应的训

练即可。

作为构建 GRNN 网络的输入，使用一个非线性表

达式评估在每个散射角度 θr的动态光散射测量中计算

得出的平均直径，即

D̄DLS (θr)=
∑
i= 1

N

CI，θr( )Di f ( )Di

∑
i= 1

N CI，θr( )Di f ( )Di

Di

。 （4）

在实际算法学习过程中，由光强自相关函数导出

电场自相关函数后，使用由 Koppel［40］提出的累积量法

推导出各角度测量数据对应的多分散系颗粒系平均粒

径组合 D̄DLS (θr)作为 GRNN 网络的输入，而输出则为

对应的颗粒系粒径分布。

建立了图 1 所示的基于 GRNN 的反演模型，将每

一组平均粒径组合 D̄DLS (θr)与仿真计算时多分散颗粒

系已知的粒径分布 f (Di)结合，组成大量具有先验信

息的训练样本，再利用机器学习中比较成熟的有监督

学习方案对 GRNN 模型进行训练，即可得到能够预测

动态光散射测量结果 G ( )2
θr (τj)的集合对应的多分散颗

粒系粒径分布 f ̂ (Di)的神经网络模型，上述集合中每

一个元素 f ̂ (Di)表示第 i个粒径值 Di对应的颗粒数量

百分比或者颗粒体积百分比。

不同于传统的正则化反演算法，该思路彻底避免

了解病态方程的问题，避免了噪声带来的微小扰动导

致的解严重偏离的情形，通过针对某一类形状的颗粒

物设计训练集，可以获得更准确的粒径反演结果。

2. 3　反演模型选用的评价指标

GRNN 包括输入层、模式层、求和层和输出层，具

有很强的非线性映射能力和学习速度，其模式层神经

元的传递函数为

Pi = exp
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê - ( )X- X i

T ( )X- X i

2σ 2

ù

û

ú
úú
ú
，   i= 1，2，…，nP，

（5）
式中：X为网络输入变量；X i为第 i个神经元对应的学

习样本；nP 为学习样本个数；σ为平滑因子，是决定网

络泛化性能的主要参数。其中，泛化性能是指神经网

络对未在训练过程中遇到的输入数据可以得到合理输

出的性能。因此，在 GRNN 训练过程中要对平滑因子

σ进行一维寻优，以确定一个合适的平滑因子值，使得

网络既具有良好的预测效果，又不失泛化能力。

为使网络不失泛化能力，当训练不含噪声的样本

时，引入留一法交叉验证的思路，即对于有K个样本的

原始数据，将每个样本单独作为测试集，其余的 K- 1
个样本作为训练集，得到K个模型，将每个模型的评价

指标加起来作为此时平滑因子值的最终性能指标。进

一步地，比较寻优范围内多个平滑因子值的最终性能

指标，逐步得出最优平滑因子值。由于每一模型中几

乎所有的样本都被用于模型训练，故此时模型训练得

到的网络最接近正常训练的结果，评估的结果也相对

可靠。同时，该方案没有随机因素，故全过程可重复。

若样本包含噪声，则可直接使用交叉验证的思路，

即对于有 K个样本的原始数据，将 K个样本分别添加

噪声共同作为训练集，再将每个样本分别添加噪声依

次作为测试集，将每个测试样本的评价指标加起来作

为此时平滑因子值的最终性能指标。这一仿真过程模

拟了实际实验过程中噪声的随机性，因此每次的训练

结果会存在小幅的波动。然而，考虑到计算机的随机

数是伪随机生成的，故该方案依然是一种可重复的

方案。

在保证泛化能力的需求下，为使神经网络具有良

好的预测效果，需要选择一个合适的评价指标来评价

网络的预测效果以选择合适的平滑因子。传统的峰值

相对误差 δ常用来描述反演得到的粒径分布曲线峰值

对应粒径值 Df ̂max( )D 与理论粒径分布曲线峰值对应粒径

值 Dfmax( )D 之间的相对误差，但这一描述显然无法表征

反 演 得 到 的 整 条 粒 径 分 布 曲 线 的 反 演 效 果 。

δ的计算公式为

δ=
|| Dfmax( )D - Df ̂max( )D

Dfmax( )D
。 （6）

现有的反演算法常使用指标 J来评价某一条理论

粒径分布曲线的反演效果［39］，而神经网络训练要求指

标能够综合评价多条且多参数变化的理论粒径分布曲

线的反演效果，故直接使用指标 J是不合适的。J的计

算公式为

J=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê∑
i= 1

N

[ ]f ( )Di - f ̂ ( )Di

2

∑
i= 1

N

[ ]f ( )Di

2

ù

û

ú

ú

ú

úú
ú
ú

ú

ú

ú
1
2

。 （7）

为使多条且多参数变化的理论粒径分布曲线的反

演效果评价指标能够累加以综合评价神经网络算法的

反演效果，采用指标 J的平方形式（J 2）来评价网络对每

一曲线的预测效果。同时，使用式（8）的累加形式（J 2
Σ）

作为后文评价网络对所有参与交叉验证的曲线的预测

效果。J 2 和 J 2
Σ 的计算公式为

J 2 =
∑
i= 1

N

[ ]f ( )Di - f ̂ ( )Di

2

∑
i= 1

N

[ ]f ( )Di

2
， （8）

J 2
Σ = ∑

j= 1

K

J 2
j ， （9）

式（8）和式（9）的指标数值越小，说明反演得到的粒径

分布曲线越接近理论粒径分布曲线，反演效果越好。

采用交叉验证的思路在一定区间内等间隔取 10
个平滑因子值计算评价指标，从而寻找最优的平滑因

子值。所谓的最优平滑因子值即为评价指标曲线的极

小值点对应的平滑因子值，这一过程的流程图如图 2
所示。

以 上 评 价 指 标 与 训 练 方 案 共 同 保 证 了 在 对

GRNN 模型进行有监督学习时的反演效果和得到的

反演模型的泛化性能，使反演模型能够对复杂多分散

图 1　基于 GRNN 的颗粒系粒径分布反演模型示意图

Fig.  1　Schematic diagram of GRNN-based particle size distribution inversion model
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Pi = exp
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê - ( )X- X i

T ( )X- X i

2σ 2

ù

û

ú
úú
ú
，   i= 1，2，…，nP，

（5）
式中：X为网络输入变量；X i为第 i个神经元对应的学

习样本；nP 为学习样本个数；σ为平滑因子，是决定网

络泛化性能的主要参数。其中，泛化性能是指神经网

络对未在训练过程中遇到的输入数据可以得到合理输

出的性能。因此，在 GRNN 训练过程中要对平滑因子

σ进行一维寻优，以确定一个合适的平滑因子值，使得

网络既具有良好的预测效果，又不失泛化能力。

为使网络不失泛化能力，当训练不含噪声的样本

时，引入留一法交叉验证的思路，即对于有K个样本的

原始数据，将每个样本单独作为测试集，其余的 K- 1
个样本作为训练集，得到K个模型，将每个模型的评价

指标加起来作为此时平滑因子值的最终性能指标。进

一步地，比较寻优范围内多个平滑因子值的最终性能

指标，逐步得出最优平滑因子值。由于每一模型中几

乎所有的样本都被用于模型训练，故此时模型训练得

到的网络最接近正常训练的结果，评估的结果也相对

可靠。同时，该方案没有随机因素，故全过程可重复。

若样本包含噪声，则可直接使用交叉验证的思路，

即对于有 K个样本的原始数据，将 K个样本分别添加

噪声共同作为训练集，再将每个样本分别添加噪声依

次作为测试集，将每个测试样本的评价指标加起来作

为此时平滑因子值的最终性能指标。这一仿真过程模

拟了实际实验过程中噪声的随机性，因此每次的训练

结果会存在小幅的波动。然而，考虑到计算机的随机

数是伪随机生成的，故该方案依然是一种可重复的

方案。

在保证泛化能力的需求下，为使神经网络具有良

好的预测效果，需要选择一个合适的评价指标来评价

网络的预测效果以选择合适的平滑因子。传统的峰值

相对误差 δ常用来描述反演得到的粒径分布曲线峰值

对应粒径值 Df ̂max( )D 与理论粒径分布曲线峰值对应粒径

值 Dfmax( )D 之间的相对误差，但这一描述显然无法表征

反 演 得 到 的 整 条 粒 径 分 布 曲 线 的 反 演 效 果 。

δ的计算公式为

δ=
|| Dfmax( )D - Df ̂max( )D

Dfmax( )D
。 （6）

现有的反演算法常使用指标 J来评价某一条理论

粒径分布曲线的反演效果［39］，而神经网络训练要求指

标能够综合评价多条且多参数变化的理论粒径分布曲

线的反演效果，故直接使用指标 J是不合适的。J的计

算公式为

J=
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为使多条且多参数变化的理论粒径分布曲线的反

演效果评价指标能够累加以综合评价神经网络算法的

反演效果，采用指标 J的平方形式（J 2）来评价网络对每

一曲线的预测效果。同时，使用式（8）的累加形式（J 2
Σ）

作为后文评价网络对所有参与交叉验证的曲线的预测

效果。J 2 和 J 2
Σ 的计算公式为

J 2 =
∑
i= 1

N

[ ]f ( )Di - f ̂ ( )Di

2

∑
i= 1

N

[ ]f ( )Di

2
， （8）

J 2
Σ = ∑

j= 1

K

J 2
j ， （9）

式（8）和式（9）的指标数值越小，说明反演得到的粒径

分布曲线越接近理论粒径分布曲线，反演效果越好。

采用交叉验证的思路在一定区间内等间隔取 10
个平滑因子值计算评价指标，从而寻找最优的平滑因

子值。所谓的最优平滑因子值即为评价指标曲线的极

小值点对应的平滑因子值，这一过程的流程图如图 2
所示。

以 上 评 价 指 标 与 训 练 方 案 共 同 保 证 了 在 对

GRNN 模型进行有监督学习时的反演效果和得到的

反演模型的泛化性能，使反演模型能够对复杂多分散

图 1　基于 GRNN 的颗粒系粒径分布反演模型示意图

Fig.  1　Schematic diagram of GRNN-based particle size distribution inversion model
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颗粒系实测动态光散射测量信号进行正确的粒径分布

反演。

3　血红细胞训练集构建与粒径分布
反演仿真实验

3. 1　血红细胞颗粒系的训练数据

在实际的应用场景中，相较于球形颗粒系，非球形

颗粒系往往是更为常见的。提出的神经网络模型在本

章中被应用于椭球形和双凹圆饼形的人体血红细胞颗

粒系粒径分布的反演中。

研究人员曾将反常衍射近似理论用于血红细胞的

研究中［41-42］，这一理论可用来计算小角度光散射空间

强度分布，考虑了散射体的尺寸和折射率，认为散射光

是由穿过散射体与绕过散射体的光干涉形成的。这一

理论的应用条件是：散射体与周围介质的相对折射率

接近 1，且散射体的尺寸参数满足
2πRn
λ0

≫ 1。 （10）

对于正常的人体血红细胞来说，其半径为 3~
5 μm，血红细胞相对于血浆的折射率为 1. 04526，血浆

的折射率可被视为由质量浓度为 92% 的水与质量浓

度为 8% 的血浆蛋白加权平均得到，其平均折射率约

为 1. 340［43］。入射光波长 λ为 632. 8 nm 时满足该理论

的应用条件，故可使用反常衍射近似理论建立血红细

胞的光散射模型进行仿真研究。

反常衍射近似理论得到的空间中 ( x，y，z)处的散

射光强空间分布为
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p= ( )x2 + y 2 + z2
1
2

ε= x
p

γ= y
p

， （11）

式中：I0 为入射光光强；k为入射光波矢大小；S ( ε，γ )为
散射光的振幅函数，其表达式为
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 ，（12）

式中：m 为颗粒物与介质的相对折射率；l ( x，y ) 为
( x，y )位置入射光穿过散射体的距离。

针对椭球形颗粒物，其与入射光垂直的截面椭圆

的长轴为 a、短轴为 b，则散射光强空间分布与散射光

的振幅函数可以表示为
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π
2 [ ]1 - exp ( )-iϕmax sin τ × J0 ( )αv cos τ sin τ cos τdτ

α= k ab = 2πn
λ0

ab

ϕmax = 2kc || m- 1

， （14）

图 2　基于 GRNN 的颗粒系粒径分布反演模型的平滑因子寻优

流程图

Fig.  2　 Flowchart of finding optimal smoothing factor for 
GRNN-based particle size distribution inversion model

式中：τ为散射角度；J0 ( ·)为零阶贝塞尔函数；c为椭球

平行于入射光方向的第三轴长度。

为确定符合对数正态分布的粒径分布曲线的具体

形态，除了粒径中位数，还需要确定其标准差数值。

RDW-CV 的正常参考范围是 10. 0%~16. 0%，此时可

计算得到一组符合对数正态分布、粒径中位数为 4 μm
的血红细胞颗粒群，所对应的标准差为 0. 005~0. 008。
一般来说，标准差越小，颗粒群粒径分布的准确反演越

困难［5］，而此时的标准差比常见的球形颗粒系测试样

本使用的标准差小了 1~2 个数量级［5， 39］。

实际上，不论是式（12）还是式（14），当与入射光垂

直的颗粒物截面非圆时，散射角与 S振幅值不再具有

一一对应的关系，此时仿真获得散射光强分数是很困

难的。因此，后文仅讨论入射光垂直于椭球形或双凹

圆饼形血红细胞圆形截面入射的情况，以便计算各散

射角处的散射光强分数。上述讨论的简化要求血红细

胞以同一方向或 180°反向分布于血浆中，这意味着仿

真计算得到的散射光强分数相较真实情况不够准确，

若需进一步贴近于真实的散射光强分数，则需要相关

数学近似理论的推动。

3. 2　双凹圆饼形颗粒系粒径分布反演仿真实验

对于双凹圆饼形血红细胞颗粒系粒径分布的反

演，其数学表达式为

1
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= z2， （15）

式中：C 0 = 0. 81 μm；C 2 = 7. 83 μm；C 4 = -4. 39 μm；

R bd 为双凹圆饼形血红细胞圆形截面的半径。当取

R bd = 4 μm 时，仿真模拟的双凹圆饼形血红细胞图像

如图 3 所示。

由于 Mie 散射只能计算球形颗粒物的散射光强，

故只能比较球形颗粒物条件下 Mie 散射与反常衍射积

分仿真散射光强结果来判断反常衍射积分适用的散射

光角度范围。

采用血红细胞的相关参数，比较半径分别为 3、4、
5 μm 的球形颗粒系使用 Mie 散射与反常衍射积分算

法仿真散射光强的结果。如果将反常衍射积分相对

Mie 散射仿真散射光强结果的容许误差设为小于

25%，则三种情况下可用的角度范围为 0°~13°、0°~
13°、0°~10°。

同时，考虑到光强自相关函数曲线走平的延迟时

间，经测试若需使用的角度为 10°，则要求延迟时间长

达 4~5 s，故在后面的反演过程中不使用该角度。同

时，由于 0°散射角存在明显的透射光干扰，故在后面的

反演过程仅考虑 1°~9°角度范围。

因此，在仿真条件下，选取血红细胞半径反演区间

为 2900~5200 nm，反演精度步长为 25 nm。粒径中位

数区间为 3000~5000 nm，精度步长同样为 25 nm，标

准 差 σD 的 区 间 为 0. 005~0. 008，标 准 差 步 长 为

0. 0005，共得到 567 组样本。每一样本均在 1°~9°角度

范围内选取一个或多个散射角度，累积量法拟合截取

幂级数最高次项至 16 次。由于在实际应用时，各样本

每次测量时会面对不同的随机噪声，且显然无法在训

练时获知与实际完全相同的噪声，故在仿真与测试样

本上随机添加不同的噪声水平为 0. 1%、期望为 0、标
准差为 1 的高斯噪声。

考虑到神经网络的训练方式，使用多组添加不同

噪声的训练矩阵共同训练神经网络以平滑随机噪声对

光强自相关函数曲线的剧烈影响。分别使用 1、2、5、
10、20 组含不同噪声的训练矩阵，各测试 3 次取均值，

得到其反演效果评价指标 J 2
Σ 的均值如表 1 所示。

由表 1 可知，无论是使用少至 2 组还是多至 20 组

含不同噪声的训练矩阵共同训练神经网络，评价指标

数值都有所减小，表明取得了更优的反演结果，且共同

训练神经网络的训练矩阵越多，优化的效果越好，但考

虑网络训练的时间成本，过大的训练组数并不实用。

实际使用时，选择 20 组训练矩阵共同训练神经网络，

将以上优化方式称为训练矩阵扩充优化。

由于使用过多角度进行散射光强数据获取的系统

设计是困难且繁杂的，因此进一步尝试将选取的角度

个数由 9 逐渐减少至 1，同样各测试 3 次取均值，得到

其反演效果评价指标 J 2
Σ 的均值如表 2 所示。

由表 2 可知，评价指标数值随着角度个数的减少

而增大，当由 2 个角度减少至 1 个角度时，评价指标数

图 3　仿真模拟的双凹圆饼形血红细胞

Fig.  3　Simulation of biconcave-disk red blood cell

表 1　不同训练矩阵数训练得到的神经网络对双凹圆饼形血红

细胞颗粒系的反演效果评价指标均值

Table 1　Mean values of evaluation indexes of inversion effect 
for neural networks trained with different numbers of training 

matrices on biconcave-disk red blood cell particle system
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式中：τ为散射角度；J0 ( ·)为零阶贝塞尔函数；c为椭球

平行于入射光方向的第三轴长度。

为确定符合对数正态分布的粒径分布曲线的具体

形态，除了粒径中位数，还需要确定其标准差数值。

RDW-CV 的正常参考范围是 10. 0%~16. 0%，此时可

计算得到一组符合对数正态分布、粒径中位数为 4 μm
的血红细胞颗粒群，所对应的标准差为 0. 005~0. 008。
一般来说，标准差越小，颗粒群粒径分布的准确反演越

困难［5］，而此时的标准差比常见的球形颗粒系测试样

本使用的标准差小了 1~2 个数量级［5， 39］。

实际上，不论是式（12）还是式（14），当与入射光垂

直的颗粒物截面非圆时，散射角与 S振幅值不再具有

一一对应的关系，此时仿真获得散射光强分数是很困

难的。因此，后文仅讨论入射光垂直于椭球形或双凹

圆饼形血红细胞圆形截面入射的情况，以便计算各散

射角处的散射光强分数。上述讨论的简化要求血红细

胞以同一方向或 180°反向分布于血浆中，这意味着仿

真计算得到的散射光强分数相较真实情况不够准确，

若需进一步贴近于真实的散射光强分数，则需要相关

数学近似理论的推动。

3. 2　双凹圆饼形颗粒系粒径分布反演仿真实验

对于双凹圆饼形血红细胞颗粒系粒径分布的反

演，其数学表达式为
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式中：C 0 = 0. 81 μm；C 2 = 7. 83 μm；C 4 = -4. 39 μm；

R bd 为双凹圆饼形血红细胞圆形截面的半径。当取

R bd = 4 μm 时，仿真模拟的双凹圆饼形血红细胞图像

如图 3 所示。

由于 Mie 散射只能计算球形颗粒物的散射光强，

故只能比较球形颗粒物条件下 Mie 散射与反常衍射积

分仿真散射光强结果来判断反常衍射积分适用的散射

光角度范围。

采用血红细胞的相关参数，比较半径分别为 3、4、
5 μm 的球形颗粒系使用 Mie 散射与反常衍射积分算

法仿真散射光强的结果。如果将反常衍射积分相对

Mie 散射仿真散射光强结果的容许误差设为小于

25%，则三种情况下可用的角度范围为 0°~13°、0°~
13°、0°~10°。

同时，考虑到光强自相关函数曲线走平的延迟时

间，经测试若需使用的角度为 10°，则要求延迟时间长

达 4~5 s，故在后面的反演过程中不使用该角度。同

时，由于 0°散射角存在明显的透射光干扰，故在后面的

反演过程仅考虑 1°~9°角度范围。

因此，在仿真条件下，选取血红细胞半径反演区间

为 2900~5200 nm，反演精度步长为 25 nm。粒径中位

数区间为 3000~5000 nm，精度步长同样为 25 nm，标

准 差 σD 的 区 间 为 0. 005~0. 008，标 准 差 步 长 为

0. 0005，共得到 567 组样本。每一样本均在 1°~9°角度

范围内选取一个或多个散射角度，累积量法拟合截取

幂级数最高次项至 16 次。由于在实际应用时，各样本

每次测量时会面对不同的随机噪声，且显然无法在训

练时获知与实际完全相同的噪声，故在仿真与测试样

本上随机添加不同的噪声水平为 0. 1%、期望为 0、标
准差为 1 的高斯噪声。

考虑到神经网络的训练方式，使用多组添加不同

噪声的训练矩阵共同训练神经网络以平滑随机噪声对

光强自相关函数曲线的剧烈影响。分别使用 1、2、5、
10、20 组含不同噪声的训练矩阵，各测试 3 次取均值，

得到其反演效果评价指标 J 2
Σ 的均值如表 1 所示。

由表 1 可知，无论是使用少至 2 组还是多至 20 组

含不同噪声的训练矩阵共同训练神经网络，评价指标

数值都有所减小，表明取得了更优的反演结果，且共同

训练神经网络的训练矩阵越多，优化的效果越好，但考

虑网络训练的时间成本，过大的训练组数并不实用。

实际使用时，选择 20 组训练矩阵共同训练神经网络，

将以上优化方式称为训练矩阵扩充优化。

由于使用过多角度进行散射光强数据获取的系统

设计是困难且繁杂的，因此进一步尝试将选取的角度

个数由 9 逐渐减少至 1，同样各测试 3 次取均值，得到

其反演效果评价指标 J 2
Σ 的均值如表 2 所示。

由表 2 可知，评价指标数值随着角度个数的减少

而增大，当由 2 个角度减少至 1 个角度时，评价指标数

图 3　仿真模拟的双凹圆饼形血红细胞

Fig.  3　Simulation of biconcave-disk red blood cell

表 1　不同训练矩阵数训练得到的神经网络对双凹圆饼形血红

细胞颗粒系的反演效果评价指标均值

Table 1　Mean values of evaluation indexes of inversion effect 
for neural networks trained with different numbers of training 

matrices on biconcave-disk red blood cell particle system
Number of 

training matrices
Mean value of J 2

Σ

1

2. 2183

2

1. 7541

5

1. 2656

10

1. 0291

20

1. 0027
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值急剧增大。其中，使用 2 个角度的典型反演效果如

图 4 所示。

此时，567 组样本 J 2 值的和（J 2
Σ）为 5. 8308。图 4

（a）为最优平滑因子对应组中各样本评价指标最优的

一组，其 J 2 值为 9. 0606 × 10-24，粒径峰值相对误差为

0，图中反演粒径分布曲线与理论粒径分布曲线几乎重

合。图 4（b）为最优平滑因子对应组中各样本评价指

标最差的一组，其 J 2 值为 0. 1000，粒径峰值相对误差

为 0。由图 4 可知，不论是最优反演结果还是最差反演

结果，反演粒径分布曲线都与理论粒径分布几乎一致。

因此，在此条件下，神经网络算法至少需要有 2 个

角度才能保证较好的反演能力，只有 1 个角度时将严

重丧失反演能力。

对于传统的正则化 Tikhonov 算法，以粒径分布中

位数为 4000 nm、标准差为 0. 0065、单角度为 θr=5°且
含噪条件下的光强自相关函数曲线进行反演，典型的

双凹圆饼形血红细胞颗粒系粒径分布反演图像如图 5
所示，此时 J 2=0. 7941，粒径峰值相对误差为 0. 63%。

由图 5 可知，Tikhonov 算法不具有在含噪条件下

反演双凹圆饼形血红细胞颗粒系粒径分布曲线的

能力。

在运算耗时方面，按 2 个角度进行测试，进行 5670

表 2　不同散射角度个数训练得到的神经网络对双凹圆饼形血

红细胞颗粒系的反演效果评价指标均值

Table 2　Mean values of evaluation indexes of inversion effect 
for neural networks trained with different numbers of scattering 

angles on biconcave-disk red blood cell particle system
Number of 

scattering angles
Mean value of J 2

Σ

9

1. 0027

5

1. 6128

3

4. 1401

2

5. 9012

1

116. 8775

图 4　双凹圆饼形血红细胞颗粒系的神经网络反演结果与理论粒径分布对比。（a） GRNN 反演颗粒粒径分布的最优效果；

（b） GRNN 反演颗粒粒径分布的最差效果

Fig.  4　Comparison of neural network inversion result and theoretical particle size distribution of biconcave-disk red blood cell particle 
system.  (a) Optimal result of particle size distribution inversed by GRNN; (b) worst result of particle size distribution inversed by GRNN

图 5　双凹圆饼形血红细胞颗粒系的正则化反演结果与理论粒径分布对比

Fig.  5　 Comparison of regularized inversion result and theoretical particle size distribution of biconcave-disk red blood cell particle 
system

次网络构建的用时约为 337. 99 s，因此每次网络构建

仅用时约 0. 06 s。然而，对于传统的正则化 Tikhonov
算法单次反演用时基本稳定在约 32. 41 s。因此，若将

相关训练参数写成数据表文件预存储或使网络在生产

线使用前先完成相关训练，即可省去训练与测试数据

集构建时间，每次反演用时为 0. 06 s，远快于正则化

算法。

综合上述，在双凹圆饼形颗粒系的反演情形下，与

Tikhonov 算法相比，基于 GRNN 的反演算法不论在反

演耗时上还是反演效果上均有着明显优势。

3. 3　椭球形颗粒系的粒径分布反演仿真实验

对于椭球形血红细胞颗粒系粒径分布的反演，其

数学表达式为

x2

a2 + y 2

a2 + z2

b2 = 1， （16）

当取 a= 4 μm、b= 1 μm 时，仿真模拟的椭球形血红细

胞图像如图 6 所示。

由于反常衍射积分的两种表达式均能计算椭球形

颗粒物，因此可以比较椭球形颗粒物条件下反常衍射

积分中针对椭球形颗粒物与不限颗粒物形态的表达式

仿真的散射光强结果来判断此时不限颗粒物形态的表

达式适用的角度范围。

采用血红细胞的相关参数，比较半径分别为 3、4、
5 μm 的椭球形颗粒系使用式（12）和式（14）的两类反

常衍射积分算法仿真散射光强的结果。若将不限颗粒

物形态相对针对椭球形颗粒物的反常衍射积分仿真散

射光强结果的容许误差设为小于 25%，则得到的可用

角度范围为 0°~13°、0°~11°、0°~9°。
类似地，由于受到光强自相关函数曲线走平的延

迟时间和 0°散射角存在明显的透射光干扰的影响，故

在后面的反演过程仅考虑 1°~9°角度范围。

各参数的设置与双凹圆饼形情况一致，同样使用

训练矩阵扩充优化方法得到其反演效果评价指标 J 2
Σ

的均值，如表 3 所示。得到的结论也与双凹圆饼形情

况一致。后文中仍选择 20 组训练矩阵共同训练神经

网络。

尝试将选取的角度个数由 9 个逐渐减少至 1 个，得

到其反演效果评价指标 J 2
Σ 的均值如表 4 所示。其中，

使用 2 个角度的典型反演效果如图 7 所示。

此 时 ，567 组 样 本 J 2 值 的 和（J 2
Σ）为 5. 9465。

图 7（a）为最优平滑因子对应组中各样本评价指标最

优的一组，其 J 2 值为 1. 1588 × 10-33，粒径峰值相对误

图 7　椭球形血红细胞颗粒系的神经网络反演结果与理论粒径分布对比。（a） GRNN 反演颗粒粒径分布的最优效果；（b） GRNN
反演颗粒粒径分布的最差效果

Fig.  7　 Comparison of neural network inversion result and theoretical particle size distribution of ellipsoidal red blood cell particle 
system.  (a) Optimal result of particle size distribution inversed by GRNN; (b) worst result of particle size distribution inversed by GRNN

表 3　不同训练矩阵数训练得到的神经网络对椭球形血红细胞

颗粒系的反演效果评价指标均值

Table 3　Mean values of evaluation indexes of inversion effect 
for neural networks trained with different numbers of training 

matrices on ellipsoidal red blood cell particle system

图 6　仿真模拟的椭球形血红细胞

Fig.  6　Simulation of ellipsoidal blood red cell
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次网络构建的用时约为 337. 99 s，因此每次网络构建

仅用时约 0. 06 s。然而，对于传统的正则化 Tikhonov
算法单次反演用时基本稳定在约 32. 41 s。因此，若将

相关训练参数写成数据表文件预存储或使网络在生产

线使用前先完成相关训练，即可省去训练与测试数据

集构建时间，每次反演用时为 0. 06 s，远快于正则化

算法。

综合上述，在双凹圆饼形颗粒系的反演情形下，与

Tikhonov 算法相比，基于 GRNN 的反演算法不论在反

演耗时上还是反演效果上均有着明显优势。

3. 3　椭球形颗粒系的粒径分布反演仿真实验

对于椭球形血红细胞颗粒系粒径分布的反演，其

数学表达式为

x2

a2 + y 2

a2 + z2

b2 = 1， （16）

当取 a= 4 μm、b= 1 μm 时，仿真模拟的椭球形血红细

胞图像如图 6 所示。

由于反常衍射积分的两种表达式均能计算椭球形

颗粒物，因此可以比较椭球形颗粒物条件下反常衍射

积分中针对椭球形颗粒物与不限颗粒物形态的表达式

仿真的散射光强结果来判断此时不限颗粒物形态的表

达式适用的角度范围。

采用血红细胞的相关参数，比较半径分别为 3、4、
5 μm 的椭球形颗粒系使用式（12）和式（14）的两类反

常衍射积分算法仿真散射光强的结果。若将不限颗粒

物形态相对针对椭球形颗粒物的反常衍射积分仿真散

射光强结果的容许误差设为小于 25%，则得到的可用

角度范围为 0°~13°、0°~11°、0°~9°。
类似地，由于受到光强自相关函数曲线走平的延

迟时间和 0°散射角存在明显的透射光干扰的影响，故

在后面的反演过程仅考虑 1°~9°角度范围。

各参数的设置与双凹圆饼形情况一致，同样使用

训练矩阵扩充优化方法得到其反演效果评价指标 J 2
Σ

的均值，如表 3 所示。得到的结论也与双凹圆饼形情

况一致。后文中仍选择 20 组训练矩阵共同训练神经

网络。

尝试将选取的角度个数由 9 个逐渐减少至 1 个，得

到其反演效果评价指标 J 2
Σ 的均值如表 4 所示。其中，

使用 2 个角度的典型反演效果如图 7 所示。

此 时 ，567 组 样 本 J 2 值 的 和（J 2
Σ）为 5. 9465。

图 7（a）为最优平滑因子对应组中各样本评价指标最

优的一组，其 J 2 值为 1. 1588 × 10-33，粒径峰值相对误

图 7　椭球形血红细胞颗粒系的神经网络反演结果与理论粒径分布对比。（a） GRNN 反演颗粒粒径分布的最优效果；（b） GRNN
反演颗粒粒径分布的最差效果

Fig.  7　 Comparison of neural network inversion result and theoretical particle size distribution of ellipsoidal red blood cell particle 
system.  (a) Optimal result of particle size distribution inversed by GRNN; (b) worst result of particle size distribution inversed by GRNN

表 3　不同训练矩阵数训练得到的神经网络对椭球形血红细胞

颗粒系的反演效果评价指标均值

Table 3　Mean values of evaluation indexes of inversion effect 
for neural networks trained with different numbers of training 

matrices on ellipsoidal red blood cell particle system
Number of 

training matrices
Mean value of J 2

Σ

1

1. 5880

2

1. 1942

5

0. 7800

10

0. 7091

20

0. 6568

图 6　仿真模拟的椭球形血红细胞

Fig.  6　Simulation of ellipsoidal blood red cell
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差为 0，图中反演粒径分布曲线与理论粒径分布曲线

几乎重合。图 7（b）为最优平滑因子对应组中各样本

评价指标最差的一组，其 J 2 值为 0. 0893，粒径峰值相

对误差为 0。由图 7 可知，不论是最优反演结果还是最

差反演结果，反演粒径分布曲线都与理论粒径分布曲

线几乎一致。

与双凹圆饼形情况一致，在此条件下，神经网络算

法至少需要有 2 个角度才能保证较好的反演能力，如

果只有 1 个角度将严重丧失反演能力。

对于传统的正则化 Tikhonov 算法，以粒径分布中

位数为 4000 nm、标准差为 0. 0065、单角度 θr=5°且含

噪条件下的光强自相关函数曲线进行反演，典型椭球

形血红细胞颗粒系粒径分布反演图像如图 8 所示。此

时，J 2=0. 9336，粒径峰值相对误差为 5%。

由图 8 可知，Tikhonov 算法不具有在含噪条件下

反演椭球形血红细胞颗粒系粒径分布曲线的能力。

在运算耗时方面，按 2 个角度进行测试，进行 5670
次网络构建的用时约为 338. 61 s，故每次网络构建仅

用时约 0. 06 s。对比传统的正则化 Tikhonov 算法单

次反演用时约 74. 53 s 可知，在椭球形颗粒系的反演情

形下，与 Tikhonov 算法相比，基于 GRNN 的反演算法

不论在反演耗时上还是反演效果上均有着明显优势。

4　结         论
给出了一种基于神经网络的颗粒系粒径分布反演

方法，明确了网络训练过程中选用的评价指标 J 2，使用

神经网络反演双凹圆饼形和椭球形等非球形颗粒系的

粒径分布曲线，并提出了在网络训练过程中采用训练

矩阵扩充优化的优化方式。所提网络使用少至 2 个散

射角度的数据，与传统的正则化 Tikhonov 算法相比，

依然可以在反演耗时与反演效果上有着明显的优势。

在对双凹圆饼形和椭球形模型的非球形颗粒系的粒径

分布曲线反演过程中使用 20 组训练矩阵共同训练神

经网络，可以使评价指标 J 2
Σ 均值分别小至 1. 0027 和

0. 6568，说明所提神经网络模型适用于双凹圆饼形和

椭球形模型。只要待测目标颗粒系中的颗粒物形状能

够明确表达，如可获得颗粒物形状的数学表达式，即可

推广到其他多种非球形颗粒系的情况中。

实际上，若要在反演得到血红细胞颗粒系粒径分

布后进一步计算 RDW-CV，则要求反演得到的粒径分

布曲线在各粒径处都尽可能接近于实际的粒径分布曲

线，而采用的评价指标 J 2 恰恰可以综合地表征两粒径

分布曲线各粒径处的差异程度。因此，适当缩小粒径

反演精度步长，将所提模型应用于临床血红细胞粒径

分布的快速检测中，实现对某些重大疾病的早期检测

与诊断是可以期待的。
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Machine Learning-Based Inversion Algorithm for Particle Size Distribution 
of Non-Spherical Particle System

Xu Jiaxing, Xia Min, Yang Kecheng, Wu Yinan, Li Wei*

School of Optical and Electronic Information, Huazhong University of Science and Technology, Wuhan 430074, 
Hubei, China

Abstract 

Objective　 In the measurement of particle size distribution, light scattering methods have the advantages of a wide 
measurement range, high speed, and non-contact measurement.  Among them, the dynamic light scattering technique is an 
important method to measure the size distribution of nanometer to micron particles.

In medical testing, the analysis of red blood cells is a common method for disease diagnosis.  The variation coefficient 
of the red cell volume distribution width (RDW) is generally used to characterize the uniformity in size and shape of red 
blood cells in blood samples, whose increment often indicates diseases.  The variation coefficient of RDW can be calculated 
by inversion of the particle size distribution of blood cells, which can provide reliable support in the early detection and 
diagnosis of some major diseases.

Current particle size inversion algorithms are mostly based on the regularization method, but the traditional 
regularization algorithm lacks the inversion model and algorithm for the particle size distribution of non-spherical particle 
systems.  Moreover, its performance on narrowly distributed particle systems and the multi-angle scattered light analysis 
are not satisfying, which limits its application in biomedical fields.

Therefore, the corresponding model and algorithm for particle size distribution analysis based on machine learning are 
developed in this study, and the simulation results are provided.

Methods　 It has been shown that neural networks have advantages in expressing complex objective functions such as 
particle size distribution, which can hierarchically describe effective data characteristics from a large amount of input data.  
Of the neural networks, generalized regression neural networks have been proven to be effective for function 
approximation.  Thus, it can be widely used in various research fields requiring parameter inversion of nonlinear 
pathological equations without a priori knowledge of the complex arithmetic relations involved in the problem model.

In this paper, the idea of introducing generalized regression neural networks into the inversion of particle size 
distribution is adopted.  A generalized regression neural network based on the inversion model and algorithm for the particle 
size distribution of particle systems is designed, which can be applied to the particle size analysis by the multi-angle 
dynamic light scattering method.  The proposed algorithm is tested by simulations using biconcave-disk and ellipsoidal red 
blood cells as typical non-spherical particle models in the biomedical field.

Results and Discussions　The evaluation indexes selected in the training process of the inversion model are clarified, and 
the particle size distributions of non-spherical particle systems such as biconcave-disk red blood cells (Fig.  4) and 
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ellipsoidal red blood cells (Fig.  7) are retrieved by the neural network.  The optimization method for the training matrix 
expansion is proposed in the training process of the network (Table 1 and Table 3).  During the inversion of the particle size 
distribution curves of biconcave-disk and ellipsoidal models, the use of 20 sets of training matrices to jointly train the neural 
network can result in evaluation indexes with mean values as small as 1. 0027 and 0. 6568, respectively.

The network (Table 2 and Table 4) is tested, and the result reveals that it has a significant advantage over the 
conventional regularized Tikhonov algorithm (Fig.  5 and Fig.  8) using at least two scattering angles.  The use of only two 
scattering angles means that it is easier to build and debug a multi-angle dynamic light scattering measurement system for 
practical applications, which can reduce the systematic errors introduced by the consistency of concerned devices.

Conclusions　 The experimental results show that compared with the conventional regularized Tikhonov algorithm, the 
inversion algorithm designed in this paper is more accurate and less time-consuming, and the neural network model can be 
well adapted to biconcave-disk and ellipsoidal models.  The number of scattering angles in the multi-angle dynamic light 
scattering method is also considered, and the results show that the accurate inversion of the particle size distribution of non-

spherical particle systems can still be achieved with data obtained at only two scattering angles.  As long as the shape of the 
particles in the particle system to be measured can be clearly expressed, such as a mathematical expression for the particle 
shape, the network model can be extended to many other cases of non-spherical particle systems.

As an example of analyzing a non-spherical particle system, if the RDW-CV is to be further calculated after the 
inversion of the particle size distribution of the red blood cells, it is required that the particle size distribution curve obtained 
from the inversion is as close as possible to the actual particle size distribution curve at each particle size.  The evaluation 
indexes used in this study can precisely characterize the difference between the two particle size distribution curves.  
Hence, it is expected that if the accuracy step of particle size inversion is appropriately reduced, it can be applied to rapid 
clinical detection of the particle size distribution of red blood cells for early detection and diagnosis of some major diseases.

Key words scattering; multi-angle dynamic light scattering; particle size distribution; generalized regression neural 
network; non-spherical particle analysis
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