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自由曲面光束调控Monge-Ampère方法研究进展
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摘要  自由曲面具有灵活的面形结构，用于光束调控可获得高性能、轻小型的系统，可创造新的结构形式和实现新的光

束调控功能。自由曲面光束调控是一个根据输入和目标反求光学自由曲面的逆问题。Monge-Ampère（MA）方法基于理

想光源近似，将自由曲面光束调控逆问题转化成一个带有非线性边界条件的 MA 方程。MA 方法无需预先给定光线落点

位置，而是通过控制曲面的高斯曲率分布来实现对光传输的高效灵活调控，被认为是当前最有效的可自动满足曲面连续

性可积条件的自由曲面设计方法。对 MA 方法的研究进展进行了概述，详细介绍了自由曲面光束强度调控模型，以及自

由曲面光束强度和波前同时调控模型的构建过程与求解方法，并通过三个设计实例充分展示了各类光束调控模型的有

效性和 MA 方法的优势。
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1　引         言
光学自由曲面是一类不具备旋转对称性或平移对

称性的光学曲面［1］，其灵活的面形结构为设计者提供

了更多的设计自由度，可得到结构紧凑、轻巧的高性能

光学系统。自由曲面光束调控在非成像光学领域具有

很大的应用价值和广泛的应用前景，如道路照明［2-4］、

车灯照明［5-6］、显微照明［7-8］和激光光束整形［9-13］等。

自由曲面光束调控本质是一个逆问题，其难点和

关键在于如何根据光源的发光特性和预定的出射光束

分布特性反求自由曲面。根据所调控光束的光学扩展

量大小不同，自由曲面光束调控可分为零扩展度光束

调控和非零扩展度光束调控［14］。零扩展度光束调控假

定光束的光学扩展量为零，曲面上每一个点只有一条

光线经过。扩展光源可视为由无数个理想光源构成，

在非零扩展度光束调控中，曲面上每一点有无数条光

线经过。零扩展度光束调控是非零扩展度光束调控的

基础（如面向扩展光源光束调控的优化设计法［15-29］和

反馈优化设计法［30-42］），当光源发光面尺寸较小（满足

五倍法则［43］）或光束发散角较小，光束光学扩展量对光

束调控所产生的影响可以忽略不计时，采用零扩展度

光束调控不仅可以极大简化设计过程，还可以获得较

好的光束调控效果。因此，当前大部分自由曲面光束

调控的研究工作集中于零扩展度光束调控。

自由曲面零扩展度光束调控方法主要包括光线映

射法［10， 44-65］、Monge-Ampère（MA）方法［66-81］和支持二次

曲面法（SQM）［82-89］三大类。光线映射法将自由曲面设

计分为两个过程：1）根据能量守恒和预定的能量分配

方式建立入射光线传播方向和目标面上光线落点位置

之间的映射关系，该映射关系在入射光方向和出射光

方向之间建立了一一对应关系；2）根据该映射关系并

利用 Snell 定律构建自由曲面来满足这一映射关系。

光线映射法的关键在于找到一个满足曲面连续性可积

条件的映射关系［90］。然而，在根据能量最优分配求解

映射关系时难以将曲面对光线的偏折考虑在内，这导

致所得到的最佳映射关系通常无法满足曲面连续性可

积条件，极容易造成实际出射光束分布和目标出射光

束分布之间存在较大的偏差。采用 SQM 进行自由曲

面光束调控，设计的第一步为将目标照明离散化，将一

个连续照明问题变成一个离散照明问题。然后，利用

二次曲面的光学性质使光源空间不同子区域发出的光

束经过与之相对应的二次曲面偏折后聚焦至目标照明

面上的特定位置处。该方法可以实现很复杂的照明分

布，但其需要数万个二次曲面才能构建出光滑连续的

自由曲面。此外，在设计包含多个自由曲面的光束调

控元件时，该方法的有效性仍有待进一步探索。MA
方法根据 Snell定律和局部能量守恒定律，将自由曲面

光束调控问题转换成一个带有非线性边界条件的椭圆

型 MA 方程。MA 方法自动满足曲面连续性可积条

件，可获得连续易加工的自由曲面。同时，MA 方法无
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需预先指定光线落点位置，通过控制曲面的高斯曲率

分布便可实现对光束传输的高效灵活调控。因此，

MA 方法被认为是当前最先进的满足可积分条件的自

由曲面设计方法［38］。基于此，本文主要介绍 MA 方法

的研究进展。

1972 年，Schruben 等［66］将一个实现特定辐射照度

分布的反射器设计转化成一个椭圆型 MA 方程，但当

时并未对该 MA 方程进行求解。2002 年，Ries 等［67］根

据能量守恒定律，以及入射波前曲率、光学曲面曲率和

出射波前曲率三者之间的关系，将一个实现特定辐射

照度分布的自由曲面透镜设计转化成一个椭圆型 MA
方程，用一个连续的自由曲面透镜实现了一个带“oec”
字样的复杂方形照明，充分展示了自由曲面在光束调

控中的优越性和 MA 方法的优势。然而，Ries 并未公

布求解 MA 方程的具体方法，这使得其他研究人员只

能另寻他路以探索新的方法来解决自由曲面光束调控

问题，导致 MA 方法在之后的十余年中没有任何公开

的研究进展报道。2013 年，Wu 等［68］从 Snell 定律和局

部能量守恒定律出发，基于理想光源近似，将自由曲面

光束强度调控这一逆问题转化成一个带有非线性边界

条件的椭圆型 MA 方程，并首次公开了 MA 方程的详

细数值求解过程，这对推动自由曲面光束强度调控的

发展有着积极作用。在此基础上，Wu 等围绕该自由

曲面光束调控方法开展了系统的深入研究工作。针对

单个折射自由曲面在实现大角度偏折时容易产生全反

射导致 MA 方法失效的问题，Wu 等［75］进一步建立了

多自由曲面光束调控的数学模型，可实现对大数值孔

径入射光束的高效灵活调控。针对垂轴光路布局（光

轴与观测面垂直）对自由曲面光束调控应用范围存在

极大制约这一问题，Wu 等［77， 79］将观测平面的三维空间

位姿纳入光束调控，建立了非垂轴观测平面上自由曲

面光束强度调控的数学模型，摆脱了垂轴光路布局对

光束调控的制约，在实现对光束传输高效灵活调控的

同时获得了更加灵活的系统光路布局。光学自由曲面

除了用于单独调控光束强度分布外，还可以同时调控

光束强度和波前分布。在自由曲面光束强度调控的基

础上，Yang 等［78］进一步将等光程约束纳入光束调控，

构建了自由曲面光束强度和波前调控的数学模型，通

过对两个自由曲面的协同设计可同时实现对光束强度

和波前的高效灵活调控。上述一系列工作充分体现了

MA 方法在自由曲面光束调控中的优越性。本文主要

基于 Wu 等的研究工作，详细介绍 MA 方法的发展历

程，并结合一些典型设计来展示 MA 方法的特性。

2　自由曲面光束调控模型构建

MA 方法的关键和难点在于如何根据 Snell 定律

和能量守恒定律建立表征入射细光束能量守恒和分配

的 MA 方程。本章将基于理想光源（点光源和平行光）

近似，分别介绍自由曲面光束强度调控模型，以及双自

由曲面光束强度和波前调控模型的构建过程。

2. 1　自由曲面光束强度调控

2. 1. 1　基 于 点 光 源 近 似 的 自 由 曲 面 光 束 强 度 调 控

模型构建

当光源的尺寸对光束调控的影响可以忽略时，光

源可以视为点光源。图 1 给出了三维空间中任意倾斜

观测平面上自由曲面光束强度调控示意图［79］。假定透

镜入射面和出射面均为自由曲面，光源 S位于全局直

角坐标系 xyz的原点，系统光轴与 z轴重合，透镜的入

射面和出射面与 z轴的交点分别为 B1 和 B2，目标观测

面与 z轴的交点为 B3。假定目标面为三维空间中的任

意平面，以 B3 为原点建立局部直角坐标系 x′y′z′，其
中 x′y′平面与目标照明面重合，z′轴与 z轴的夹角为

β，z′轴在 xy面上的投影与 x轴的夹角为 α，不同的 α和
β的组合对应于三维空间中的任意目标平面。由光源

S出射的光线先后交入射面和出射面于 P点和 Q点，

经自由曲透镜偏折后出射光线与目标面相交于点 T。

令光源 S和 P点之间的距离为 r1，P点和 Q点之间

的距离为 r2。显然，P点的位置向量可以表示为 P=r1·

I1，其中 I1为入射光线的单位方向向量。由此可得，入

射面上在 P点处的单位法矢为 N1=（Pθ×Pφ）/|Pθ×
Pφ|，其中 Pθ和 Pφ分别为位置向量 P关于 θ和 φ的一阶

偏导数，θ和 φ分别为光线在球坐标系下的方位角和极

角，如图 1 所示。进一步，由 Snell 定律可求得入射面

上 P点的出射光线方向向量O1。令 I2为出射面的入射

光线，可知O1=I2。类似地，出射面上Q点的位置矢量

可以表示为Q=P+r2·I2，曲面在Q点处的单位法矢为

N2=（Qθ×Qφ）/|Qθ×Qφ|，随后出射光线O2也同样可以

根据 Snell 定律计算得到。在得到 O2 之后，根据光线

图 1　基于点光源近似的自由曲面光束强度调控模型

Fig.  1　 Model of freeform surface beam intensity control based 
on point source approximation
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需预先指定光线落点位置，通过控制曲面的高斯曲率

分布便可实现对光束传输的高效灵活调控。因此，

MA 方法被认为是当前最先进的满足可积分条件的自

由曲面设计方法［38］。基于此，本文主要介绍 MA 方法

的研究进展。

1972 年，Schruben 等［66］将一个实现特定辐射照度

分布的反射器设计转化成一个椭圆型 MA 方程，但当

时并未对该 MA 方程进行求解。2002 年，Ries 等［67］根

据能量守恒定律，以及入射波前曲率、光学曲面曲率和

出射波前曲率三者之间的关系，将一个实现特定辐射

照度分布的自由曲面透镜设计转化成一个椭圆型 MA
方程，用一个连续的自由曲面透镜实现了一个带“oec”
字样的复杂方形照明，充分展示了自由曲面在光束调

控中的优越性和 MA 方法的优势。然而，Ries 并未公

布求解 MA 方程的具体方法，这使得其他研究人员只

能另寻他路以探索新的方法来解决自由曲面光束调控

问题，导致 MA 方法在之后的十余年中没有任何公开

的研究进展报道。2013 年，Wu 等［68］从 Snell 定律和局

部能量守恒定律出发，基于理想光源近似，将自由曲面

光束强度调控这一逆问题转化成一个带有非线性边界

条件的椭圆型 MA 方程，并首次公开了 MA 方程的详

细数值求解过程，这对推动自由曲面光束强度调控的

发展有着积极作用。在此基础上，Wu 等围绕该自由

曲面光束调控方法开展了系统的深入研究工作。针对

单个折射自由曲面在实现大角度偏折时容易产生全反

射导致 MA 方法失效的问题，Wu 等［75］进一步建立了

多自由曲面光束调控的数学模型，可实现对大数值孔

径入射光束的高效灵活调控。针对垂轴光路布局（光

轴与观测面垂直）对自由曲面光束调控应用范围存在

极大制约这一问题，Wu 等［77， 79］将观测平面的三维空间

位姿纳入光束调控，建立了非垂轴观测平面上自由曲

面光束强度调控的数学模型，摆脱了垂轴光路布局对

光束调控的制约，在实现对光束传输高效灵活调控的

同时获得了更加灵活的系统光路布局。光学自由曲面

除了用于单独调控光束强度分布外，还可以同时调控
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构建了自由曲面光束强度和波前调控的数学模型，通

过对两个自由曲面的协同设计可同时实现对光束强度

和波前的高效灵活调控。上述一系列工作充分体现了

MA 方法在自由曲面光束调控中的优越性。本文主要

基于 Wu 等的研究工作，详细介绍 MA 方法的发展历

程，并结合一些典型设计来展示 MA 方法的特性。

2　自由曲面光束调控模型构建

MA 方法的关键和难点在于如何根据 Snell 定律
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模型构建

当光源的尺寸对光束调控的影响可以忽略时，光

源可以视为点光源。图 1 给出了三维空间中任意倾斜

观测平面上自由曲面光束强度调控示意图［79］。假定透

镜入射面和出射面均为自由曲面，光源 S位于全局直

角坐标系 xyz的原点，系统光轴与 z轴重合，透镜的入

射面和出射面与 z轴的交点分别为 B1 和 B2，目标观测

面与 z轴的交点为 B3。假定目标面为三维空间中的任

意平面，以 B3 为原点建立局部直角坐标系 x′y′z′，其
中 x′y′平面与目标照明面重合，z′轴与 z轴的夹角为

β，z′轴在 xy面上的投影与 x轴的夹角为 α，不同的 α和
β的组合对应于三维空间中的任意目标平面。由光源

S出射的光线先后交入射面和出射面于 P点和 Q点，

经自由曲透镜偏折后出射光线与目标面相交于点 T。

令光源 S和 P点之间的距离为 r1，P点和 Q点之间

的距离为 r2。显然，P点的位置向量可以表示为 P=r1·

I1，其中 I1为入射光线的单位方向向量。由此可得，入

射面上在 P点处的单位法矢为 N1=（Pθ×Pφ）/|Pθ×
Pφ|，其中 Pθ和 Pφ分别为位置向量 P关于 θ和 φ的一阶

偏导数，θ和 φ分别为光线在球坐标系下的方位角和极

角，如图 1 所示。进一步，由 Snell 定律可求得入射面

上 P点的出射光线方向向量O1。令 I2为出射面的入射

光线，可知O1=I2。类似地，出射面上Q点的位置矢量

可以表示为Q=P+r2·I2，曲面在Q点处的单位法矢为

N2=（Qθ×Qφ）/|Qθ×Qφ|，随后出射光线O2也同样可以

根据 Snell 定律计算得到。在得到 O2 之后，根据光线

图 1　基于点光源近似的自由曲面光束强度调控模型

Fig.  1　 Model of freeform surface beam intensity control based 
on point source approximation
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在均匀介质空间的传输规律，可求得出射光线在目标

面上的落点 T的全局坐标，即

ì
í
î

ïï
ïï

tx = x+ ( )tz - z O 2x/O 2z 
ty = y+ ( )tz - z O 2y/O 2z

， （1）

式中：tx、ty、tz分别为落点 T在全局坐标系中的坐标；

O2x、O2y、O2z分别为O2的三个分量。

假定目标观测平面在全局坐标系下满足表达式

Ax+By+Cz+D=0，其 中 A=sin βcos α，B=sin β ·
sin α，C=cos β，D=−Lcos β，此处 L为 S与 B3之间的

距离。当 α=β=0 时，目标面与光轴垂直。当 α和 β不
同时为零时，光束调控系统具有倾斜的光路布局。显

然，不同的 α和 β的组合对应于三维空间中不同方位

的目标照明面。由于落点 T位于目标面上，因此 T点

的坐标还应满足目标面的方程，将式（1）代入目标面的

表达式中可得
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tx = x- ( )Ax+ By+ Cz+ D O 2x

AO 2x + BO 2y + CO 2z
 

ty = y- ( )Ax+ By+ Cz+ D O 2y

AO 2x + BO 2y + CO 2z
 

tz = ( )AO 2x + BO 2y z- ( )Ax+ By+ D O 2z

AO 2x + BO 2y + CO 2z

  。（2）

式（2）给出了 T点在全局坐标系中的坐标，将该全

局坐标变换到局部坐标系 x′y′z′中可得 T点的局部

坐标为
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t ′x = Ex+ Fy
C

- ( )Ax+ By+ Cz+ D ( )EO 2x + FO 2y

C ( )AO 2x + BO 2y + CO 2z

t ′y = Ey- Fx+ ( )Ax+ By+ Cz+ D ( )FO 2x - EO 2y

AO 2x + BO 2y + CO 2z
    

 t ′z = 0

， （3）

式中：E=cos α；F=sin α。假定光束在传输过程中无

能量损耗（不考虑菲涅耳反射和材料吸收所带来的能

量损耗），此时入射细光束能量经自由曲面折射后完全

到达目标面上。因此，入射细光束在传输过程中应遵

循局部能量守恒关系

E ( t ′x，t ′y) dt ′xdt ′y - I1 (θ，φ) sin φdθdφ= 0， （4）
式中：E ( t ′x，t ′y)为细光束在目标落点 T处产生的照度

值；I1（θ，φ）为入射光束在 θ和 φ方向上的发光强度值。

式（4）表征了细光束能量在传播过程中的守恒和分配

关系。此外，式（3）建立了 T点的坐标和入射光束方位

角之间的变换关系，即 dt ′xdt ′y=|J（T）|dθdφ。由式（4）进

一步可得

E ( t ′x，t ′y) | J (T ) |- I1 (θ，φ) sin φ= 0， （5）
式中：| J (T ) |为位置矢量 T的雅克比矩阵的行列式，

表达式为

| J (T ) |=

|

|

|

|

|

|
|||
|

|

|

|

||

|

|

|

|

|
|||
|

|

|

|

| ∂t ′x
∂φ

∂t ′x
∂θ

∂t ′y
∂φ

∂t ′y
∂θ

。 （6）

对式（5）进行化简整理即可得到一个椭圆型 MA
方程

A 1 ( r2θθ r2φφ - r 2
2θφ)+ A 2 r2φφ + A 3 r2θθ + A 4 r2θφ + A 5 = 0，

（7）
式中：r2θθ 为 r2 在 θ方向上的二阶偏导数；r2φφ 为 r2 在 φ
方向上的二阶偏导数；r2θφ为 r2 在 θ和 φ方向上的二阶

混合偏导数；Ai （i=1，2，⋯，5）为 r2φ、r2θ、r2、θ和 φ的函

数。入射光束包含内部光线和边界光线，由上述推导

可知，内部光线应满足由式（7）代表的自由曲面调控中

的细光束能量守恒和分配关系。对于边界光线，还需

定义一个边界条件来保证边界光线经过自由曲面的折

射后能够落在目标照明区域的边界上［∂Ω  1 → ∂Ω  2，其

中 Ω1 和 Ω2 分别为入射光束强度 I1（θ，φ）和目标照度

E ( t ′x，t ′y)的分布区域，∂Ω1 和∂Ω2 分别为区域 Ω1 和 Ω2 的

边界］，即
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t ′x = t ′x ( )r2θ，r2φ，r2，θ，φ

t ′y = t ′y( )r2θ，r2φ，r2，θ，φ
  。 （8）

式（7）和式（8）构成了自由曲面光束强度调控模

型，是一个带有非线性边界的 MA 方程。式（7）中包含

了入射面的面形参数，在求解出射面之前需要先获得

入射面。需要指出的是，上述光束调控模型同样可以

用于求解入射自由曲面  ，此时只需要定义一个球心位

于光源 S处的虚拟入射球面［79］。因此，该光束调控模

型不仅适用于单自由曲面光束强度调控，还适用于多

自由曲面光束强度调控。此外，该光束调控模型对系

统的光路布局没有限制，可在三维空间中任意倾斜观

测面上实现对光束传输的准确高效调控，具有极强的

普适性。

2. 1. 2　基 于 平 行 光 近 似 的 自 由 曲 面 光 束 强 度 调 控

模型构建

激光束整形是自由曲面光束调控的一个重要应

用，本节将基于平行光近似构建自由曲面光束强度调

控模型，图 2 给出了用于调控入射平行光束强度分布

的自由曲面设计示意图［13］，此处目标照明面与光轴垂

直。假定自由曲面透镜的入射面为平面，出射面为自

由曲面，入射面与全局坐标系 xyz中的 xy面重合，入射

平行光束沿着 z轴正向传播，自由曲面与 z轴交于 B
点。由于入射光束与透镜入射面垂直，故入射光线经

入射面偏折后其传播方向不发生改变，随后该光线与

出射面交于 P点。经自由曲面的折射后，其出射光线

与目标面相交于 T点。假定入射光线的单位方向向量

为 I，出射光线的单位方向向量为O。由于入射平行光

束沿 z轴正向传播，故可知 I=（0，0，1）。假定自由曲

面上任意一点 P的坐标可以表示为（x，y，z（x，y）），则

自由曲面在 P点处的单位法矢N可以表示为

N= 1
z2
x + z2

y + 1
(-zx，- zy，1 )， （9）

式中：zx和 zy分别为 z坐标在 x方向和 y方向上的一阶

偏导数。由 Snell定律可知，入射光线单位方向向量 I、
自由曲面在 P点的单位法矢N和出射光线单位方向向

量O应满足

noO= n i I+ P 1N， （10）
式中：no为透镜周围介质的折射率；ni为透镜所用材料

的折射率。对于空气中的自由曲面反射镜，no=−1 且

ni=1。参数 P1可以表示为

P 1 =
( n2

o - n2
i ) ( z2

x + z2
y )+ 1 - n i

z2
x + z2

y + 1
。 （11）

由式（10）可得到出射光线单位方向向量 O，进一

步可得到出射光线在目标面上的落点 T的坐标为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

tx = x- ( )z- tz
Ox

Oz

  ty = y- ( )z- tz
Oy

Oz

       ， （12）

式中：Ox、Oy、Oz分别为出射光线单位方向向量的三个

分量。

由式（12）可得到入射光线的坐标（x，y）与目标点

T的坐标（tx，ty）之间的变换关系为

dtxdty = |J (T ) |dxdy， （13）
式中：

|J (T ) | =

|

|

|

|

|

|
|||
|

|

|

|

||

|

|

|

|

|
|||
|

|

|

|

| ∂tx
∂x

∂tx
∂y

∂ty
∂x

∂ty
∂y

， （14）

该行列式表征了入射细光束经过自由曲面透镜偏折后

的扩散和会聚情况。

假设不考虑细光束传输过程中的能量损耗，则细

光束在经过自由曲面透镜时应满足局部能量守恒定律

E ( tx，ty) dtxdty - I ( x，y) dxdy= 0， （15）
式中：I（x，y）为入射细光束的光强；E ( tx，ty)为该细光

束在照明面上 T点处产生的照度值。将式（13）代入式

（15）可得

E ( tx，ty) |J (T ) | - I ( x，y)= 0。 （16）
类似地，式（16）表征了细光束在自由曲面偏折过

程中的能量守恒和分配关系。对式（16）进行整理和化

简可得到椭圆型 MA 方程

A 1 ( zxx zyy - z2
xy )+ A 2 zxx + A 3 zyy + A 4 zxy + A 5 = 0，

（17）
式中：zxx 为 z在 x方向上的二阶偏导数；zyy为 z在 y方
向上的二阶偏导数；zxy为 z在 x方向和 y方向上的二阶

混合偏导数；Ai（i=1，2，⋯，5）为 zx、zy、z、x和 y的函

数。显然，内部光线应满足由式（17）代表的自由曲面

调控中的细光束能量守恒和分配关系。对于边界光

线，需要让边界光线的传输［∂Ω 1 → ∂Ω 2，其中 Ω1和 Ω2分

别为入射光 I1（θ，φ）和目标照明区域 E ( tx，ty)的分布区

域，∂Ω 1 和 ∂Ω 2 分别为区域 Ω 1 和 Ω 2 的边界］满足边界

条件

ì
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tx = tx ( )x，y，z，zx，zy

ty = ty( )x，y，z，zx，zy
， （18）

该边界条件要求入射边界光线经过自由曲面的折射后

能够落在目标照明区域的边界上。式（17）和式（18）构

成了平行光近似下的自由曲面光束强度调控模型。需

要指出的是，虽然该光束调控模型是在直角坐标系下

构建得到的，但是该模型同样适用于入射光束截面为

圆形的情况，且能够避免自由曲面顶点处的奇异点［77］。

2. 2　自由曲面光束强度及波前调控

在自由曲面光束调控中，当只调控光束强度分布

时，至少需要一个自由曲面才能实现对光束传输的准

确控制，而当同时调控光束强度和波前时，则至少需要

两个自由曲面。相较于光束强度调控，同时调控光束

强度和波前对光束调控模型的构建提出了更高的要

求。构建自由曲面光束强度及波前调控模型的关键在

于如何将入射波前和出射波前之间的光程约束纳入自

由曲面设计中。因此，本节将介绍如何构建自由曲面

图 2　基于平行光近似的自由曲面光束强度调控模型

Fig.  2　 Regulation model of beam intensity control by freeform 
surface based on parallel light approximation
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直。假定自由曲面透镜的入射面为平面，出射面为自

由曲面，入射面与全局坐标系 xyz中的 xy面重合，入射

平行光束沿着 z轴正向传播，自由曲面与 z轴交于 B
点。由于入射光束与透镜入射面垂直，故入射光线经

入射面偏折后其传播方向不发生改变，随后该光线与

出射面交于 P点。经自由曲面的折射后，其出射光线

与目标面相交于 T点。假定入射光线的单位方向向量

为 I，出射光线的单位方向向量为O。由于入射平行光

束沿 z轴正向传播，故可知 I=（0，0，1）。假定自由曲

面上任意一点 P的坐标可以表示为（x，y，z（x，y）），则

自由曲面在 P点处的单位法矢N可以表示为

N= 1
z2
x + z2

y + 1
(-zx，- zy，1 )， （9）

式中：zx和 zy分别为 z坐标在 x方向和 y方向上的一阶

偏导数。由 Snell定律可知，入射光线单位方向向量 I、
自由曲面在 P点的单位法矢N和出射光线单位方向向

量O应满足

noO= n i I+ P 1N， （10）
式中：no为透镜周围介质的折射率；ni为透镜所用材料

的折射率。对于空气中的自由曲面反射镜，no=−1 且

ni=1。参数 P1可以表示为

P 1 =
( n2

o - n2
i ) ( z2

x + z2
y )+ 1 - n i

z2
x + z2

y + 1
。 （11）

由式（10）可得到出射光线单位方向向量 O，进一

步可得到出射光线在目标面上的落点 T的坐标为
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tx = x- ( )z- tz
Ox

Oz

  ty = y- ( )z- tz
Oy

Oz

       ， （12）

式中：Ox、Oy、Oz分别为出射光线单位方向向量的三个

分量。

由式（12）可得到入射光线的坐标（x，y）与目标点

T的坐标（tx，ty）之间的变换关系为

dtxdty = |J (T ) |dxdy， （13）
式中：

|J (T ) | =

|

|

|

|

|

|
|||
|

|

|

|

||

|

|

|

|

|
|||
|

|

|

|

| ∂tx
∂x

∂tx
∂y

∂ty
∂x

∂ty
∂y

， （14）

该行列式表征了入射细光束经过自由曲面透镜偏折后

的扩散和会聚情况。

假设不考虑细光束传输过程中的能量损耗，则细

光束在经过自由曲面透镜时应满足局部能量守恒定律

E ( tx，ty) dtxdty - I ( x，y) dxdy= 0， （15）
式中：I（x，y）为入射细光束的光强；E ( tx，ty)为该细光

束在照明面上 T点处产生的照度值。将式（13）代入式

（15）可得

E ( tx，ty) |J (T ) | - I ( x，y)= 0。 （16）
类似地，式（16）表征了细光束在自由曲面偏折过

程中的能量守恒和分配关系。对式（16）进行整理和化

简可得到椭圆型 MA 方程

A 1 ( zxx zyy - z2
xy )+ A 2 zxx + A 3 zyy + A 4 zxy + A 5 = 0，

（17）
式中：zxx 为 z在 x方向上的二阶偏导数；zyy为 z在 y方
向上的二阶偏导数；zxy为 z在 x方向和 y方向上的二阶

混合偏导数；Ai（i=1，2，⋯，5）为 zx、zy、z、x和 y的函

数。显然，内部光线应满足由式（17）代表的自由曲面

调控中的细光束能量守恒和分配关系。对于边界光

线，需要让边界光线的传输［∂Ω 1 → ∂Ω 2，其中 Ω1和 Ω2分

别为入射光 I1（θ，φ）和目标照明区域 E ( tx，ty)的分布区

域，∂Ω 1 和 ∂Ω 2 分别为区域 Ω 1 和 Ω 2 的边界］满足边界

条件
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tx = tx ( )x，y，z，zx，zy

ty = ty( )x，y，z，zx，zy
， （18）

该边界条件要求入射边界光线经过自由曲面的折射后

能够落在目标照明区域的边界上。式（17）和式（18）构

成了平行光近似下的自由曲面光束强度调控模型。需

要指出的是，虽然该光束调控模型是在直角坐标系下

构建得到的，但是该模型同样适用于入射光束截面为

圆形的情况，且能够避免自由曲面顶点处的奇异点［77］。

2. 2　自由曲面光束强度及波前调控

在自由曲面光束调控中，当只调控光束强度分布

时，至少需要一个自由曲面才能实现对光束传输的准

确控制，而当同时调控光束强度和波前时，则至少需要

两个自由曲面。相较于光束强度调控，同时调控光束

强度和波前对光束调控模型的构建提出了更高的要

求。构建自由曲面光束强度及波前调控模型的关键在

于如何将入射波前和出射波前之间的光程约束纳入自

由曲面设计中。因此，本节将介绍如何构建自由曲面

图 2　基于平行光近似的自由曲面光束强度调控模型

Fig.  2　 Regulation model of beam intensity control by freeform 
surface based on parallel light approximation
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光束强度及波前调控模型。

图 3 给出了自由曲面光束强度及波前调控模型示

意图［78］。透镜的入射面和出射面均为自由曲面，光源

位于坐标系原点。入射光束经透镜偏折后，出射光束

在产生预定波前的同时还需在观测平面上产生预定的

辐射照度分布。需要指出的是，该预定波前可以是任

意的连续波前。为便于描述该类光束调控模型的构建

过程，仅以会聚的球面波为例，如图 3 所示。从光源发

出的一条光线交入射面于 P点，该光线于 Q点穿过出

射面后出射光线与目标面相交于 T点，出射光束的球

面波前的球心为 C点，位于透镜和观测面之间。ρ为 P
点与 O点之间的距离，是一个关于方位角 θ和极角 φ
的函数。P点的位置矢量可以表示为 P=ρ·I，由此可

以得到入射面在 P点处沿着 θ和 φ方向的切向量为

ì
í
î

P θ = ρθ ⋅ I+ ρ ⋅ Iθ
Pφ = ρφ ⋅ I+ ρ ⋅ Iφ

 ， （19）

式中：ρθ和 ρφ分别为 ρ关于 θ和 φ的一阶偏导数；Iθ和 Iφ
分别为 I在 θ和 φ方向的一阶偏导数。进一步可得入

射面在 P点处的单位法矢为

Ν= Pφ × P θ

|| Pφ × P θ

。 （20）

根据 Snell 定律，在 P点处入射光线经入射面折

射后其出射光线的单位方向向量O1可以表示为

nO 1 = I+ pN, （21）
式 中 ：n 为 自 由 曲 面 透 镜 材 料 的 折 射 率 ；p=
n2 - 1 +( I ⋅N )2 - I ⋅N。Q点的位置矢量可以表示为

Q= P+ |PQ |O 1， （22）
式中：|PQ |为矢量 PQ的模，表示 P点与 Q点之间的距

离，显然该距离是一个关于 θ和 φ的函数。由于从光源

O点发出的球面波经自由曲面透镜调控后会转变成会

聚的球面波，且球心位于 C点，由此可知经过O点和 C
点的所有光线应具有相同的光程，故该光程可以写成

LOP = |OP| + n|PQ | + |QC|， （23）
式中：|OP|=ρ；|QC |为矢量 QC的模，表示 Q点与 C点

之间的距离。将式（23）代入式（22）可以得到 |PQ |，显
然 |PQ |是关于 θ、φ、ρ、ρθ和  ρφ的函数。此外，由式（22）
可知Q同样是 θ、φ、ρ、ρθ和  ρφ的函数。将 |PQ |重新代入

式（22）可求得Q，再由 Q点、C点坐标和观测面的位置

进一步求得 T点的 x坐标和 y坐标，即

ì
í
î

tx = Qx ( cz - tz ) / ( cz - Qz )
ty = Qy ( cz - tz ) / ( cz - Qz )

   ， （24）

式中：tz为 T点的 z坐标；Qx、Qy和Qz为矢量Q的三个分

量；cz为 C点的 z坐标。由上述推导可知，tx和 ty也是关

于 θ、φ、ρ、ρθ和 ρφ的函数，因此可将 tx和 ty表示为

ì
í
î

ïï
ïï

tx = tx ( θ，φ，ρ，ρθ，ρφ )
ty = ty ( θ，φ，ρ，ρθ，ρφ )

。 （25）

假设光束调控系统没有能量损耗，这意味着所有

的入射细光束的能量均能被目标照明面收集。由局部

能量守恒关系可得

E ( tx，ty) | J (T ) |- I (θ，φ) sin φ= 0， （26）
式中：

| J (T ) |= ∂tx
∂φ ⋅ ∂ty

∂θ - ∂tx
∂θ ⋅ ∂ty

∂φ， （27）

其中 tx和 ty由式（25）得到。将式（27）代入式（26）中并

化简，可得到一个椭圆型的 MA 方程

A 1 ( ρθθ ρφφ - ρ2
θφ )+ A 2 ρφφ + A 3 ρθθ + A 4 ρθφ + A 5 = 0，

（28）
式中：Ai（i=1，2，⋯，5）为关于 θ、φ、ρ、ρθ和 ρφ的函数；

ρθθ 为 ρ关于 θ的二阶偏导数；ρφφ 为 ρ关于 φ的二阶偏

导数；ρθφ为 ρ关于 θ和 φ的二阶混合偏导数。类似地，

式（27）表征了细光束在自由曲面偏折过程中的能量守

恒和分配关系。显然，入射光束的内部光线应满足式

（28）定义的约束关系。对于边界光线，需要施加相应

的边界条件来确保入射光束的边界光线经自由曲面的

调控后落到目标照明区域的边界上（∂Ω 1 → ∂Ω 2），即

ì
í
îïï

gx = gx ( θ，φ，ρ，ρθ，ρφ )
gy = gy ( θ，φ，ρ，ρθ，ρφ )

， （29）

式（28）和式（29）构成了自由曲面光束强度及波前调控

模型，这仍是一个带有非线性边界条件的 MA 方程。

从上述模型构建过程可知，自由曲面光束强度及波前

调控模型相较于自由曲面光束强度调控模型，需要对

入射波前和出射波前施加等光程约束，因此需要至少

两个自由曲面来实现对光束强度和波前的同时准确调

控。当入射光束为平行光时，可以在基于平行光近似

的自由曲面光束强度调控模型的基础上，通过添加等

光程约束来构建自由曲面强度和波前调控模型。其推

导过程与上述过程类似，故不再赘述。

3　自由曲面光束调控模型求解

由第 2 章的模型构建可知，自由曲面光束调控模

型由边界条件和 MA 方程构成，边界条件是一个高度

非线性的一阶偏微分方程，而 MA 方程是一个高度非

线性的二阶偏微分方程。求解该类光束调控模型是极

具挑战的，故光束调控模型求解是 MA 方法第二个关

图 3　自由曲面光束强度及波前调控模型

Fig.  3　 Model for simultaneous control of beam intensity and 
wavefront of freeform surface

键和难点问题。由于无法获得该类光束调控模型的解

析解，故 Wu 等 [68]提出了一种求解光束调控模型数值

解的方法，该方法主要包含离散化操作、有限差分法和

牛顿迭代三个过程。由于基于平行光近似的自由曲面

光束强度调控模型是在直角坐标系下构建的，且入射

光束截面形状为矩形，故这极大地简化了模型求解过

程。本章以基于点光源近似的光束调控模型的求解为

例，详细介绍该数值求解方法。

第 2 章中得到的求解自由曲面面型的方程组为一

系列高度非线性的二阶偏微分方程，该方程的求解是一

个具有挑战性的问题，只能通过数值求解的方式来得到

近似解［13］。对于点光源，由方位角 θ和极角 φ构成的入

射光束分布区域 Ω1是一个圆形区域，假设 Ω1=｛（θ，φ）|
0≤θ<2π，0≤φ≤φmax｝，如图 4（a）所示。首先，分别沿着

θ方向和 φ方向对 Ω1进行离散，得到 Ω1=｛（θM，φN）|θ=
Mh1，φ=Nh2，M=0，1，⋯，m，N=0，1，⋯，n｝，其中 h1=
2π/（m+1）和 h2=φmax/（n+1）分别为 θ方向和 φ方向的

离散步长。离散操作后得到一组网格点，该组网格点包

含了内部点、边界点和曲面顶点三类网格点，如图 4（a）
所示。每一个网格点对应一条光线，且每一条光线都需

要满足一个方程。内部点对应内部光线，需要满足上述

表征细光束能量守恒和重新分配的 MA 方程。边界点

对应边界光线，需要满足光束调控模型中的边界条件。

由于自由曲面顶点对应时角度 θ和 φ都为零，过顶点的

光线既不满足 MA 方程，也不满足边界条件，故该顶点

是一个奇异点。为求解光束调控模型，还需对过顶点的

光线施加约束条件。追迹一组过曲面顶点的轴上光线，

其数量为m+1，对于第M条轴上光线，自由曲面在图 1
中B2点处的单位法矢可以表示为

NM = PφM × PφM+ 1

|| PφM × PφM+ 1

，M= 0，1，⋯，m， （30）

式中：PφM 为自由曲面在 B2点处沿着 φM方向的切向量，

如图 4（b）所示。根据 Snell 定律，可以得第M条轴上

光线对应的出射光线，并可进一步求得该出射光线在

目标面上的落点坐标 ( txM， tyM )。为了控制该轴上光线

的传输，对落点坐标进行约束，即

ì
í
î

txM - Cx = 0
tyM - Cy = 0

， （31）

式中：Cx和Cy为目标面上光线（M=0、1、⋯、m，N=1）落

点坐标的平均值。该约束条件可有效消除奇异性所造

成的顶点处曲面不连续问题。显然，式（31）是一个一阶

非线性偏微分方程组。经过离散化操作后，便可得到一

个大型的非线性偏微分方程组。接下来，需要采有限差

分法将该非线性偏微分方程组转化成非线性方程组。

对于内部点所满足的 MA 方程，采用具有二阶精

度的九点有限差分格式来替代 MA 方程中的偏导数，

如图 5（a）所示，即

ì

í

î
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ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
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rθ = rM+ 1，N - rM- 1，N

2h1

rφ = rM，N+ 1 - rM，N- 1

2h2

rθθ = rM+ 1，N - 2rM，N + rM- 1，N

h2
1

rφφ = rM，N+ 1 - 2rM，N + rM，N- 1

h2
2

rθφ = rM+ 1，N+ 1 - rM+ 1，N- 1 - rM- 1，N+ 1 + rM- 1，N- 1

4h1h2

。

（32）

        为了保证每个节点具有相同的误差精度，在每个

边界点处采用具有二阶精度的前向（或后向）差分来替

代边界条件和轴上光线约束条件中的一阶偏导数。以

图 5（b）所示的边界线 φ=φmax为例，在边界点 rM，n处对 r
采用具有二阶精度的向后差分格式来替代求 rφ，采用

具有二阶精度的中心差分格式来替代求 rθ，即
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

rφ = 3rM，n - 4rM，n- 1 + rM，n- 2

2h2

rθ = rM+ 1，n - rM- 1，n

2h1

。 （33）

经过上述差分替代微分后，便将上述偏微分方程

组转化成一个大型的非线性方程组

F ( X )= 0， （34）
式中：X为非线性方程的变量，即所有离散数据点的 r

图 4　球坐标系下离散模型。（a）三种入射光线；（b）顶点处约束定义

Fig.  4　Discrete model in spherical coordinate system.  (a) Three kinds of incident rays; (b) definition of constraint at vertex
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键和难点问题。由于无法获得该类光束调控模型的解

析解，故 Wu 等 [68]提出了一种求解光束调控模型数值

解的方法，该方法主要包含离散化操作、有限差分法和

牛顿迭代三个过程。由于基于平行光近似的自由曲面

光束强度调控模型是在直角坐标系下构建的，且入射

光束截面形状为矩形，故这极大地简化了模型求解过

程。本章以基于点光源近似的光束调控模型的求解为

例，详细介绍该数值求解方法。

第 2 章中得到的求解自由曲面面型的方程组为一

系列高度非线性的二阶偏微分方程，该方程的求解是一

个具有挑战性的问题，只能通过数值求解的方式来得到

近似解［13］。对于点光源，由方位角 θ和极角 φ构成的入

射光束分布区域 Ω1是一个圆形区域，假设 Ω1=｛（θ，φ）|
0≤θ<2π，0≤φ≤φmax｝，如图 4（a）所示。首先，分别沿着

θ方向和 φ方向对 Ω1进行离散，得到 Ω1=｛（θM，φN）|θ=
Mh1，φ=Nh2，M=0，1，⋯，m，N=0，1，⋯，n｝，其中 h1=
2π/（m+1）和 h2=φmax/（n+1）分别为 θ方向和 φ方向的

离散步长。离散操作后得到一组网格点，该组网格点包

含了内部点、边界点和曲面顶点三类网格点，如图 4（a）
所示。每一个网格点对应一条光线，且每一条光线都需

要满足一个方程。内部点对应内部光线，需要满足上述

表征细光束能量守恒和重新分配的 MA 方程。边界点

对应边界光线，需要满足光束调控模型中的边界条件。

由于自由曲面顶点对应时角度 θ和 φ都为零，过顶点的

光线既不满足 MA 方程，也不满足边界条件，故该顶点

是一个奇异点。为求解光束调控模型，还需对过顶点的

光线施加约束条件。追迹一组过曲面顶点的轴上光线，

其数量为m+1，对于第M条轴上光线，自由曲面在图 1
中B2点处的单位法矢可以表示为

NM = PφM × PφM+ 1

|| PφM × PφM+ 1

，M= 0，1，⋯，m， （30）

式中：PφM 为自由曲面在 B2点处沿着 φM方向的切向量，

如图 4（b）所示。根据 Snell 定律，可以得第M条轴上

光线对应的出射光线，并可进一步求得该出射光线在

目标面上的落点坐标 ( txM， tyM )。为了控制该轴上光线

的传输，对落点坐标进行约束，即

ì
í
î

txM - Cx = 0
tyM - Cy = 0

， （31）

式中：Cx和Cy为目标面上光线（M=0、1、⋯、m，N=1）落

点坐标的平均值。该约束条件可有效消除奇异性所造

成的顶点处曲面不连续问题。显然，式（31）是一个一阶

非线性偏微分方程组。经过离散化操作后，便可得到一

个大型的非线性偏微分方程组。接下来，需要采有限差

分法将该非线性偏微分方程组转化成非线性方程组。

对于内部点所满足的 MA 方程，采用具有二阶精

度的九点有限差分格式来替代 MA 方程中的偏导数，

如图 5（a）所示，即
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rθφ = rM+ 1，N+ 1 - rM+ 1，N- 1 - rM- 1，N+ 1 + rM- 1，N- 1
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。

（32）

        为了保证每个节点具有相同的误差精度，在每个

边界点处采用具有二阶精度的前向（或后向）差分来替

代边界条件和轴上光线约束条件中的一阶偏导数。以

图 5（b）所示的边界线 φ=φmax为例，在边界点 rM，n处对 r
采用具有二阶精度的向后差分格式来替代求 rφ，采用

具有二阶精度的中心差分格式来替代求 rθ，即
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
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ï
ï
ï

rφ = 3rM，n - 4rM，n- 1 + rM，n- 2

2h2

rθ = rM+ 1，n - rM- 1，n

2h1

。 （33）

经过上述差分替代微分后，便将上述偏微分方程

组转化成一个大型的非线性方程组

F ( X )= 0， （34）
式中：X为非线性方程的变量，即所有离散数据点的 r

图 4　球坐标系下离散模型。（a）三种入射光线；（b）顶点处约束定义

Fig.  4　Discrete model in spherical coordinate system.  (a) Three kinds of incident rays; (b) definition of constraint at vertex
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值。随后，可以采用牛顿迭代法求解式（34）所示的非

线性方程组，其对应的迭代格式为

X n+ 1 = X n - F ( X )
F′( X )

， （35）

式中：F′( X )为 F ( X )对 X的一阶导数。

针对牛顿迭代依赖初始值选取的特性，采用最佳

运输理论来求解入射光束和出射光束之间的最佳映射

关系，并根据该关系求解自由曲面作为 MA 方法牛顿

迭代的初始值，以保证迭代收敛稳定迅速［70］。数值求

解 MA 方程可以得到一组自由曲面离散数据点，该组

离散数据点便是光束调控逆问题的数值解。最后，通

过构建一个过所有数据点的 B 样条曲面便可得到光束

调控模型所对应的自由曲面。

4　自由曲面光束调控设计实例

第 2 章和第 3 章分别介绍了自由曲面光束调控模

型的构建和求解，本章将结合三个设计实例来展示

MA 方法的特性及其在自由曲面光束调控中的优势。

4. 1　基于点光源近似的自由曲面光束强度调控设计

实例（实例 1）
在实例 1 中，以 2. 1. 1 节中的基于点光源近似的自

由曲面光束强度调控模型为基础，对 LED 光源的出射

光束进行调控，调控模型中目标面位置的灵活性允许

在一个由三个相互垂直的平面构成的复合观测面上产

生预定的辐射照度分布，如图 6（a）所示。可以看出，

每一个目标平面与光轴均倾斜相交，且复合观测面关

于坐标轴或坐标平面不具有任何对称性，这一复杂的

三维空间中任意倾斜面上的光束强度调控问题充分展

示了 2. 1. 1 节中所述模型的有效性。图 6（b）展示了复

合观测面上的理想照明效果，图案与背景的照度比为

2. 5∶1. 0，每 一 个 平 面 上 的 光 斑 大 小 为 300 mm×
300 mm。将该复合目标面应用于 2. 1. 1 节中所述的

数学模型中，则复合目标面中的每一个平面对应的 β
为 54. 7°，对应的 α分别为 60°、180°和 300°。为实现上

述复杂的照明效果，将透镜的入射面和出射面均设计

为自由曲面，入射面和出射面的顶点分别距离光源

10 mm 和 22 mm，即 2. 1. 1 节所述模型中 B1 点和 B2 点

的 z坐标为 10 mm 和 22 mm。透镜相对光源的收集角

全角为 120°。光源位于由三个照明图案定义的立方体

的对角线上，且光源与复合观测面顶点之间的距离为

600 mm，即 2. 1. 1 节 所 述 模 型 中 B3 点 的 z 坐 标 为

600 mm。图 6（c）和图 6 （d）分别给出了自由曲面透镜

的入射面和出射面的面形图。由于 MA 方法可自动满

足曲面连续性条件，故保证了入射面和出射面在曲面

上每一点处都是光滑连续的。图 6（e）给出了自由曲

面透镜出射面的高斯曲率分布图，由该图和高斯曲率

的定义可知，沿出射光线传播方向传输的功率密度完

全由自由曲面高斯曲率决定。图 6（f）给出了采用蒙特

卡罗光线追迹得到的辐射照度分布结果，与图 6（e）中

的目标分布吻合得较好，这表明自由曲面光束调控无

需借助光阑挡光，只需通过调控曲面的高斯曲率便可

实现对光束传输的高效和准确调控。

由于自由曲面透镜的入射面和出射面都是光滑连

续的，故十分便于加工，图 7（a）为通过注塑成型加工

得到的自由曲面透镜。在该实验中，确定光源、自由曲

面透镜和三维目标面三者的相对位置是完成实验验证

的重点和难点问题。该光学系统的光轴在由三个照明

图案所定义的立方体的对角线上，受目标照明面特殊

性的影响，在光学系统对准调控过程中，先固定三维目

标面，此时系统光轴方向也随之而定，再采用 3D 打印

技术制作出用于夹持自由曲面透镜的光阑和夹持光源

支撑杆的夹具，如图 7（b）所示。光阑的作用为限制光

束收集角为 120°，并夹持透镜以限制透镜的光轴与系

统光轴平行，光源的方向同样由夹持器件固定。然后，

微调安装于透镜和光源下方的位移、俯仰、旋转平台从

而实现目标照明效果。图 7（c）为实际光束调控效果

图，受到加工误差的影响，实验结果图中可以看到图案

边缘存在细纹，这与透镜上的刀痕相对应。该实验结

果图与图 6（f）中的仿真效果基本一致，进一步表明

2. 1. 1 节中所描述的基于点光源近似的自由曲面光束

强度调控模型解决三维空间中任意倾斜面上光束强度

调控问题是十分有效的。

图 5　差分替代微分离散模型。（a）内部点；（b）边界点

Fig.  5　Discrete model with difference instead of differential.  (a) Interior points; (b) boundary points
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4. 2　基于平行光近似的自由曲面光束强度调控设计

实例（实例 2）
实例 1 展示了 MA 方法在解决三维空间中任意倾

斜面上光束强度调控问题的优势，在实例 2 中将进一

步展示 MA 方法在自由曲面激光束调控中的优势。本

设计以 2. 1. 2 节中基于平行光近似的自由曲面光束强

图 6　基于点光源近似的自由曲面光强调控的仿真验证。（a）光束整形系统的几何模型；（b）目标面上的预定照度分布；（c）入射面

面形；（d）出射面面形；（e）出射面高斯曲率分布；（f）目标面上辐射照度的仿真结果

Fig.  6　Simulation verification of beam intensity regulation by freeform surface based on point source approximation.  (a) Geometrical 
arrangement of beam shaping system; (b) prescribed irradiance distributions on target planes; (c) entrance surface profile; (d) exit 

surface profile; (e) Gaussian curvature distribution of exit surface; (f) simulation results of irradiance on target planes

图 7　基于点光源近似的自由曲面光强调控的实验验证。（a）自由曲面透镜；（b）实验装置；（c）实验结果

Fig.  7　 Experimental verification of beam intensity regulation by freeform surface based on point source approximation.  (a) Freeform 
lens; (b) experimental setup; (c) experimental result
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度调控模型为基础，目标是对准直后的激光束进行调

控，在给定的垂轴观测平面上产生一个内部带有“光电

工程”图案的方形照明，图案与背景照度比为 3∶1，如
图 8（a）所示。透镜的入射面为平面，出射面为自由曲

面，目标观测面与透镜入射面之间的距离为 500 mm。

激光束的波长为 532 nm，激光束经扩束准直后在透镜

入射面上的强度分布如图 8（b）所示。采用蒙特卡罗

光线追迹仿真得到的目标照明面上的辐射照度分布如

图 8（c）所示，可见该仿真效果与目标效果吻合良好。

图 8（d）给出了透镜出射面的高斯曲率分布。

图 9（a）为通过注塑成型加工得到的自由曲面透

镜，自由曲面面形为凹面，在光照情况下透镜表面会反

射出“光电工程”的字样，这与图 8（d）中的高斯曲率分

布相对应。图 9（b）为实验照明装置，自由曲面由 3D

打印的光阑和夹持器件共同固定。图 9（c）为拍摄记

录到的目标面上的归一化照度图，该结果表明上述基

于平行光近似的自由曲面光束强度调控模型可有效解

决激光束整形问题。

图 8　对平行光的光强进行调控的仿真验证。（a）系统结构图；（b）入射光截面辐射照度分布；（c）仿真结果；（d）自由曲面表面高斯

曲率分布

Fig.  8　 Simulation verification for beam intensity control of parallel light.  (a) System structure; (b) irradiance distribution of incident 
light section; (c) simulation result; (d) Gaussian curvature distribution of freeform surface

图 9　对平行光的光强进行调控的实验验证。（a）自由曲面透镜；（b）实验装置图；（c）实验结果

Fig.  9　Experimental verification for beam intensity control of parallel light.  (a) Freeform lens; (b) experimental setup; (c) experimental 
result

4. 3　自 由 曲 面 光 束 强 度 及 波 前 调 控 设 计 实 例

（实例 3）
上述两个实例展示了 MA 方法在自由曲面光束强

度调控中的有效性和优势，在实例 3 中将进一步展示

MA 方法在自由曲面光束强度和波前调控中的优势。

本实例以 2. 2 节中的自由曲面光束强度及波前调控模

型为基础，目标是采用自由曲面透镜对具有余弦强度

分布的点光源出射光束进行调控，使出射光束具有平

面波前，同时在给定的观测平面上产生如图 10（a）所

示的照度分布。由于需要同时控制光束的强度和波

前，故透镜的入射面和出射面均需为自由曲面，系统的

光路结构如图 10（b）所示。图 10（c）给出了自由曲面

透镜的三维模型。图 10（d）和图 10（e）分别为透镜入

射面和出射面的面形分布，这两张图进一步展示了自

由曲面透镜的非对称性和基于 MA 方法设计得到的自

由曲面面形的连续性。图 10（f）和图 10（g）分别为入

射面和出射面的高斯曲率分布。为验证所提方法对波

前调控的准确性，计算了距离光源 30 mm 处的观测平

面上出射光束的实际波前和理想目标平面波前之间的

光程偏差，如图 10（h）所示，平均光程差为 0. 0315λ，其
中 λ=0. 5461 μm。出射光束在该观测平面上的辐照

度分布如图 10（i）所示。由图 10（h）和图 10（i）可知，实

际光束调控效果与目标之间吻合得较好。该实例也再

次表明上述自由曲面光束强度及波前调控模型的有效

性和 MA 方法的优势。

5　结束语

自由曲面光束调控本质是一个根据输入和目标反

求光学自由曲面的逆问题，在基于理想光源近似的自

由曲面光束调控方法中，MA 方法被认为是最先进的

可自动满足曲面连续可积条件的设计方法。基于 Wu

图 10　点光源光强和波前同时调控的光束整形案例。（a）目标照度分布；（b）系统结构图；（c）自由曲面透镜模型；（d）入射面面形；

（e）出射面面形；（f）入射面高斯曲率；（g）出射面高斯曲率；（h）目标面上的光程差；（i）目标面上的辐射照度分布

Fig.  10　Example of beam shaping with simultaneous control of light intensity and wavefront of point light source.  (a) Target 
illuminance distribution; (b) system structure; (c) freeform lens model; (d) entrance surface profile; (e) exit surface profile; 
(f) Gaussian curvature of entrance surface; (g) Gaussian curvature of exit surface; (h) optical path difference distribution on 

target surface; (i) irradiance distribution on target surface
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4. 3　自 由 曲 面 光 束 强 度 及 波 前 调 控 设 计 实 例

（实例 3）
上述两个实例展示了 MA 方法在自由曲面光束强

度调控中的有效性和优势，在实例 3 中将进一步展示

MA 方法在自由曲面光束强度和波前调控中的优势。

本实例以 2. 2 节中的自由曲面光束强度及波前调控模

型为基础，目标是采用自由曲面透镜对具有余弦强度

分布的点光源出射光束进行调控，使出射光束具有平

面波前，同时在给定的观测平面上产生如图 10（a）所

示的照度分布。由于需要同时控制光束的强度和波

前，故透镜的入射面和出射面均需为自由曲面，系统的

光路结构如图 10（b）所示。图 10（c）给出了自由曲面

透镜的三维模型。图 10（d）和图 10（e）分别为透镜入

射面和出射面的面形分布，这两张图进一步展示了自

由曲面透镜的非对称性和基于 MA 方法设计得到的自

由曲面面形的连续性。图 10（f）和图 10（g）分别为入

射面和出射面的高斯曲率分布。为验证所提方法对波

前调控的准确性，计算了距离光源 30 mm 处的观测平

面上出射光束的实际波前和理想目标平面波前之间的

光程偏差，如图 10（h）所示，平均光程差为 0. 0315λ，其
中 λ=0. 5461 μm。出射光束在该观测平面上的辐照

度分布如图 10（i）所示。由图 10（h）和图 10（i）可知，实

际光束调控效果与目标之间吻合得较好。该实例也再

次表明上述自由曲面光束强度及波前调控模型的有效

性和 MA 方法的优势。

5　结束语

自由曲面光束调控本质是一个根据输入和目标反

求光学自由曲面的逆问题，在基于理想光源近似的自

由曲面光束调控方法中，MA 方法被认为是最先进的

可自动满足曲面连续可积条件的设计方法。基于 Wu

图 10　点光源光强和波前同时调控的光束整形案例。（a）目标照度分布；（b）系统结构图；（c）自由曲面透镜模型；（d）入射面面形；

（e）出射面面形；（f）入射面高斯曲率；（g）出射面高斯曲率；（h）目标面上的光程差；（i）目标面上的辐射照度分布

Fig.  10　Example of beam shaping with simultaneous control of light intensity and wavefront of point light source.  (a) Target 
illuminance distribution; (b) system structure; (c) freeform lens model; (d) entrance surface profile; (e) exit surface profile; 
(f) Gaussian curvature of entrance surface; (g) Gaussian curvature of exit surface; (h) optical path difference distribution on 

target surface; (i) irradiance distribution on target surface
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等的研究工作介绍了 MA 方法的研究进展。针对自由

曲面光束强度调控问题，从 Snell定律和局部能量守恒

定律出发，分别建立了基于点光源近似和基于平行光

近似的自由曲面光束强度调控模型。针对自由曲面光

束强度和波前调控问题，在自由曲面光束强度调控的

基础上，通过施加等光程约束建立了自由曲面光束强

度和波前调控模型。不论是自由曲面光束强度调控还

是强度和波前同时调控，其调控模型都是一个带有非

线性边界条件的 MA 方程。列举了三个设计实例来展

示该自由曲面光束调控模型的有效性和 MA 方法的优

势。MA 方法无需预先规定光线传输路径，无需借助

光阑挡光，仅通过调控自由曲面高斯曲率分布便可实

现对光束能量传输的高效灵活调控。将光束光学扩展

量纳入光束调控是使光束调控系统实现高性能、新功

能和小型化的重要突破口。虽然 MA 方法依赖于理想

光源近似，但是实际光源可视为由无穷多个理想光源

构成，故 MA 方法为今后进一步建立非零扩展度光束

调控方法和进一步实现光束调控系统的轻小型化奠定

了理论基础。
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Research Progress on Monge-Ampère Equation Method for Designing 
Freeform Beam-Shaping Optics

Shen Fanqi, Yang Lin, Wu Rengmao*, Zheng Zhenrong, Li Haifeng, Liu Xu
College of Optical Science and Engineering, Zhejiang University, Hangzhou 310027, Zhejiang, China

Abstract 

Significance　 Freeform surfaces are optical surfaces without linear or rotational symmetry.  Their flexible surface 
geometry offers high degrees of freedom, which can be employed to avoid restrictions on surface geometry and create 
compact yet efficient designs with better performance.  Therefore, freeform surfaces can endow beam shaping with more 
new functions and satisfy the ever-growing demand for advanced beam-shaping systems.

The design of freeform beam-shaping optics can be formulated as follows.  Given an input (a light source) and an 
output (a prescribed irradiance/intensity distribution), one or multiple freeform surfaces are to be designed so that the light 
rays emitted from the source are redirected to produce the prescribed irradiance/intensity distribution.  According to the 
étendue of the light source, the design of freeform beam-shaping optics can be divided into two groups, i. e. , zero-étendue 
algorithms based on ideal source assumption and design algorithms for extended light sources.  The zero- étendue 
algorithms assume that the spatial or angular extent of the light source is zero, which means that only one single ray passes 
through each ray-piercing point on the optical surface.  However, the situation becomes different when the étendue of the 
light source is non-zero.  There are an infinite number of light rays passing through each ray-piercing point on the optical 
surface.  When the influence of the spatial or angular extent of a light source on the performance of the beam -shaping 
system can be ignored, the light source can be considered as an ideal source (a point source or a parallel beam).  Then, the 
design of freeform beam-shaping optics can be greatly simplified by zero-étendue algorithms.  Additionally, as the extended 
light source can be considered to be composed of an infinite number of ideal light sources, most of the current designs of 
freeform beam-shaping optics are involved in zero-étendue algorithms.

The zero- étendue algorithms include three typical methods including the ray mapping method, the support quadratic 
method (SQM), and the Monge-Ampère (MA) method.  A key step in the ray mapping method is to find a ray mapping that 
can satisfy the integrability condition.  Finding such an integrable ray mapping may not be a simple task.  The SQM is a 
process of calculating a set of quadric surfaces which are employed to build a freeform surface, which produces a discrete 
illumination that is an approximation to the prescribed illumination.  This method can achieve very complex irradiance/
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intensity distributions, but it requires tens of thousands of quadratic surfaces to construct smooth and continuous freeform 
surfaces.  In addition, the effectiveness of this method still needs to be further explored when multiple freeform surfaces are 
needed.  The MA method converts the design of freeform beam-shaping optics into an elliptic MA equation with a 
nonlinear boundary condition.  This method reveals the mathematical essence of freeform optics design based on the ideal 
source assumption.  It can satisfy the integrability condition automatically and can be implemented efficiently.  Its 
effectiveness has been proven in a wide variety of applications, and the superiorities are verified in LED and collimated 
laser beam shaping.

Progress　 In 1972, Schruben converted a prescribed irradiance design with a freeform reflector into a highly nonlinear 
partial differential equation of second order and proved that such a differential equation of second order is an MA equation.  
In 2002, Ries demonstrated that a prescribed irradiance design with a freeform lens can be converted into an MA equation 
based on the relationship between the power density and the curvature of the wavefront.  This method can be adopted to 
tackle complex designs without any symmetry.  Finding the solution to the MA equation is a big challenge.  Unfortunately, 
Ries did not introduce the method leveraged to find the solution and did not disclose any further studies on this method in 
the subsequent ten years.  Thus, other researchers in this field had to explore some new ways to solve this inverse 
problem.  In 2013, Wu converted the design of freeform beam-shaping optics into an MA equation and a nonlinear 
boundary, and first disclosed a numerical method to solve the MA equation.  Over the last ten years, Wu generalized the 
MA method to achieve freeform and precise irradiance tailoring in arbitrarily oriented planes, and to design freeform optics 
for flexible and precise control of the intensity and wavefront of a light source.

Conclusions and Prospects　 The MA method relying on the ideal light source assumption is considered as the most 
advanced point source algorithm that satisfies the integrability condition automatically and can be implemented efficiently.  
Additionally, it can be generalized to design freeform beam-shaping optics for extended light sources since an extended 
source can be considered to consist of an infinite number of ideal light sources.  The MA method paves a way for the broad 
application of freeform optics.

Key words optical design; beam shaping; freeform surface; Monge-Ampère equation method; inverse problem
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