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光学复合体系中有效介质理论的适用条件

孙洋， 张用友*

北京理工大学物理学院，北京  102401

摘要  以纳米晶掺杂复合体系为例，研究该类多组分光学材料的有效介电系数随复合体系结构和组分介电系数的变化，

进而分析有效介质理论的适用条件。假定纳米晶被周期性掺杂到背景晶体中，且均为各向同性材料。借助转移矩阵理

论研究发现，当纳米晶和背景晶体的介电系数相差较大时，有效介电系数会表现出波长依赖性。此外，发现复合体系在

其光学能隙处没有有效介电系数，说明此时基于等效介质思想的有效介质理论均不适合描述复合体系的光学性质，这是

因为在物理上均一的光学材料无法形成光学能隙。
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1　引         言
微纳加工技术的快速发展使人们能够合成各种具

有复杂微结构的光学超材料，它们表现出明确的结构和

物性的对应关系。描写超材料光学特性的核心参数是

有效介电系数和有效磁导率，故分析超材料的有效光学

参数一直是电磁计算领域中的一个核心问题。最近，研

究人员通过水相法生成了毫米级甚至厘米级钙钛矿

Cs4PbBr6晶体，并且其中随机嵌入着 CsPbBr3纳米晶［1］。

由于 CsPbBr3纳米晶可对背景 Cs4PbBr6晶体的折射率

进行调控，故此复合光学材料可用作 1/4 波片，具有宽

波带、消色差特性。对于这种复合材料介电系数的分

析，通常可以使用基于等效介质思想的有效介质理论，

如 Maxwell-Garnet有效介质理论［2-5］和 Bruggeman 有效

介质理论［6-8］。然而，它们仅适用于纳米晶和背景晶体介

电系数相差较小的情况，当介电系数相差较大时，给出

的有效介电系数的误差相对较大［9］。

本文为方便讨论此问题，假设纳米晶被周期地掺

杂到背景晶体中。此时，可以采用转移矩阵方法来分

析此复合体系的光学传输性质，并基于光学传输性质

来研究其有效介电系数随复合体系结构和参数的变

化。同时，在此基础上可以进一步研究等效介质思想

即有效介质理论的适用条件。本文采用判定系数 R2

来衡量等效透射谱和原透射谱之间的匹配程度，并由

其判断有效介电系数是否合理，以及有效介质理论是

否适用。此处所用的获取有效介电系数的方法在原理

上与 Fresnel 拟合方法［10-11］是一致的，它们均通过拟合

材料透射谱或反射谱来获得材料的有效介电系数。

在 将 转 移 矩 阵 理 论 获 得 的 有 效 介 电 系 数 与

Bruggeman 有效介质理论获得的有效介电系数进行比

较的过程中发现，Bruggeman 有效介质理论确实仅适

用于纳米晶与背景晶体介电系数相差较小的情况。此

外，Bruggeman有效介质理论给出的有效介电系数仅与

纳米晶的体积分数有关，与波长无关。相反，本文计算

发 现 ，当 纳 米 晶 与 背 景 晶 体 介 电 系 数 相 差 较 大

( )| εA
r - εB

r |> 3 时，有效介电系数与波长相关，这是因为

复合体系中存在光学带隙。为研究该问题，本文安排

如 下 。 首 先 ，在 第 2 章 简 要 介 绍 研 究 模 型 和 回 顾

Bruggeman有效介质理论，并给出转移矩阵理论的详细

计算方案。然后，在第 3章讨论数值计算结果并予以分

析。最后，在第 4 章给出结论，即复合体系的有效介电

系 数 在 纳 米 晶 与 背 景 晶 体 介 电 系 数 相 差 较 大

( )| εA
r - εB

r |> 3 时与波长相关，且在光学能隙处没有有

效介电系数。这说明所有基于等效介质思想的有效介

质理论在光学能隙处均不适合描述复合体系的光学性

质，这是因为均一的光学材料无法形成光学能隙。

2　计算方法

2. 1　模         型
在具体计算过程中，纳米晶被看成是具有立方体

结构（边长为 w）的各向同性光学晶体，在三个方向上

有相同的周期 L，如图 1（a）所示，其中背景晶体由浅色

示意，纳米晶由深色立方体示意。进一步利用纳米晶
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和背景晶体的相对介电系数（分别记为 εA
r 和 εB

r），便可

通过转移矩阵方法计算出 xy平面方向无限、z方向具

有任意周期（层数记为 Z，周期数记为 Z/2）的光学结构

的透射率和反射率。若将该复合体系看成是均匀且各

向同性的大块等效晶体，则可假定其由有效介电系数

ε r，eff 来描述，如图 1（b）所示。通过比较此等效晶体的

透射谱（等效透射谱）与原始结构的透射谱（原透射

谱），即可确定此有效介电系数。

2. 2　有效介质理论

有效介质理论在电磁学中的应用源于 19 世纪的

Biot 和 Arago［12］二人，他们用气体所占体积百分比乘

上各自的折射率来计算混合气体的折射率。到目前为

止，有效介质理论已经发展出了多种方案，较为著名的

是 Maxwell-Garnet有效介质理论和 Bruggeman 有效介

质理论，它们均是 Clausius-Mossotti 关系［13-15］（表示介

电 系 数 与 分 子 极 化 的 关 系）的 变 式 。 本 文 将 与

Bruggeman 有效介质理论作比较。Bruggeman 有效介

质理论将复合体系等效为有效介电系数为 εBr
r，eff 的介质

包裹多个掺杂球体的物理模型，再通过使球体的消光

截面为 0，实现单一介质等效。Bruggeman 有效介质理

论给出的有效介电系数 εBr
r，eff 取决于

f
εA

r - εBr
r，eff

εA
r + 2εBr

r，eff
+ (1 - f ) ε

B
r - εBr

r，eff

εB
r + 2εBr

r，eff
= 0， （1）

式中：f为掺杂晶体 A 的体积分数；εA
r 和εB

r 分别为掺杂

晶体 A 和背景晶体 B 的相对介电系数。

这个理论主要适用于瑞利散射区且要求掺杂颗粒

与背景介电系数相差较小［9］。为扩展该类型理论的适

用范围，研究者们针对其提出了多种改进方案，如非局

域修正［16］、退极化修正［17］和增量 Maxwell-Garnet 公
式［18］等。本文就此利用转移矩阵理论从数值角度来进

行研究，且不仅仅局限于分析 Bruggeman 有效介质理

论的适用范围。一方面，具体量化了掺杂颗粒与背景

介电系数间的差异临界值。另一方面，当掺杂物与母

体间介电系数差异较大时，有效介电系数将表现出波

长依赖性，并且在光学能隙处不存在有效介电系数。

这与数值计算结果一致。

2. 3　转移矩阵理论

本节将给出转移矩阵理论［19-22］的详细计算方案，

针对的是图 1（a）所示的光学结构。在图 1（a）中，掺杂

晶体（纳米晶）A 被看作是边长为 w的立方体，假设其

被均匀地掺杂到背景晶体 B 中，且在三个方向上有相

同的周期 L。因此，系统的相对介电系数 ε r 是周期函

数，满足

ε r( x，y，z)= ε r( x+ L，y，z)= ε r( x，y+ L，z)=
ε r( x，y，z+ L)， （2）

故介电系数在 x方向和 y方向可以展开为

ε r( x，y，z)= ∑
m，n∈ Z

ε( )m，n
r ( z) exp ( imGx x+ inGy y)， （3）

式中：Gx和 Gy分别代表周期晶格在 x方向和 y方向上

的倒格矢大小，表达式为 Gx = Gy = 2π/L；m和 n代表

x方向和 y方向上的展开阶数（取所有整数）。此时，可

以用转移矩阵理论来分析该复合体系的光学透射行

为［23-25］，进而通过光学透射行为来研究有效介质理论

的适用条件。

若假定入射光沿 z轴照射到复合体系上，如图 1
（a）所示，电场沿 x方向，磁场沿 y方向，则它们同样可

以展开为

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

Ex ( )x，y，z = ∑
m，n∈ Z

E ( )m，n
x ( )z exp ( )imGx x+ inGy y

Hy( )x，y，z = ∑
m，n∈ Z

H ( )m，n
y ( )z exp ( )imGx x+ inGy y

，

（4）
场强的各阶分量由 E ( )m，n

x ( z)和 H ( )m，n
y ( z)表示，下面将

基于其来构造转移矩阵。与常见的应用于多层薄膜结

构的转移矩阵相比，该转移矩阵的阶数一般超过两阶，

图 1　纳米晶掺杂背景晶体结构示意图与等效晶体模型。（a）纳米晶掺杂背景晶体结构示意图；（b）等效晶体模型

Fig. 1　 Schematic diagram of nanocrystal-doped composite crystal structure and equivalent crystal model.  (a) Schematic diagram of 
nanocrystal-doped composite crystal structure; (b) equivalent crystal model

这主要是因为 xy平面内的二维周期结构会造成各阶

布洛赫波间的耦合。将式（3）所示的介电系数的傅里

叶展开和式（4）所示的电磁场的傅里叶展开代入麦克

斯韦方程

ì
í
î

∇ × E= iωμ0H

∇ × H= -iωε r ε0E
， （5）

式中：ω为电磁波的频率；μ0 为真空磁导率；ε0 为真空

介电常数。此时，可获得 E ( )m，n
x ( z)和H ( )m，n

y ( z)关于 z的
一阶微分方程组

d
dz

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

Ē x

H̄ y

= iP é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

Ē x

H̄ y

， （6）

式 中 ： Ē x = [E ( )-M，- N
x ( )z E ( )-M，- N+ 1

x ( )z ⋯ E ( )-M，N
x ( )z E ( )-M+ 1，- N

x ( )z ⋯ E ( )M，N
x ( )z ] T

； H̄ y =

[H ( )-M，- N
y ( )z H ( )-M，- N+ 1

y ( )z ⋯ H ( )-M，N
y ( )z H ( )-M+ 1，- N

y ( )z ⋯ H ( )M，N
y ( )z ] T

。其中，M和 N分别是电磁

波 x方向和 y方向上展开阶数m和 n的最大截断值，即m ∈ [ -M， M ]，n∈ [ - N， N ]。因此，两个向量 Ē x和 H̄ y分

别有 (2M+ 1) (2N+ 1)个元素。经过微分运算，可以得到式（6）中系数矩阵 P的形式，即

P=
é

ë

ê
ê
êê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

--
0 ωμ r

--
I

ω
--
ε r

--
0

， （7）

式 中 ：
--
0 为 (2M+ 1) (2N+ 1) 阶 零 矩 阵 ；

--
I 为 (2M+

1) (2N+ 1)阶单位矩阵；μ r 为相对磁导率；
--
ε r 的表达

式为

--
ε r =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úε( )0，0
r ( )z ε( )0，- 1

r ( )z ⋯ ε( )-2M，- 2N
r ( )z

ε( )0，1
r ( )z ε( )0，0

r ( )z ⋯ ε( )-2M，- 2N+ 1
r ( )z

⋮ ⋮ ⋮
ε( )2M，2N

r ( )z ε( )2M，2N- 1
r ( )z ⋯ ε( )0，0

r ( )z

 。

（8）
矩阵

--
ε r中元素的行指标由m、n组合标记，对应的列

指标由m′、n′标记，其中：m和m′为介电系数 x方向的傅

里叶变换阶数，即m和m′的取值范围均为[ -M， M ]；n
和 n′为 介 电 系 数 y 方 向 的 傅 里 叶 变 换 阶 数 ，即

n和  n′的取值范围均为 [ - N， N ]。因此，矩阵
--
ε r 中的

元 素 由 ε( )mn，m′n′
r ( z)= ε( )m- m′，n- n′

r ( z) 给 出 ， 而

ε( )m- m′，n- n′
r ( z)由式（3）给出，具体通过对实空间的介电

系数 ε r( x， y， z)进行傅里叶变换得到。

若在 z处选取厚度为 h的薄层，则其转移矩阵Q为

Q= exp ( iPh)， （9）
通过在 z方向上进行分层处理，便可得到复合体系的

总转移矩阵QT，其表达式为

QT = Q JQ J- 1⋯Q j⋯Q 2Q 1， （10）
式中：Q j为第 j层的转移矩阵；J为总层数，其值等于 z
方向的周期数 Z/2。然后，根据材料上下表面的电场

强度和磁场强度的连续边界条件，便可以求出复合体

系的各阶透射率和反射率。在求解过程中，为保证数

值收敛，所采用的算法是稳定的严格耦合波近似

解法［23， 26-31］。

在获得复合体系的原透射谱后，为求复合体系的

有效介电系数，将进一步将其看成是一块具有有效介

电系数 ε r，eff 的等效晶体，如图 1（b）所示，而有效介电系

数可通过比较等效晶体的透射谱即等效透射谱与原透

射谱来确定。由于等效晶体为各向同性材料，故其无

非零阶衍射，也就是说在计算等效透射谱时，无需考虑

非零阶衍射。

2. 4　透射谱比较

在衡量等效透射谱与原透射谱的一致性时，通过

计算它们的判定系数 R2 来作判断，其定义式为

R2 = 1 -
∑
i
( )yi - fi

2

∑
i
( )yi -

-
y

2 ， （11）

式中：yi对应于原透射谱在各个波长下的透射率；
-
y对

应于原透射谱的平均值；fi对应于等效晶体在各个波

长下的透射率。R2 的值越接近于 1，表明等效透射谱

与原透射谱越一致。

3　数值计算与讨论

为计算复合体系的有效介电系数，在光传输的 z
方向一共考虑了 100层，而在 xy平面方向上认为材料

是二维无限大的。图 2 中实线表示转移矩阵方法计算

得到的复合体系的原透射谱，采用的背景晶体和纳米

晶的介电系数有两组取值，分别为 εB
r = 3. 5、εA

r = 23. 0
和 εA

r = 12. 5、εB
r = 20. 0，如图 2（a）和图 2（b）所示，对

应的晶格周期和纳米晶边长分别为 L= 0. 1 μm 和

w= 0. 019 μm。图 2 中点线为基于 Bruggeman 有效介

电系数计算的等效透射谱，其仅能在部分波段与复合

体系的原透射谱吻合，表明等效介质思想难以较好地

描述复合体系在宽波段内的光学性质，特别是在体系

的能隙处。这不仅暗示了系统的有效介电系数具有波

长依赖性，还暗示等效介质思想在光学能隙处可能不

适用。下面将利用转移矩阵理论来研究有效介电系数

与复合体系结构参数间的相互关系，并与 Bruggeman
有效介质理论进行对比。

图 3 给出了有效介电系数随纳米晶介电系数的变

化关系，其中实线代表 Bruggeman 有效介质理论给出

的结果，而圆圈代表转移矩阵理论给出的有效介电系
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这主要是因为 xy平面内的二维周期结构会造成各阶

布洛赫波间的耦合。将式（3）所示的介电系数的傅里

叶展开和式（4）所示的电磁场的傅里叶展开代入麦克

斯韦方程

ì
í
î

∇ × E= iωμ0H

∇ × H= -iωε r ε0E
， （5）

式中：ω为电磁波的频率；μ0 为真空磁导率；ε0 为真空

介电常数。此时，可获得 E ( )m，n
x ( z)和H ( )m，n

y ( z)关于 z的
一阶微分方程组

d
dz

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

Ē x

H̄ y

= iP é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

Ē x

H̄ y

， （6）

式 中 ： Ē x = [E ( )-M，- N
x ( )z E ( )-M，- N+ 1

x ( )z ⋯ E ( )-M，N
x ( )z E ( )-M+ 1，- N

x ( )z ⋯ E ( )M，N
x ( )z ] T

； H̄ y =

[H ( )-M，- N
y ( )z H ( )-M，- N+ 1

y ( )z ⋯ H ( )-M，N
y ( )z H ( )-M+ 1，- N

y ( )z ⋯ H ( )M，N
y ( )z ] T

。其中，M和 N分别是电磁

波 x方向和 y方向上展开阶数m和 n的最大截断值，即m ∈ [ -M， M ]，n∈ [ - N， N ]。因此，两个向量 Ē x和 H̄ y分

别有 (2M+ 1) (2N+ 1)个元素。经过微分运算，可以得到式（6）中系数矩阵 P的形式，即

P=
é

ë

ê
ê
êê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

--
0 ωμ r

--
I

ω
--
ε r

--
0

， （7）

式 中 ：
--
0 为 (2M+ 1) (2N+ 1) 阶 零 矩 阵 ；

--
I 为 (2M+

1) (2N+ 1)阶单位矩阵；μ r 为相对磁导率；
--
ε r 的表达

式为

--
ε r =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úε( )0，0
r ( )z ε( )0，- 1

r ( )z ⋯ ε( )-2M，- 2N
r ( )z

ε( )0，1
r ( )z ε( )0，0

r ( )z ⋯ ε( )-2M，- 2N+ 1
r ( )z

⋮ ⋮ ⋮
ε( )2M，2N

r ( )z ε( )2M，2N- 1
r ( )z ⋯ ε( )0，0

r ( )z

 。

（8）
矩阵

--
ε r中元素的行指标由m、n组合标记，对应的列

指标由m′、n′标记，其中：m和m′为介电系数 x方向的傅

里叶变换阶数，即m和m′的取值范围均为[ -M， M ]；n
和 n′为 介 电 系 数 y 方 向 的 傅 里 叶 变 换 阶 数 ，即

n和  n′的取值范围均为 [ - N， N ]。因此，矩阵
--
ε r 中的

元 素 由 ε( )mn，m′n′
r ( z)= ε( )m- m′，n- n′

r ( z) 给 出 ， 而

ε( )m- m′，n- n′
r ( z)由式（3）给出，具体通过对实空间的介电

系数 ε r( x， y， z)进行傅里叶变换得到。

若在 z处选取厚度为 h的薄层，则其转移矩阵Q为

Q= exp ( iPh)， （9）
通过在 z方向上进行分层处理，便可得到复合体系的

总转移矩阵QT，其表达式为

QT = Q JQ J- 1⋯Q j⋯Q 2Q 1， （10）
式中：Q j为第 j层的转移矩阵；J为总层数，其值等于 z
方向的周期数 Z/2。然后，根据材料上下表面的电场

强度和磁场强度的连续边界条件，便可以求出复合体

系的各阶透射率和反射率。在求解过程中，为保证数

值收敛，所采用的算法是稳定的严格耦合波近似

解法［23， 26-31］。

在获得复合体系的原透射谱后，为求复合体系的

有效介电系数，将进一步将其看成是一块具有有效介

电系数 ε r，eff 的等效晶体，如图 1（b）所示，而有效介电系

数可通过比较等效晶体的透射谱即等效透射谱与原透

射谱来确定。由于等效晶体为各向同性材料，故其无

非零阶衍射，也就是说在计算等效透射谱时，无需考虑

非零阶衍射。

2. 4　透射谱比较

在衡量等效透射谱与原透射谱的一致性时，通过

计算它们的判定系数 R2 来作判断，其定义式为

R2 = 1 -
∑
i
( )yi - fi

2

∑
i
( )yi -

-
y

2 ， （11）

式中：yi对应于原透射谱在各个波长下的透射率；
-
y对

应于原透射谱的平均值；fi对应于等效晶体在各个波

长下的透射率。R2 的值越接近于 1，表明等效透射谱

与原透射谱越一致。

3　数值计算与讨论

为计算复合体系的有效介电系数，在光传输的 z
方向一共考虑了 100层，而在 xy平面方向上认为材料

是二维无限大的。图 2 中实线表示转移矩阵方法计算

得到的复合体系的原透射谱，采用的背景晶体和纳米

晶的介电系数有两组取值，分别为 εB
r = 3. 5、εA

r = 23. 0
和 εA

r = 12. 5、εB
r = 20. 0，如图 2（a）和图 2（b）所示，对

应的晶格周期和纳米晶边长分别为 L= 0. 1 μm 和

w= 0. 019 μm。图 2 中点线为基于 Bruggeman 有效介

电系数计算的等效透射谱，其仅能在部分波段与复合

体系的原透射谱吻合，表明等效介质思想难以较好地

描述复合体系在宽波段内的光学性质，特别是在体系

的能隙处。这不仅暗示了系统的有效介电系数具有波

长依赖性，还暗示等效介质思想在光学能隙处可能不

适用。下面将利用转移矩阵理论来研究有效介电系数

与复合体系结构参数间的相互关系，并与 Bruggeman
有效介质理论进行对比。

图 3 给出了有效介电系数随纳米晶介电系数的变

化关系，其中实线代表 Bruggeman 有效介质理论给出

的结果，而圆圈代表转移矩阵理论给出的有效介电系
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数。透射谱的计算区间取为 [0. 4 μm， 2. 0 μm ]，圆圈

的大小代表等效透射谱相对原透射谱的判定系数 R2。

计算中所采用的周期为 L= 0. 1 μm，纳米晶的边长为

w= 0. 05 μm，z方向上的层数为 Z= 100。图 3 明确

显示当纳米晶介电系数与背景晶体介电系数相差较小

时，即 | εA
r - εB

r |< 3，R2 接近 1，表明此时有效介电系数

能够很好地描述复合体系的光学透射行为。相反，当

纳米晶介电系数与背景晶体介电系数相差较大时，即

| εA
r - εB

r |> 3，等效介质思想无法给出一个适合整个波

段 ( )[0. 4 μm， 2. 0 μm ] 的有效介电系数。另外，从图 3
可以看出转移矩阵理论的计算结果与 Bruggeman 有效

介质理论一致，说明 Bruggeman 有效介质理论仅适用

于纳米晶与背景晶体介电系数之间相差较小的情况。

物理上，两种方法都属于有效介质理论，故它们在介电

系数对比度较大时都不适用。然而，从后面的计算结

果可以看到，若考虑有效介电系数的波长依赖性，有效

介质理论可以进一步推广到介电系数对比度较大的情

况，但仍然不适用于体系的能隙处，这是因为材质单一

的材料无法形成能隙。这会导致有效介质理论计算结

果的误差随着介电系数对比度的增加而增加。

有效介质理论适用于介电系数对比度较小情况的

结论也可以从图 4（a）中看出。图 4（a）给出了在纳米

晶体积分数 f= (w/L) 3
不变的情况下复合体系有效介

电系数随晶格周期 L的变化，其中纳米晶和背景晶体

的介电系数分别取为 εA
r = 2 和 εB

r = 3，相互之间的差

值较小。图 4（a）说明有效介电系数几乎不随周期变

化，且转移矩阵理论和 Bruggeman 有效介质理论给出

的结果一致。

当体积分数 f取不同值时，复合体系的有效介电

系数会发生明显变化，如图 4（b）所示，其中周期固定

图 2　不同参数下复合体系的原透射谱和等效晶体的透射谱。（a） εA
r = 23. 0，εB

r = 3. 5，w= 0. 019 μm，εBr
r，eff = 3. 55；（b） εA

r = 12. 5，
εB

r = 20. 0，w= 0. 019 μm，εBr
r，eff = 19. 94

Fig.  2　Original transmission spectra of composite system and transmission spectra of equivalent crystal under different parameters.  
(a) εA

r = 23. 0, εB
r = 3. 5, w= 0. 019 μm, εBr

r,eff = 3. 55; (b) εA
r = 12. 5, εB

r = 20. 0, w= 0. 019 μm, εBr
r,eff = 19. 94

图 3　 εBr
r，eff 和转移矩阵理论计算出的有效介电系数随纳米晶

介电系数的变化关系

Fig.  3　εBr
r,eff and effective dielectric constant computed by 

transfer-matrix method varying with dielectric constant 
of nanocrystal
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为 L= 0. 1 μm，对应的体积分数正比于纳米晶边长的

三次方。当体积分数较小时，有效介电系数接近于背

景晶体的介电系数 εB
r = 3。当体积分数较大时，有效

介电系数接近于纳米晶的介电系数 εA
r = 2。该行为符

合物理过程。然而，当纳米晶和背景晶体的介电系数

相差较大时，如图 3 所示，转移矩阵理论和 Bruggeman
有效介质理论给出的有效介电系数均无法合适地描写

复合体系在整个波段范围 ( )[0. 4 μm， 2. 0 μm ] 内的光

学透射，说明此时等效介质思想存在不足。由于图 2
显示等效透射谱与原透射谱只能在部分波段内符合较

好，且所采用的纳米晶和背景晶体的介电系数相差较

大，故可以推测在纳米晶和背景晶体的介电系数相差

较大 ( )| εA
r - εB

r |> 3 时，复合体系的有效介电系数可能

与波长相关。

因此，在图 5（a）、（c）中通过转移矩阵理论分析了

复合体系的有效介电系数随波长的变化关系。在计算

过程中，纳米晶边长和周期被固定为w= 0. 019 μm 和

L= 0. 1 μm，对应纳米晶的体积分数为 0. 69%，小于

2%，此时可以不考虑淬灭效应。计算分析中始终将纳

米晶和背景晶体的介电系数当成实数，不计入材料的

激发与损耗效应，故所得结论主要由结构和介电环境

决定。在图 5（a）、（b）中，取 εA
r = 23. 0、εB

r = 3. 5，而在

图 5（c）、（d）中 ，取 εA
r = 12. 5、εB

r = 20. 0。 因 为

Bruggeman 有效介质理论和转移矩阵理论给出的有效

介 电 系 数 都 无 法 有 效 描 写 复 合 体 系 在 整 个 区 间

( )[0. 3 μm， 2. 0 μm ] 的光学透射行为，所以在图 5 中计

算透射谱时将计算范围从较大的 [0. 3 μm， 2. 0 μm ]缩
小为较小的 [ λ- 5 nm， λ+ 5 nm ]，然后再变化波长 λ，
依次计算窄波段内的有效介电系数，得到其随 λ的变

化情况。具体来说，在每个 10 nm 长度波段内给出一

个有效介电系数，再计算其在长为 10 nm 波段范围内

的 透 射 谱 ，最 终 组 合 得 到 整 个 波 段

( )[0. 4 μm， 2. 0 μm ] 的等效透射谱，如图 5（b）、（d）中

点线所示。这个计算方案考虑了有效介电系数与波长

的相关性。图 5（a）、（c）展示了有效介电系数随波长的

变化关系，其表明有效介电系数与波长密切相关。圆

圈的中心位置代表有效介电系数的大小，而圆圈的大

小代表窄波段 ( )[ λ- 5 nm， λ+ 5 nm ] 内等效透射谱

相较于原透射谱的 R2。除了图 5（a）中 0. 4 μm 附近与

图 5（c）中 0. 4 μm 和 0. 9 μm 附近，在大部分情况下，R2

均接近于 1。因此，该方法给出的有效介电系数能较

好地描述复合体系的光学透射行为。转移矩阵理论计

算 表 明 ，复 合 体 系 的 有 效 介 电 系 数 要 分 别 大 于

Bruggeman 有 效 介 质 理 论 所 预 测 的 值（3. 55 和

19. 94），如图 5（a）、（c）中的实线所示。因此，这再一次

说明 Bruggeman 有效介质理论无法有效描述纳米晶和

背景晶体介电系数相差较大的情况。这是因为较大的

介电系数震荡能够引起较强的光学散射，特别是在复

合体系的光学能隙处，如图 5（a）所示的 0. 4 μm 附近与

图 5（c）所示的 0. 35~0. 45 μm 波段和 0. 84~0. 96 μm
波段。由于有效介质理论均把复合体系等效为均一材

料，而均一材料是没有能隙的，故在光学能隙处没有有

效介电系数。换句话说，带隙导致了介电系数的不连

续行为。因此，基于等效介质思想的有效介质理论，如

本 文 主 要 讨 论 的 转 移 矩 阵 方 法 和 用 作 对 比 的

Bruggeman 有效介质理论，均不能有效描述复合体系

在光学能隙处的光学性质。这可以从原透射谱与等效

透射谱的比较中看出，如图 5（b）、（d）所示。原透射谱

在有效介质理论失效的地方确实存在一个能隙，如图

5（b）中 0. 4 μm 附近与图 5（d）中 0. 4 μm 和 0. 9 μm 附

近所示。

考虑到图 5（a）、（b）和图 5（c）、（d）中纳米晶和背

景晶体介电系数的相对大小不一样，该结论应不依赖

于复合系统中光学组分介电系数的相对关系。这样便

可以推断，虽然该结论源于对周期性光学复合体系的

分析，但是其也应同样适用于其他具有光学能隙的体

系，如 Anderson 无序光学系统。这是因为从物理上来

图 4　εBr
r，eff 和转移矩阵方法计算的有效介电系数随掺杂周期和纳米晶边长的变化。（a）掺杂周期；（b）纳米晶边长

Fig.  4　 εBr
r,eff and effective dielectric constant computed by transfer-matrix method varying with doping period and side length of 

nanocrystal.  (a) Doping period; (b) side length of nanocrystal
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讲，均一的等效晶体无法形成光学能隙，故基于等效介

质思想的有效介质理论应均不能描述复合体系在光学

能隙处的行为。

4　结         论
借助转移矩阵理论研究了纳米晶周期性掺杂背景

晶体的复合体系的有效介电系数，并分析了有效介质

理论的适用条件。计算表明，当纳米晶与背景晶体介

电系数相差较小时，即 | εA
r - εB

r |< 3 时，复合体系的有

效介电系数与 Bruggeman 有效介质理论的结果相一

致。然而，当纳米晶与背景晶体介电系数相差较大时，

即 | εA
r - εB

r |> 3 时，Bruggeman 有效介质理论无法有效

描写复合体系的有效介电系数。此时，复合体系的有

效介电系数与波长相关，这超出了 Bruggeman 有效介

质理论的适用范围。针对此问题，基于转移矩阵理论

进行进一步研究，一方面发现有效介电系数确实与波

长有关，另一方面发现基于等效介质思想的有效介质

理论均不能描述复合体系在光学能隙处的行为，这可

归因于均一的等效晶体无法形成光学能隙。
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permittivity of optical metamaterials and discusses the application scope of the effective medium theory.



0524001-8

研究论文 第  43 卷  第  5 期/2023 年  3 月/光学学报

Methods　For convenience, we assume that the nanocrystals are periodically doped into the background crystal to form a 
composite system and the nanocrystals and background crystal are isotropic.  These allow us to use the transfer-matrix 
method to calculate the transmission spectrum of the composite system, and then obtain the effective dielectric constant of 
the composite system by comparing the transmission spectrum of the original structure with that of the equivalent crystal.  
The matching degree between equivalent transmission spectrum and original transmission spectrum is measured by the 
coefficient of determination R2.  A larger value of R2 means the effective dielectric constant is more accurate.

Results and Discussions　This work analyzes the dependence of the effective dielectric constant of composite crystals on 
the dielectric constant of each component, the geometry parameters of composite crystals, and the light wavelength.  The 
comparison of the effective dielectric constants obtained from the transfer-matrix method and the Bruggeman effective 
medium theory separately indicates that the Bruggeman effective medium theory is indeed only applicable to the case with a 
small difference between the dielectric constants of the doped and background crystals (Fig.  3).  The effective permittivity 
given by Bruggeman effective medium theory only relates to the volume fraction of nanocrystals and is independent of the 
light wavelength (Fig.  2 and Fig.  4).  However, it is found that the effective dielectric constants rely on the light 
wavelength after the comparison of the equivalent transmission spectrum and the original transmission spectrum by the 
transfer-matrix method (Fig.  5).  In particular, there is no effective dielectric constant at the optical band gap of the 
composite system due to the scattering of optical lattices.

Conclusions　 When the difference between the dielectric constants of nanocrystals and background crystal is small, the 
effective dielectric constant of the composite system is consistent with the result of Bruggeman effective medium theory.  
However, when the wavelength dependence of the effective dielectric constant is considered, the effective medium theory 
can be extended to the case with a large difference.  This can broaden the application scope of the effective medium theory.  
It is also found that there is no effective dielectric constant at the optical band gap of the composite system as a 
homogeneous material has no band gap.  These conclusions can provide theoretical guidance for research on the optical 
properties of composite materials and help determine whether the effective medium theory is applicable.

Key words optics at surfaces; optical metamaterial; transfer-matrix method; effective medium theory; effective 
permittivity; composite system
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