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基于六光子双数态的量子增益显微成像
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摘要  基于六光子双数态，研究了两输出光子计数测量方案的最大似然估计量及其相位灵敏度，并用最大似然估计量重

构双折射样品的二维显微图像。数值结果表明，两组两输出测量方案可以避免暗点处的相位灵敏度发散，从而克服显微

图像的散斑问题。与单光子情况相比，重构的图像整体品质因子接近于理想的六光子双数态增益因子。
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1　引         言
基于干涉仪的高精密相位测量与估值问题是度量

学的重要研究内容之一［1］。随着科技的发展和探测器

小型化的要求，各种器件的工作原理遵从量子力学的

基本原理，催生了所谓的量子度量学［2-4］，它借助光和

多粒子系统的量子关联特性来实现对某一个（或多个）

物理参量的高分辨和高灵敏度测量［5-11］。基于光量子

干涉仪的量子度量和成像技术作为有望应用的量子技

术之一，受到各国的高度重视。与传统光学显微技术

不同，量子多光子显微要求在极弱光条件下进行（避免

损伤生物样品），利用入射光的量子关联特性来提高样

品的成像品质，实现所谓的超灵敏度显微成像［12-13］。

基于光量子干涉的相位度量和显微成像研究起源

于相干光 Mach-Zehnder 干涉实验。若在干涉仪的一

个输入端注入相干光，另一端闲置，光强测量的输出信

号呈现振荡干涉信号正比于 cos2(θ 2 )或 sin2(θ 2 )（θ
为相位），条纹间距约为入射光波长的一半，称为瑞利

衍射极限［1］。相应地，相位灵敏度达到标准量子极限

（SQL），即 δθSQL = 1 N，其中 N为入射光光子数目。

1981 年 ，Caves［14］提 出 了 相 干 光 - 压 缩 真 空 光 作 为

Mach-Zehnder 干涉仪的输入态（简称压缩光干涉仪），

通过光强差测量可实现相位测量精度超越标准量子极

限 δθ= exp ( )- || ξ n̄ ≤ 1 n̄，其中 | ξ |为压缩真空

态 ξ 的压缩因子［14］，n̄为平均光子数目。后续研究表

明未知相位 θ的测量精度可以进一步提高，达到所谓

的 Heisenberg 极限 δθHL = 1 n̄［15］。

根据量子度量学的一般原理，相位测量精度遵从

Cramér-Rao 不等式 δθ≥ δθCRB= 1 F ( )θ ，其中相位

估 计 精 度 的 下 限 ——Cramér-Rao 界（CRB）由 经 典

Fisher 信息 F (θ)度量［2-5］，它依赖于具体测量方案和数

据处理方式。Pezz等［15］考虑压缩光干涉仪的符合光子

计数测量，发现对于任一相位真值 θ∈ ( - π， π)，经典

Fisher 信息为 F (θ)≈ O ( n̄2)，表明相位测量精度可以

全局饱和 Heisenberg 极限 δθCRB ≈ 1 n̄。他们将相位测

量精度的提高归因于光路中 N光子纠缠态的出现，即

NOON 态［4-11］。

符合计数测量是基于压缩光干涉仪相位度量的最

优测量方案［15-16］，同时又是一个多光子纠缠态制备方

案。2007 年，Hofmann 等［17］指出符合光子计数测量可

导致相干光-压缩真空光坍塌到一个N光子态，它与理

想 NOON 态的保真度大于 92%。2010 年，Afek 等［10］

成功地演示了两光子和三光子符合计数实验，发现探

测信号的对比度均超过 90%，为后续发展基于纠缠的

量子多光子显微提供了良好的实验平台和技术支撑。

2013 年，Ono 等［12］首次实现了量子纠缠增益的显微成

像，他们利用两光子 NOON 态作为差分显微镜的入射

光，发现成像品质比经典光照情况提高了 1. 35 倍。

2014 年，Israel等［13］利用两光子和三光子纠缠光演示超

灵敏度显微成像，实现成像品质比相干光照射提高

N 倍，其中入射光子数目 N为2或3。很显然，更高的

品质因子需要大 N纠缠光源。目前 Afek 等［10］成功地

演示了五光子探测信号，但对比度仅为 42%。 2013
年，Xiang 等［18］演示了六光子双数态的符合计数实验，

发现输出信号的对比度可达到 94%。此外，对于所谓

的单条纹测量方案，任一 N光子双数态的 Fisher 信息
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大于 N光子纠缠态，该成果表明进一步研究基于六光

子双数态的量子显微成像的重要性。

本文提出了基于双数态 n H ⊗ n V 的量子显微成

像（下角标 H 和 V 为光场的横向和纵向偏振模式），该

态最早由 Holland 等［19］提出，成像品质的增益因子可达

η= δθSQL δθCRB = ( )N+ 2 2 ，其中 N= 2n为双数态

光子数目。与文献［12-13］类似，采用两输出光子计数

测量方案，先证明多次测量后相位分布函数接近于一

个高斯分布，最大似然估计量是渐近无偏的，能够饱和

相位估计精度的下限——CRB。其次，以六光子双数

态为例，数值演示单组和两组两输出测量方案，给出特

定光子探测事件的测值概率、相位分布函数和最大似

然估计量。与单组两输出测量方案比较，发现有无偏

置相位的两组两输出测量方案可以避免暗点处相位灵

敏度的发散，从而克服显微图像的散斑问题。与单光

子图像比较，两组两输出测量方案的图像品质因子接

近于六光子双数态增益因子 η= 2。

2　双数态的两输出光子计数

如图 1 所示，具体考虑偏振干涉仪，任一双模数态

标记为 n1 H ⊗ n2 V。定义偏振光的斯托克斯矢量，

如 Jz = ( nH - nV ) 2 由横向和纵向偏振模式编码，nl =
a†
l al为 l模式光子数算符。相应地，Jx由对角（D）和反

对角（A）偏振模式编码，Jy由左旋（L）和右旋（R）偏振

模式编码，分别定义为

ì
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ï

Jx = a†
H aV + a†

V aH

2 = nD - nA

2

Jy = a†
H aV - a†

V aH

2i = nL - nR

2

。 （1）

光场偏振态可用 Jz 算符的本征态展开，定义为

| j，m = n H ⊗ n V，其中 j= ( )n1 + n2 2 =N 2为总角

动量数，m= ( )n1 - n2 2 为赝自旋磁量子数。当 n1 =
n2 = n时，双数态可简写为 n H ⊗ n V = | j，0 ［19-20］。类

似地，单光子态 1 H ⊗ 0 V 和 0 H ⊗ 1 V 也可以写成角

动量态 j= 1 2，m= ±1 2 。如图 1 所示，干涉仪初态

通过第一个偏振分束器（PBS）后，聚焦在双折射样品

上，然后在第二个 PBS 上进行 N光子探测，并通过计

算机进行数据处理。偏振干涉仪由 PBS［由幺正变换

exp (-iπJy/2 ) 描述］、相位积累［exp ( iθJz )］、末端 PBS 
［exp ( iπJy/2 )］和两个 N光子探测器构成，前三个操作

又可以用一个幺正变换［exp (-iθJx )］描述，即

U ( θ )= exp ( iπJy/2) exp ( iθJz) exp ( - iπJy/2)= exp ( - iθJx)= exp ( iπJz/2) exp ( - iθJy) exp ( - iπJz/2)。（2）

针对末态U ( θ ) | j，0 进行光强差测量，测量结果

m的概率为

 Pm ( θ )= | j，m U ( )θ j，0 | 2 =

[ ]j，m exp ( )-iθJy j，0
2
， （3）

其中 m= - j，- j+ 1，⋯，j，共有 N+ 1 个可能取值。

例如，对于 六 光子双数态和单光子态，测值概率分

别为
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3 cos θ+ 5cos ( )3θ
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2

p1 2( )θ = cos2( )θ/2
     。 （4）

在图 2（a）、（b）中，实线代表拟合后的测值概率，

虚线代表理想的测值概率。图 2（c）、（d）中插图为真

值附近的放大图。对于六光子双数态，发现 P 0 ( θ )在
特定相位处为 0，如 θD = arctan ( 2/3 ) 处，此处称为

暗点或盲点。对于单光子态，暗点在 θD = π 处。

根据量子度量学的一般理论，相位测量精度遵从

CRB［2-5］，即

Δθ≥ ΔθCRB = 1
NF ( θ )

， （5）

其中经典 Fisher信息 F ( θ )可表示为

F ( θ )=∑
m

1
Pm ( )θ

é

ë
ê
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ê ∂Pm ( )θ

∂θ
ù

û
úúúú

2

。 （6）

图 1　基于偏振光干涉仪的显微成像［13］

Fig.  1　Microscopy based on polarized light interferometer [13]

对于双数态 | n
H

⊗ | n
V

= | j，0 ，由式（3）可知，

Pm ( θ )的一阶导数为

∂Pm ( )θ
∂θ = 2 Pm ( θ ) j，m ( - iJy) exp ( - iθJy) | j，0 ，

（7）
将 Pm ( θ ) 和 ∂Pm ( θ ) /∂θ代入式（6）中可得经典 Fisher
信息为

F (θ)= 4 j，0 J 2
y j，0 = 1

2 N (N+ 2)。 （8）

为了方便起见，定义有效的单次测量相位灵敏度

δθCRB ≡ N ΔθCRB = 1 F ( θ )  。由式（8）可知，在双

数态情况下，Fisher 信息与相位无关，故可以实现在一

个完整相位区间中的全局相位估计［17］。此时，估计精

度可达到 Heisenberg 极限 δθCRB = 2 N ( )N+ 2 ≈

2 N，它与标准量子极限 δθSQL = 1 N 之比可定义

双数态相位灵敏度的增强因子，即

η= δθSQL

δθCRB
= N+ 2

2 ， （9）

对于六光子双数态（N= 6），增益因子的理想结果

为 η= 2。
相位灵敏度的增强因子随 N的增大而增大，但目

前实验中仅实现了少光子双数态。 2013 年， Xiang
等［18］针对六光子双数态提出了一个所谓的单条纹检

测，这种测量方案将探测事件 n1 = n2 = n（m= 0）标记

为测量结果“+”，其他探测事件记作“-”，这实际上就

是两输出测量，最早是由 Sun 等［21］提出的。由式（3）可

得结果“+”的测值概率为 P+(θ)= P 0 (θ)，故 P-(θ)=
1 - P 0 (θ)。若单光子态为干涉仪的输入态，将 n1 = 1
和 n2 = 0 探测事件视为测量结果“+”，将探测事件

n1 = 0和  n2 = 1 视为测量结果“-”，相应的测值概率为

P+(θ)= P 1/2(θ) 和 P-(θ)= P-1/2(θ)= 1 - P 1/2(θ)。
对于两输出测量，相位测量精度依然用 Fisher 信息度

量，即
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F͂ ( θ )= ∑
k= ±

fk ( )θ =
[ ]P ′+( )θ 2

P+( )θ P-( )θ ，

fk( )θ =
[ ]P ′k( )θ 2

Pk( )θ
      

， （10）

式中：P ′k(θ)= ∂Pk( )θ ∂θ。将测量结果“+”的测值概

率代入 F͂ ( θ )，得到任意两输出测量方案的 CRB δθ=
1 F͂ ( θ )，通常依赖于具体相位 θ。针对六光子双数

态，两输出测量的相位灵敏度如图 3（a）中虚线所示，

最优相位灵敏度在 θ=0 处出现，Fisher 信息的最大值

为 F (0)= 20，相当于在式（8）中取N=6。在单光子态

情况下，F͂ ( θ )= 1，与具体 θ值无关。

作为最简单的情况，两输出测量方案在量子信息

图 2　两输出测量下的测值概率和似然函数。（a）六光子双数态的测值概率；（b）单光子态的测值概率；（c）六光子双数态的似然函数；

（d）单光子态的似然函数

Fig.  2　Measurement probability and likelihood function of binary-outcome measurement.  (a) Measurement probability of six-photon 
twin-Fock state; (b) measurement probability of single-photon state; (c) likelihood function of six-photon twin-Fock state; 

(d) likelihood function of single-photon state
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和量子计量学领域中被广泛应用，如两输出光子计数

测量［12-13， 20-25］和宇称测量［26-31］等。对于任一两输出测量

方案，在特定相移 θ处进行多次独立测量，并统计测量

结果“±”的出现次数N±，其中总测量次数为N}=N+ +
N-。测值概率随 θ的变化可由干涉仪校准过程测得，

即对于任意相位 θ∈ ( - π， π)，统计每一测量结果出现

的频率 N± N。干涉仪校准之后，对于某一特定相位

真值 θ0 的估计，可由反函数估计量度量，即

θ+ = P+
-1 (N+ N )， （11）

式中：P+
-1 (⋅)为 P+ (⋅)的反函数。同理可求另一个测量

结果的反函数估计量 θ- = P-
-1 (N- N )。在两输出测

量方案中，可以证明反函数估计量为 θ+ ≈ θ- ≈ θ0，且

等价于最大似然估计量。根据概率统计相关理论，两

输出测量方案的似然函数遵从二项分布

L ( θ )∝ [P+(θ) ]N+[P-(θ) ]N-

， （12）
当N±~O (N )≫ 1 时，二项分布近似为一个高斯分布

L ( θ )∝ exp (-
[ ]N+-NP+( )θ 2

2 ( ΔN+ )2 )= exp [ -NB (θ) ]，

（13）
式中：( ΔN+ )2 = NP+(θ) P-(θ)可以标记二项分布的

方差。此外，引入

B (θ)=
[ ]N+ N- P+( )θ 2

2P+( )θ P-( )θ = ∑
k= ±

[ ]N k N- Pk( )θ 2

2Pk( )θ ，

（14）
将 Pk(θ)在 θ= θk处进行泰勒展开，对于每一个测量结

果 k ( k= ±)，得

Pk(θ)≈ Pk(θk)+
|

|

|
||
|∂Pk( )θ

∂θ
θk

(θ- θk)， （15）

式中：θk 为相位真值 θ0 附近方程 Pk(θ)= N k N的单

根。因此，可得到

B (θ)≈ ∑
k= ±

fk( )θk
2 (θ- θk) 2

， （16）

式中：fk(θ)为测量结果 k ( k= ±)对经典 Fisher 信息的

贡献，由式（10）定义。将式（16）代入式（13）中可得

L ( θ )∝ exp
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê - ( )θ- θmle

2

2 ( σmle )2

ù

û

ú
úú
ú
， （17）

式中：

σmle = 1

N ∑
k= ±

fk( )θk
， （18）

图  3　两输出测量方案的相位灵敏度和重构的显微图像。（a）六光子双数态的相位灵敏度；（b）单光子态的相位灵敏度；（c）六光子

双数态的最大似然估计量重构出的显微图像；（d）单光子态的最大似然估计量重构出的显微图像

Fig.  3　Phase sensitivity and reconstructed microscopy image of binary-outcome measurement.  (a) Phase sensitivity of six-photon twin-

Fock state; (b) phase sensitivity of single-photon state; (c) microscopy image reconstructed by maximum-likelihood estimator of 
six-photon twin-Fock state; (d) microscopy image reconstructed by maximum-likelihood estimator of single-photon state
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θmle = ∑
k= ±

ck( )θk θk

ck( )θ = ( )N σmle

2

fk( )θ
    。 （19）

上述解析结果［式（10）~（19）］并不依赖于具体的

干涉仪模型和干涉仪初态，适用于任意两输出测量方

案，对于多输出测量方案也同样适用［32-33］。当 N≫ 1
时，似然函数可近似为一个高斯分布，通过其峰值位置

所对应的相位可确定最大似然估计量。式（19）表明最

大似然估计量可表示为反函数估计量的线性组合，组

合系数正比于各自测量结果对 Fisher 信息的贡献

fk(θ)，最大似然估计量的性能指标可由 68. 3% 置信区

间 σmle 度量［15-16］。注意到，反函数估计量为 θ+ ≈ θ- ≈
θ0，因此有 ∑

k= ±
fk( )θk ≈ F͂ ( θ0 )和  σmle ≈ 1 NF͂ ( θ0 )，表

明 θmle 的涨落可渐近饱和两输出测量的 CRB。下一章

具体考虑六光子双数态，用最大似然估计量的严格解

θmle［式（12）峰值所对应的相位］重构样品的二维相位

分布，如图 3（c）、（d）所示。

3　基于两输出测量的显微成像

3. 1　实验不完美分析

Xiang 等［18］基于六光子双数态实验测量了 P+ ( θ )
随相位的变化曲线，发现对比度可达 94%。考虑到探

测效率［34］、光子损耗［35］、噪声等因素会导致实验不完

美，最大 Fisher 信息为 F (θmin)≈ 20，小于理想结果

F (0)= 24，且最优工作点 θmin ≠ 0。为了唯象地考虑

实验不完美，进行替换［25］，得到修正后的测值概率为

P im
+ ( θ )= AP+ ( θ )+ B， （20）

式中：P+ ( θ )为理想情况下测值概率；A和 B为与相位

无关的参数，与输出信号的可见度有关。为了方便起

见，用记号 κ={A，B}标记：对于六光子双数态，取

κ={0. 9450， 0. 0315}；对 于 单 光 子 态 ，取 κ=
{0. 9880， 0. 0396}。 上 述 方 法 可 以 很 好 模 拟 Xiang
等［18］的实验，尤其是同样可实现 94% 的对比度。更加

精准的方法说明可见文献［36］。

由于没有实验数据，利用 P im
+ ( θ )模拟两输出测量

方案，这相当于实际实验中的干涉仪校准过程  ［12， 14］，具

体步骤：1）在每个给定的 θ∈ ( - π，π)产生N个随机数

字 { }ξ1， ξ2， ⋯， ξN ，若 ξi ( i= 1， 2， ⋯， N ) 满 足 0 ≤
ξi ≤ P im

+ ( θ )，则可视为测量结果为“+”，从而可以得到

出现次数N+ 和频率N+ N，同样可以很容易得到测量

结果为“-”的次数，即N- = N- N+；2）针对给定的 θ，
重复上述过程M次，得到测量结果“+”的出现频率的

平均值和标准差，为方便起见，令全文中平均值的记号

为 x = ∑
i

x M；3）将出现频率的平均值随 θ的变化

拟合成一个函数 P fit
+ ( θ )，为方便起见，取拟合函数为

P fit
+ ( θ )= aP+ ( θ )+ b，其中拟合参数记为 κ͂={a， b}。

在图 2（a）、（b）中，针对每一个给定的相位 θ，取六

光子双数态的总测量次数为 N= 100，单光子态的总

测量次数为 N= 600，统计测量结果“+”出现的频率

为 N+ N。相应的重复次数M分别为60和360，得到测

量 结 果“+”出 现 的 频 率 为 { N ( 1 )
+ N， N ( 2 )

+ N， ⋯， 
N (M )

+ N}，由此得到出现频率的平均值 N+ N 和标准

差 。 最 后 ，将 出 现 频 率 平 均 值 随 θ 的 变 化 拟 合 成

P fit
+ ( θ )，其中双数态时 κ͂={0. 945，0. 030}，单光子态时

κ͂={0. 987，0. 004}，如图 2（a）、（b）中实线所示。

干涉仪校准结束后，进一步模拟相位度量实验。

对于六光子双数态，严格数值解表明似然函数在一个

完整相位区间内可呈现多峰结构，无法选取唯一的最

大似然估计量，该现象也被称为相位模糊性［37-39］。最

近的工作表明［20］，将 N光子双数态和单光子态分别注

入干涉仪中，可得到总相位分布函数的单峰结构，从而

消除相位模糊性。

假定相位真值处于 θ0 ∈ ( 0， θD )，对于六光子双数

态，暗点为 θD = arctan ( 2/3 )≈ 0. 68，对于单光子

态，暗点为 θD = π。上述做法相当于在上述相位区间

里选取一个平坦的先验概率［14］，即将式（12）中似然函

数 改 写 为 L ( θ )∝ p0 (θ) [P+(θ) ]N+[P-(θ) ]N-

，其 中 当

θ∈ ( 0， θD ) 时，先验概率为 p0 (θ)= 1。新的似然函数

仅有一个峰，故可以唯一地确定最大似然估计量。对

于每一个给定的相位真值 θ0，数值生成N个随机数，并

统计出测量结果“+”出现的次数，即 N+ = N+ ( θ0 )。
将 N+ 和 P fit

+ ( θ ) 代入式（12）和式（15）中，得到似然函

数的严格解和近似解，以及最大似然估计量 θmle。上述

过程构成单次相位度量过程［15］。在图 2（c）、（d）中，取

固定的相位真值为 θ0 = 0. 17，如竖实线所示。根据测

值概率得到 100 个随机数，并统计测量结果“±”出现

的次数，将测量次数代入式（12）和式（13）中可分别得

到似然函数的严格解和近似解，如图 2（c）和图 2（d）中

的实线和虚线所示。对于足够大的 N，可以发现二者

几乎重合并且趋向于一个高斯分布，如式（17）所示。

重 复 上 述 操 作 ，得 到 M 个 估 计 量 θmle =
{θ ( 1 )

mle， θ ( 2 )
mle， ⋯， θ (M )

mle }，估计量的品质由均方根误差度

量，即

σ= ( )θmle - θ0
2 = Var ( θmle )+ ( )θmle - θ0

2
，

（21）
式中：Var ( θmle )= θ 2

mle - θmle
2
。单次测量的均方根

误差 N σ理应与两输出测量方案的理论结果 δθ=
1 F͂ ( θ ) 吻合。

将 P ( )fit
+ ( θ ) 代入 F͂ ( θ )，得到两输出测量的相位灵

敏度为 1 F͂ ( θ )，如图 3（a）、（b）中实线所示。与虚线

所示的理想结果不同，实验不完美导致相位灵敏度在
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θmle = ∑
k= ±

ck( )θk θk

ck( )θ = ( )N σmle

2

fk( )θ
    。 （19）

上述解析结果［式（10）~（19）］并不依赖于具体的

干涉仪模型和干涉仪初态，适用于任意两输出测量方

案，对于多输出测量方案也同样适用［32-33］。当 N≫ 1
时，似然函数可近似为一个高斯分布，通过其峰值位置

所对应的相位可确定最大似然估计量。式（19）表明最

大似然估计量可表示为反函数估计量的线性组合，组

合系数正比于各自测量结果对 Fisher 信息的贡献

fk(θ)，最大似然估计量的性能指标可由 68. 3% 置信区

间 σmle 度量［15-16］。注意到，反函数估计量为 θ+ ≈ θ- ≈
θ0，因此有 ∑

k= ±
fk( )θk ≈ F͂ ( θ0 )和  σmle ≈ 1 NF͂ ( θ0 )，表

明 θmle 的涨落可渐近饱和两输出测量的 CRB。下一章

具体考虑六光子双数态，用最大似然估计量的严格解

θmle［式（12）峰值所对应的相位］重构样品的二维相位

分布，如图 3（c）、（d）所示。

3　基于两输出测量的显微成像

3. 1　实验不完美分析

Xiang 等［18］基于六光子双数态实验测量了 P+ ( θ )
随相位的变化曲线，发现对比度可达 94%。考虑到探

测效率［34］、光子损耗［35］、噪声等因素会导致实验不完

美，最大 Fisher 信息为 F (θmin)≈ 20，小于理想结果

F (0)= 24，且最优工作点 θmin ≠ 0。为了唯象地考虑

实验不完美，进行替换［25］，得到修正后的测值概率为

P im
+ ( θ )= AP+ ( θ )+ B， （20）

式中：P+ ( θ )为理想情况下测值概率；A和 B为与相位

无关的参数，与输出信号的可见度有关。为了方便起

见，用记号 κ={A，B}标记：对于六光子双数态，取

κ={0. 9450， 0. 0315}；对 于 单 光 子 态 ，取 κ=
{0. 9880， 0. 0396}。 上 述 方 法 可 以 很 好 模 拟 Xiang
等［18］的实验，尤其是同样可实现 94% 的对比度。更加

精准的方法说明可见文献［36］。

由于没有实验数据，利用 P im
+ ( θ )模拟两输出测量

方案，这相当于实际实验中的干涉仪校准过程  ［12， 14］，具

体步骤：1）在每个给定的 θ∈ ( - π，π)产生N个随机数

字 { }ξ1， ξ2， ⋯， ξN ，若 ξi ( i= 1， 2， ⋯， N ) 满 足 0 ≤
ξi ≤ P im

+ ( θ )，则可视为测量结果为“+”，从而可以得到

出现次数N+ 和频率N+ N，同样可以很容易得到测量

结果为“-”的次数，即N- = N- N+；2）针对给定的 θ，
重复上述过程M次，得到测量结果“+”的出现频率的

平均值和标准差，为方便起见，令全文中平均值的记号

为 x = ∑
i

x M；3）将出现频率的平均值随 θ的变化

拟合成一个函数 P fit
+ ( θ )，为方便起见，取拟合函数为

P fit
+ ( θ )= aP+ ( θ )+ b，其中拟合参数记为 κ͂={a， b}。

在图 2（a）、（b）中，针对每一个给定的相位 θ，取六

光子双数态的总测量次数为 N= 100，单光子态的总

测量次数为 N= 600，统计测量结果“+”出现的频率

为 N+ N。相应的重复次数M分别为60和360，得到测

量 结 果“+”出 现 的 频 率 为 { N ( 1 )
+ N， N ( 2 )

+ N， ⋯， 
N (M )

+ N}，由此得到出现频率的平均值 N+ N 和标准

差 。 最 后 ，将 出 现 频 率 平 均 值 随 θ 的 变 化 拟 合 成

P fit
+ ( θ )，其中双数态时 κ͂={0. 945，0. 030}，单光子态时

κ͂={0. 987，0. 004}，如图 2（a）、（b）中实线所示。

干涉仪校准结束后，进一步模拟相位度量实验。

对于六光子双数态，严格数值解表明似然函数在一个

完整相位区间内可呈现多峰结构，无法选取唯一的最

大似然估计量，该现象也被称为相位模糊性［37-39］。最

近的工作表明［20］，将 N光子双数态和单光子态分别注

入干涉仪中，可得到总相位分布函数的单峰结构，从而

消除相位模糊性。

假定相位真值处于 θ0 ∈ ( 0， θD )，对于六光子双数

态，暗点为 θD = arctan ( 2/3 )≈ 0. 68，对于单光子

态，暗点为 θD = π。上述做法相当于在上述相位区间

里选取一个平坦的先验概率［14］，即将式（12）中似然函

数 改 写 为 L ( θ )∝ p0 (θ) [P+(θ) ]N+[P-(θ) ]N-

，其 中 当

θ∈ ( 0， θD ) 时，先验概率为 p0 (θ)= 1。新的似然函数

仅有一个峰，故可以唯一地确定最大似然估计量。对

于每一个给定的相位真值 θ0，数值生成N个随机数，并

统计出测量结果“+”出现的次数，即 N+ = N+ ( θ0 )。
将 N+ 和 P fit

+ ( θ ) 代入式（12）和式（15）中，得到似然函

数的严格解和近似解，以及最大似然估计量 θmle。上述

过程构成单次相位度量过程［15］。在图 2（c）、（d）中，取

固定的相位真值为 θ0 = 0. 17，如竖实线所示。根据测

值概率得到 100 个随机数，并统计测量结果“±”出现

的次数，将测量次数代入式（12）和式（13）中可分别得

到似然函数的严格解和近似解，如图 2（c）和图 2（d）中

的实线和虚线所示。对于足够大的 N，可以发现二者

几乎重合并且趋向于一个高斯分布，如式（17）所示。

重 复 上 述 操 作 ，得 到 M 个 估 计 量 θmle =
{θ ( 1 )

mle， θ ( 2 )
mle， ⋯， θ (M )

mle }，估计量的品质由均方根误差度

量，即

σ= ( )θmle - θ0
2 = Var ( θmle )+ ( )θmle - θ0

2
，

（21）
式中：Var ( θmle )= θ 2

mle - θmle
2
。单次测量的均方根

误差 N σ理应与两输出测量方案的理论结果 δθ=
1 F͂ ( θ ) 吻合。

将 P ( )fit
+ ( θ ) 代入 F͂ ( θ )，得到两输出测量的相位灵

敏度为 1 F͂ ( θ )，如图 3（a）、（b）中实线所示。与虚线

所示的理想结果不同，实验不完美导致相位灵敏度在
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θ= 0、 图3( a )中右侧竖线所示的θ= θD 等 处 发 散 ，这

是因为在 P fit
+ ( θ )极值点处 F͂ ( θ )= 0，无法提取任何相

位信息。数值计算还表明，对于六光子双数态，最优工

作 点 出 现 在 图 3（a）中 左 边 竖 线 所 示 的 θmin =
0. 25 rad ≈ 15° 处，Fisher 信息最大值为 F͂ (θmin)≈ 20，

最 优 相 位 灵 敏 度 为 δθmin = 1 F͂ ( θmin ) ≈ 0. 224，与

Xiang 等［18］结果一一致。由此可得，量子增益因子为 ῆ=
1 ( N δθmin ) ≈ 1. 82，略低于六光子双数态的理想结

果 η= 2。对于单光子态，最优工作点为图 3（b）中左

侧竖线所示的 θmin = 1. 839 rad ≈ π/2，最优相位灵敏

度为 δθmin = 1. 024，略大于理想结果 1。
图 3（a）、（b）中，对于每一个相位真值 θ0 ∈ ( 0， θD )，

数值计算有效的单次测量误差为 N σ，如图中的实心

圆所示，其中 σ由式（21）定义。对于足够大的N，可以

发现实心圆与两输出测量方案的理论结果吻合，即

N σ≈ 1 F͂ ( θ )，表明最大似然估计量能够渐近饱

和两输出测量方案的相位估计下限——CRB，如图 3
（a）、（b）中的水平线所示。图 3（a）、（b）中插图给出了

估计量平均值 θmle 与相位真值 θ0 的关系，发现二者近

乎相等，表明两输出测量方案的最大似然估计量是无

偏的。在图 3（c）、（d）中，采用最大似然估计量重构样

品的二维相位分布。在图 3 中，对于六光子双数态，随

机数个数取为N= 200，对于单光子态，随机数个数取

为N= 1200。
3. 2　基于单组两输出测量的显微成像

类似于 Israel 等［13］在光路中选取一个合适的偏置

相位 φ，使得总相位 θ= φ+ ϕ ( x，y )在图 3（c）、（d）所

示的实线所围区域处于最优工作点 θmin，其中样品的实

际相位分布取为

ϕ ( x，y )= 0. 1 + 0. 437 cos6 [ 2( x- π/2 )2 + y 2 ]。（22）
重构过程：1）在每一确定空间点 ( x，y )或像素点

( i，j ) 处进行 N次两输出测量并且记录测量结果“+”

的出现次数N+ ( i，j )，将N+ 和 P fit
+ ( θ )代入式（12）所示

的二项分布 L ( θ ) 中，数值计算二项分布最大值所对

应的相位，即最大似然估计量 θmle ( i，j )；2）扣除偏置相

位，用估计量 ϕmle ( i，j )= θmle ( i，j )- φ重构样品相位

分布，图 3（c）、（d）对应于六光子双数态和单光子态

重 构 的 二 维 图 像 ，其 中 像 素 点 个 数 取 为 N plex =
NxNy = 1600，偏 置 相 位 分 别 取 为 φ= 0. 15 和 φ=
1. 47，使得实线所围区域内最大似然估计量处于最优

相位工作点。

根据 Israel等［13］研究成果，成像品质由局域区域估

计量的标准差度量，记为 LSD ψ 。类似地，取六光子双

数态的随机数个数为 N= 200，单光子态的随机数个

数为N= 1200，使得透过每一个像素点的光子总数目

相同。通过数值计算图 3（c）、（d）中实线所围区域内

最 大 似 然 估 计 量 的 标 准 差 ，得 到 单 光 子 态 的

LSD 1，0 为0. 031，六光子双数态的 LSD 3，3 为  0. 016，二者

之比为 LSD 1，0 LSD 3，3 = 1. 93，与图 3（a）、（b）中实线显

示出来的量子增益因子 ῆ≈ 1. 82 吻合，接近于理想的

六光子双数态增益因子 η= 2。从图 3（c）还可以看出，

六光子双数态情况下的图像中出现了散斑，这是因为

特定 ( i，j )处透过样品的相位 θ= φ+ ϕ ( i，j )接近于暗

点 θD = arctan ( 2/3 )≈ 0. 68，该 处 F͂ ( θD )≈ 0，相 位

灵敏度发散。

3. 3　两组两输出测量

为了克服散斑，考虑了有无偏置相位情况下两组

两输出测量方案，并将所有测量结果组合起来得到最

大似然估计量，用于重构二维显微图像 ϕmle ( i，j )。在

第一组测量过程中，光路中并无偏置相位，对于每一

个 相 移 ϕ 进 行 两 输 出 光 子 计 数 测 量 ，测 量 次 数 为

N ( 1 ) = N ( 1 )
+ + N ( 1 )

- ，其中 N ( 1 )
± 对应于测量结果“±”出

现的次数。在第二组测量过程中，光路中设置一个合

适的偏置相位 φ，类似于 Israel 等［13］的做法，并对每个

相移 ϕ进行两输出测量，测量次数为 N ( 2 ) = N ( 2 )
+ +

N ( 2 )
- 。 上 述 两 组 两 输 出 测 量 的 总 测 量 次 数 为 N=

N ( 1 ) + N ( 2 )。针对六光子双数态，图 4（a）给出了两组

两输出情况下的测值概率，其中偏置相位取为 φ=

-0. 3θD ≈ -0. 204 rad，暗点为 θD = arctan ( 2/3 ) ≈
0. 68。

对于两组两输出测量方案，似然函数［25］为

L͂ ( ϕ )∝ [P ( 1 )
+ ]N

( 1 )
+ [P ( 1 )

- ]N
( 1 )

- [P ( 2 )
+ ]N

( 2 )
+ [P ( 2 )

- ]N
( 2 )

-

，（23）
引进简写记号 P ( 1 )

k = Pk(ϕ)、P ( 2 )
k = Pk(φ+ ϕ)，下角标

为 k= ±，相应的测量结果出现次数分别为 N ( 1 )
± 和

N ( 2 )
± 。类似于式（13），似然函数可写成

L͂ ( ϕ )∝ exp{ - [N ( 1 )B ( 1 ) + N ( 2 )B ( 2 )] }， （24）
式中：

B ( i ) = ∑
k= ±

[ ]N ( )i
k N ( )i - P ( )i

k

2

2P ( )i
k

，    i= 1， 2。 （25）

图 4（b）~（e）给 出 了 不 同 N 情 况（N= 10、
N= 50、N= 100 和 N= 500）下，似然函数的严格解

（实线）和近似解（虚线）随相位的变化曲线，其中实竖

线对应于相位真值 ϕ 0 = 0. 159，虚竖线给出了最大似

然估计量。类似于式（15），将测值概率 P ( )1
k 和 P ( )2

k 在各

自反函数估计量 ϕ= ϕ ( i )
k 处展开，即

P ( )i
k (ϕ)≈ P ( )i

k [ ]ϕ ( i )
k +

|

|

|
||
|∂P ( )i

k

∂ϕ
ϕ ( i )
k

[ϕ- ϕ ( i )
k ]， （26）

由此可得

 B ( i ) ≈ ∑
k= ±

[ ]∂P ( )i
k ∂ϕ

2

2P ( )i
k

[ϕ- ϕ ( i )
k ] 2

=

∑
k= ±

f ( )ik [ ]ϕ ( i )
k

2 [ ]ϕ- ϕ ( i )
k

2
， （27）

式中：f ( )ik ( ϕ )= 1
P ( )i
k
[ ∂P ( )i

k ∂ϕ ] 2
。将式（27）代入式（24）

中，得到似然函数

L͂ ( ϕ )∝ exp
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê
- ( )ϕ- ϕ͂mle

2

2σ͂ 2

ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
， （28）

式中：

σ͂= 1

∑
k= ±

{ }N ( 1 ) f ( 1 )
k [ ]ϕ ( 1 )

k + N ( 2 ) f ( 2 )
k [ ]ϕ ( 2 )

k

，（29）

最大似然估计量为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ϕ͂mle ≈ 1
2 ∑

k= ±
[ ]a ( 1 )

k ϕ ( 1 )
k + a ( 2 )

k ϕ ( 2 )
k

a ( i )
k = σ͂ 2N ( i ) f ( 2 )

k [ ]ϕ ( i )
k

   ， （30）

注意到 P ( 1 )
k = Pk(ϕ)、P ( 2 )

k = Pk(φ+ ϕ)，故去掉上标后

f ( 2 )
k ( ϕ )= fk ( )1 ( ϕ+ φ )= fk ( ϕ+ φ )。 此 外 ，注 意 到

ϕ ( 2 )
k ≈ ϕ ( 1 )

k + φ≈ ϕk + φ，故可知

σ͂≈ 1

∑
k=±

[ ]N ( 1 ) fk ( ϕk )+N ( 2 ) fk ( ϕk+φ )
≈ 1

F tot ( ϕ )
，

（31）
式中：F tot ( ϕ )为两组两输出测量方案的总 Fisher 信息，

定义为

F tot ( ϕ )= N ( )1 F͂ ( ϕ )+N ( )2 F͂ ( ϕ+ φ )。 （32）
注意到式（23）~（32）同样不依赖具体的干涉仪模

型和干涉仪初态，适用于任意两组两输出测量方案。

上述解析结果表明，两组两输出测量方案的似然函数

也可以近似为一个高斯分布，并且最大似然估计量可

渐近地饱和 CRB，如图 4（f）中水平线所示。

如图 4（b）~（e）所示，随着N的增大，似然函数与

相位变化曲线接近于一个高斯分布，与式（28）的理论

预期吻合，似然函数严格解（实线）和近似解（虚线）在

相位真值 ϕ 0 = 0. 159 处几乎重合，虚竖线给出最大似

然估计量。估计量的性能指标可用式（31）度量，渐近

地饱和 CRB。为了与显微成像的品质因子一致，

图 4（f）中取估计量的均方根误差，即式（21）。对于每

一个给定相位真值 ϕ 0，可以发现有效单次测量的误差

N σ（实心圆）也能够渐近饱和相位估计精度的下限

图  4　两组两输出测量方案下的测值概率和似然函数。（a）六光子双数态两组两输出方案有无偏置相位情况的测值概率；（b）N=
10 时的似然函数；（c）N=50 时的似然函数；（d）N=100 时的似然函数；（e）N=500 时的似然函数；（f）两组两输出方案的相位

灵敏度随 ϕ 0 的变化

Fig.  4　Measurement probabilities and likelihood functions of two binary-outcome measurement schemes.  (a) Measurement 
probabilities of two binary-outcome measurement schemes for six-photon twin-Fock state with and without offset phase; 
(b) likelihood function at N=10; (c) likelihood function at N=50; (d) likelihood function at N=100; (e) likelihood function at 

N=500; (f) phase sensitivity varying with ϕ 0 for two binary-outcome measurement schemes
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∑
k= ±

f ( )ik [ ]ϕ ( i )
k

2 [ ]ϕ- ϕ ( i )
k

2
， （27）

式中：f ( )ik ( ϕ )= 1
P ( )i
k
[ ∂P ( )i

k ∂ϕ ] 2
。将式（27）代入式（24）

中，得到似然函数

L͂ ( ϕ )∝ exp
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê
- ( )ϕ- ϕ͂mle

2

2σ͂ 2

ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
， （28）

式中：

σ͂= 1

∑
k= ±

{ }N ( 1 ) f ( 1 )
k [ ]ϕ ( 1 )

k + N ( 2 ) f ( 2 )
k [ ]ϕ ( 2 )

k

，（29）

最大似然估计量为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ϕ͂mle ≈ 1
2 ∑

k= ±
[ ]a ( 1 )

k ϕ ( 1 )
k + a ( 2 )

k ϕ ( 2 )
k

a ( i )
k = σ͂ 2N ( i ) f ( 2 )

k [ ]ϕ ( i )
k

   ， （30）

注意到 P ( 1 )
k = Pk(ϕ)、P ( 2 )

k = Pk(φ+ ϕ)，故去掉上标后

f ( 2 )
k ( ϕ )= fk ( )1 ( ϕ+ φ )= fk ( ϕ+ φ )。 此 外 ，注 意 到

ϕ ( 2 )
k ≈ ϕ ( 1 )

k + φ≈ ϕk + φ，故可知

σ͂≈ 1

∑
k=±

[ ]N ( 1 ) fk ( ϕk )+N ( 2 ) fk ( ϕk+φ )
≈ 1

F tot ( ϕ )
，

（31）
式中：F tot ( ϕ )为两组两输出测量方案的总 Fisher 信息，

定义为

F tot ( ϕ )= N ( )1 F͂ ( ϕ )+N ( )2 F͂ ( ϕ+ φ )。 （32）
注意到式（23）~（32）同样不依赖具体的干涉仪模

型和干涉仪初态，适用于任意两组两输出测量方案。

上述解析结果表明，两组两输出测量方案的似然函数

也可以近似为一个高斯分布，并且最大似然估计量可

渐近地饱和 CRB，如图 4（f）中水平线所示。

如图 4（b）~（e）所示，随着N的增大，似然函数与

相位变化曲线接近于一个高斯分布，与式（28）的理论

预期吻合，似然函数严格解（实线）和近似解（虚线）在

相位真值 ϕ 0 = 0. 159 处几乎重合，虚竖线给出最大似

然估计量。估计量的性能指标可用式（31）度量，渐近

地饱和 CRB。为了与显微成像的品质因子一致，

图 4（f）中取估计量的均方根误差，即式（21）。对于每

一个给定相位真值 ϕ 0，可以发现有效单次测量的误差

N σ（实心圆）也能够渐近饱和相位估计精度的下限

图  4　两组两输出测量方案下的测值概率和似然函数。（a）六光子双数态两组两输出方案有无偏置相位情况的测值概率；（b）N=
10 时的似然函数；（c）N=50 时的似然函数；（d）N=100 时的似然函数；（e）N=500 时的似然函数；（f）两组两输出方案的相位

灵敏度随 ϕ 0 的变化

Fig.  4　Measurement probabilities and likelihood functions of two binary-outcome measurement schemes.  (a) Measurement 
probabilities of two binary-outcome measurement schemes for six-photon twin-Fock state with and without offset phase; 
(b) likelihood function at N=10; (c) likelihood function at N=50; (d) likelihood function at N=100; (e) likelihood function at 

N=500; (f) phase sensitivity varying with ϕ 0 for two binary-outcome measurement schemes



0427001-8

研究论文 第  43 卷  第  4 期/2023 年  2 月/光学学报

N / F tot ( ϕ )（实线）。与单组两输出测量的相位灵

敏度（虚线）比较，发现两组两输出测量的相位灵敏度

N / F tot ( ϕ ) 在暗点处并不发散。图 4（f）中的插图

给出了估计量平均值 ϕ ( i )
mle 与相位真值 ϕ 0 的关系，发

现二者近乎相等，表明两组两输出测量方案的最大似

然估计量是无偏的。图 4（b）~（e）插图对应于似然函

数在相位真值附近的放大图，图 4（a）、（f）中随机数个

数为N= 500，重复次数为M= 60。
与单组两输出方案类似，得到两组两输出测量方

案的最大似然估计量重构样品相位分布，如图 5（a）、 
（b）所示，测量次数分别为 N= 200和  N= 1000，可发

现散斑已经被消除，测量次数越大，图像越接近于样品

实际的相位信息。对于两组两输出测量方案，显微图

像的整体品质可由均方根误差度量，即

ERMSE = ∑
i，j
[ ]ϕ͂mle( )i，j - ϕ ( )i，j

2
N plex ，（33）

式中：ϕ ( i，j)为实际样品相位分布，假定未知。取N=
1000 情况的图像代替实际相位分布，计算图 5（a）的均

方根误差，并与之前单组两输出测量的局域误差进行

比较。具体比较图 5（a）的均方根误差和图 3（c）实线

区域内的局域误差，二者采用的随机数个数相同。数

值结果表明，图 5（a）的均方根误差为 ERMSE = 0. 019，
图 3（c）实线区域内的局域误差为 LSD 3，3 = 0. 016。二

者大小接近，表明两组两输出方案可以高精度地重构

样品的相位信息，即每一个像素点处的估计量接近于

最优相位工作点。

4　结         论
与具体模型无关，先解析地证明单组和两组两输

出测量方案的似然函数都近似于高斯分布，最大似然

估计量是渐近无偏的，并且能饱和上述两种测量方案

的相位测量下限。基于六光子双数态，研究了两输出

光子计数测量方案的最大似然估计量及其相位灵敏

度，并用最大似然估计量重构双折射样品的二维显微

图像。结果表明，两组两输出测量方案可以避免暗点

处相位灵敏度发散，从而克服显微图像的散斑问题。

重构的图像中每一个像素点处的最大似然估计量接近

于最优相位工作点，图像的整体品质因子由估计量的

均方根误差度量。与单光子图像相比，六光子双数态

的增益因子为 ῆ= 1 ( N δθmin ) ≈ 1. 82，接近于理想

的增益因子 η= 2。
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comparison with that of the NOON states.  Therefore, it is interesting to investigate the super-sensitive microscopy using 
the N-photon twin-Fock states of light.  Recently, it is shown that the visibility of the six-photon count rate can reach 
94%, which is significantly better than that of the five-photon NOON state (42%).  Here, we investigate quantum-

enhanced microscopy illuminated by the twin-Fock state of the light.  With a combination of two binary-outcome 
measurements with and without an offset phase shift, it is shown that the divergence of the phase sensitivity at certain 
phase shifts can be removed, which avoids the imaging speckles.  We hope our observations can be helpful on the quantum-

enhancement microscopy with the large-N twin-Fock states.

Methods　A binary-outcome photon counting measurement is employed in present work, where the detection event with 
equal number of photons is a measurement outcome.  All the other detection events are treated as another outcome.  
Starting from general principle of quantum metrology, we first calculate the Fisher information and the Cramer-Rao lower 
bound (CRB) of the phase sensitivity, which determine the enhancement factor of the imaging quality for the N-photon 
twin-Fock states.  Then, we derive the phase distribution (the likelihood function) and the maximum likelihood estimator 
(MLE) by considering the binary-outcome measurements.  Using Monte Carlo method, we simulate the measurement 
probabilities of the six-photon twin-Fock state and the single-photon state, where the experimental imperfection is added 
artificially.  The microscopy imaging is reconstructed using numerical result of the MLE.  Finally, we derive the likelihood 
function and show the microscopy imaging for a combination of two binary-outcome measurements with and without an 
offset phase shift.

Results and Discussions　 With a large enough repeated binary-outcome photon counting measurement, it is shown that 
the likelihood function can be well approximated by a Gaussian function [Figs.  2 (c) and 2 (d)], where its peak determines 
the MLE.  To confirm it, we analytically derive the approximate results of the likelihood function and the MLE [Eqs.  (12)-
(19)], which shows that the MLE can saturate the CRB asymptotically.  The above results also hold for a combination of 
two binary-outcome measurements with and without an offset phase shift [Figs.  4 (b)-(e) and Eqs.  (23)-(32)].  For the six-

photon twin-Fock state, the divergence of the phase sensitivity at a certain phase shift can be removed by comparing 
Fig.  3(a) and Fig.  4(f).  Therefore, the microscopy imaging with a combination of two binary-outcome measurements can 
avoid the imaging speckles [Fig.  3 (c) and Fig.  5 (a)].  The overall quality of the imaging in Fig.  5 (a), quantified by the 
root-mean-square error of the MLE, outperforms that of classical light illumination by a factor of 1. 82, approaching to its 
theoretical prediction.

Conclusions　Regardless of the specific model, we first prove analytically that the likelihood functions of single and two 
groups of binary-outcome photon counting measurements can approximate a Gaussian function, the maximum likelihood 
estimator is asymptotically unbiased which can saturate the lower limit of phase measurement of the above two 
measurement schemes.  Based on the six-photon twin-Fock state, this paper studies the maximum likelihood estimator and 
phase sensitivity of the binary-outcome photon counting measurements, and reconstructs the two-dimensional microscopy 
imaging of the birefringent sample with the MLE.  Our results show that a combination of binary-outcome photon counting 
measurements can avoid the divergence of phase sensitivity at dark spots, thus overcoming the speckle problem of 
microscopy imaging.  The maximum likelihood estimator at each pixel in the reconstructed image is close to the optimal 
phase working point, and the overall quality factor of the image is measured by the root-mean-square error of the estimator.

Key words quantum optics; quantum metrology; phase sensitivity; twin-Fock states; quantum-enhancement phase 
microscopy
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