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摘要  本征正交分解（POD）方法已经广泛应用于时间变化随机场的分析，但其直接法或快照法存在自身固有缺陷，前者

使关联矩阵求解特征值和特征向量较为困难，后者的有限抽样帧数会影响对随机场的统计特性分析。鉴于此，本文建立

了基于泽尼克（Zernike）多项式加权系数的 Zernike-POD 方法，用于气动光学效应的波前模态统计分析。对于圆域问题，

Zernike 多项式阶数给定后，各阶加权系数与波前分布是一一对应的，并且通常用几百阶多项式就足以复原各种复杂波面

形状。Zernike-POD 方法由对波前本身改为对 Zernike 多项式加权系数的分解和模态计算，由于多项式阶数远少于波前

的空间离散点数，因此，关联矩阵的维数降低，计算量减少，计算效率显著提高。Zernike-POD 方法不损失空间分辨率，同

时不需要限制最高采样帧数，因此，时间统计特性不受影响，预估的波前模态具有较高的时空分辨率。为验证该方法的

有效性，用大涡模拟方法开展圆柱绕流数值仿真，并计算圆柱尾迹卡门涡街结构产生的时间系列气动光学效应数据，将

该数据用于波前模态分析，波前空间分辨率为 100×100，采样帧数为 2 万帧，Zernike 多项式阶数取为 217 阶。一阶模态与

稳态波前分布相似，二阶与三阶、四阶与五阶模态近似互为配对关系；前 10 阶模态能够基本复原波面形状，前 49 阶模态

含能在 97% 以上，用完整模态重构的波前与原始波前没有本质差异；模态加权系数及其功率谱随阶数增加而呈下降趋

势，前五阶模态加权系数的功率谱尖峰频率与光学窗口中心点脉动速度情况较为一致，对应卡门涡街的主频，斯特劳哈

尔数 St约为 0. 22。Zernike-POD 方法适用于圆域波前模态分析，也适用于环形域和正方形域，并能够推广到流场结构、

图像与信号等处理领域。
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1　引          言
本征正交分解（POD）也称为主成分分解，它是用

一簇单位正交基即模态描述随机场，模态按含能大小

排序，则只需要用前少数阶模态就足以复原随机场，因

此，对场具有降维处理功能，常用于流场相干结构分

析、图像识别、气象预报与信号处理等领域，在气动光

学效应统计特征分析方面也被广泛应用。 2001 年

Cicchiello 等［1］将 POD 用于声波控制下热喷流二维折

射率场的分析，用前少数模态就基本复原出折射率场

分布；2007 年吴琳等［2］利用 POD 的奇异值分解（SVD）

方法求解模态，给出介质折射率场分布；2013 年 Gao
等［3］用 POD 方法建立光程差（OPD）各阶模态加权系

数随时间的变化关系，据此用于 OPD 的发展变化预

估；2014—2016 年 Mathews 等［4-6］将 POD 分解方法用

于激光炮塔三维密度场模态分析、仿真与飞行试验的

波前模态对比验证，以及缝隙对炮塔气动光学效应波

前模态的影响评估等；2016—2019 年 Jumper 带领的气

动光学团队［7-9］，将 POD 方法用于机载气动光学飞行

试验数据分析，考察波前模态特征、气动噪声影响，以

及对自适应光学校正波前预估的可行性等；2022 年

Sahba 等［10］基 于 POD 方 法 ，发 展 了 动 态 模 式 分 解

（DMD）方法，用于机载跨声速气动光学试验数据模态

分析。

POD 方 法 分 为 直 接 法 和 快 照 法 。 直 接 法 由

Lumley［11-12］在 1967 年建立，用于求解空间关联矩阵的

特征值和特征向量，关联矩阵的维数为场的空间离散

点数，当空间离散点数较多时，存在计算量大、耗时、占

用内存多等求解困难。快照法由 Sirovich［13-14］在 1987
年建立，它改为求解时间的关联矩阵，采用约 200 帧的

随机抽样，关联矩阵维数和计算量显著降低，使 POD
方法更具有实际可操作性，但较少的抽样帧数用于统

计特性分析必然是不充分的，计算的模态会随帧数、帧

与帧的间隔时间不同而不同。2007 年谢文科等［15］对

波前进行降空间分辨率处理，把 4×4 像素作为整体，

用平均值代替，则空间关联矩阵维数降低至原来的 1/
16，但该方法会降低空间分辨率，影响模态预估的准确

性。迄今为止，虽然计算机软硬件和并行能力得到快

收稿日期：2023-02-16；修回日期：2023-03-30；录用日期：2023-04-13；网络首发日期：2023-05-08
通信作者：*yqcardc@163. com

速发展，研究人员也针对 POD 方法引入 Karhunen-

Loeve （K-L）分解、主元素分析（PCA）分解和 SVD 等

方法［16］，但矩阵特征值与特征向量计算仍然极其困难，

尤其是无法从根本上解决 POD 方法的计算效率与计

算精度相统一的问题。

鉴于此，针对 POD 方法存在的上述问题，本文建

立了 Zernike POD（Z-POD）方法，引入了基于 Zernike
多项式的波前重构环节，用于时间系列气动光学效应

数据的波前模态统计分析［17］。当 Zernike 多项式阶数

给定后，在圆域上各阶加权系数与波前分布具有一一

对应关系，并且用不足 500 阶的 Zernike 多项式就足以

复原各种复杂波面形状，对波前分布具有降维处理功

能。Z-POD 方法不再对波前本身进行分解，而是对

Zernike 各阶加权系数进行分解得到各阶波前模态，因

此关联矩阵维数显著降低，计算效率得以提高。该方

法对波前离散点数和最高采样帧数没有限制，因此，在

空间与时间上有足够高的分辨率。基于 Zernike 多项

式的波前重构在环形域、正方形域上也是适用的，原则

上 Z-POD 方法能够应用于圆域、环形域和正方形域的

波前模态分解，同时可以推广到流场、图像与信号等的

统计分析。

2　Z-POD 方法

设随时间变化的波前为w ( x，y，t )，波前倾斜相差

会淹没高阶相差分布特性，为更好地分析波前模态特

征，首先扣除波前的倾斜相差。设在 t时刻波前含有

的倾斜相差为 ax+ by+ e，这里 a和 b分别是 x向和 y
向倾斜因子，e为常数相位，则利用最小二乘原理可得

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

f ( a，b，e )= [w ( x，y，t )-( ax+ by+ e )] 2

∂f
∂a = 0； ∂f

∂b = 0； ∂f
∂e = 0

，（1）

式中，f是 a、b和 e的函数。据此得到倾斜相差 ax+
by+ e，并从 t时刻波前 w ( x，y，t ) 中扣除。在以下波

前 POD 中，不加特别说明，波前均扣除了倾斜相差。

在 t时刻的波前 w ( x，y，t ) 采用 K阶 Zernike 多项

式重构为

w ( x，y，t )=∑k= 1
K ck ( t ) zk ( x，y )， （2）

式中不包含倾斜相差，这里 k= 1 代表第 3 阶 Zernike
多项式。

设随机采样帧数为N、Zernike 多项式阶数为K，则

离散形式的时间系列 Zenike 多项式系数记为 ck ( n )，其
中 n= 1， 2，⋯，N和 k= 1， 2，⋯，K，加权系数矩阵 U
的形式为
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c1 ( N ) c2 ( N ) ⋯ cK ( N )

。 （3）

相应地，得到实对称正定空间关联矩阵为

R= U TU N， （4）
式中，矩阵 R是K× K阶的实对称正定方阵，存在K个

非负实数特征值以及K个互不相关特征向量。设矩阵

R的特征值组成 K× K阶对角矩阵为 Λ，特征向量转

置组成K× K阶矩阵为Φ，则有

RΦ= ΛΦ。 （5）
设矩阵 R的 K个特征值为 λp和特征向量为 φ p ( k )，p=
1~K和 k= 1~K，特征值 λp 依照大小排序 λ1 ≥ λ2 ≥
λp ≥ ⋯ ≥ λK，特征向量 φ p ( k )是K维行向量：
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K ]。

（6）
式（5）可以采用 Jacobi 方法求解，分别得到矩阵 R的 K
个特征值 λp 和对应特征向量 φ p ( k )。K个特征向量

φ p ( k )采用 Schmidt 方法进行正交化［18］，同时进行单位

化处理，由此组成一组两两正交的单位基函数，又称为

Zernike 多项式加权系数 ck ( t )的 POD 模态。标准正交

基函数或模态 φp ( k )满足：
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| φp ( k ) |= 1， p= 1，2，⋯，K

φp ( k ) ⋅ φq ( k )=ì
í
î

1， p= q
0， p≠ q

。 （7）

特征值 λp代表第 p阶模态 φp ( k )所占总能量的百

分比，则前 p阶模态（包含第 p阶模态）占总能量百分比

Pratio为

P ratio =
∑q= 1

p λq

∑q= 1
K λq

× 100%。 （8）

设在 t时刻的Zernike多项式系数 ck ( t )在第 p个模态

φp ( k )上的投影即加权系数为dp ( t )，其中 p= 1~K，则有

dp( t )= ∑
k= 1

K

ck ( t )φp ( k )， p= 1， 2，⋯，K。 （9）

在 t时刻的 Zernike 多项式系数 ck ( t ) 用前 P阶模

态 φp ( k )重构得到系数
-
ck ( t )，1 ≤ P≤ K，并据此重构

得到波前
-
w ( x，y，t )，上划线“ - ”是区别于原始的

Zernike 多项式系数 ck ( t )与波前w ( x，y，t )：
ì
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-
w ( x，y，t )=∑k= 1

K -
ck ( t ) zk ( x，y )

-
ck ( t )=∑p= 1

P dp ( t )φp ( k )
， （10）

而波前的第 p阶模态为

ì
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wp ( x，y )=∑k= 1
K cpk zk ( x，y )

cpk = φp ( k )
。 （11）

3　讨论与分析

为验证Ｚ -POD 方法的可行性，对圆柱尾迹卡门
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速发展，研究人员也针对 POD 方法引入 Karhunen-

Loeve （K-L）分解、主元素分析（PCA）分解和 SVD 等

方法［16］，但矩阵特征值与特征向量计算仍然极其困难，

尤其是无法从根本上解决 POD 方法的计算效率与计

算精度相统一的问题。

鉴于此，针对 POD 方法存在的上述问题，本文建

立了 Zernike POD（Z-POD）方法，引入了基于 Zernike
多项式的波前重构环节，用于时间系列气动光学效应

数据的波前模态统计分析［17］。当 Zernike 多项式阶数

给定后，在圆域上各阶加权系数与波前分布具有一一

对应关系，并且用不足 500 阶的 Zernike 多项式就足以

复原各种复杂波面形状，对波前分布具有降维处理功

能。Z-POD 方法不再对波前本身进行分解，而是对

Zernike 各阶加权系数进行分解得到各阶波前模态，因

此关联矩阵维数显著降低，计算效率得以提高。该方

法对波前离散点数和最高采样帧数没有限制，因此，在

空间与时间上有足够高的分辨率。基于 Zernike 多项

式的波前重构在环形域、正方形域上也是适用的，原则

上 Z-POD 方法能够应用于圆域、环形域和正方形域的

波前模态分解，同时可以推广到流场、图像与信号等的

统计分析。

2　Z-POD 方法

设随时间变化的波前为w ( x，y，t )，波前倾斜相差

会淹没高阶相差分布特性，为更好地分析波前模态特

征，首先扣除波前的倾斜相差。设在 t时刻波前含有

的倾斜相差为 ax+ by+ e，这里 a和 b分别是 x向和 y
向倾斜因子，e为常数相位，则利用最小二乘原理可得
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式中，f是 a、b和 e的函数。据此得到倾斜相差 ax+
by+ e，并从 t时刻波前 w ( x，y，t ) 中扣除。在以下波

前 POD 中，不加特别说明，波前均扣除了倾斜相差。

在 t时刻的波前 w ( x，y，t ) 采用 K阶 Zernike 多项
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相应地，得到实对称正定空间关联矩阵为

R= U TU N， （4）
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式（5）可以采用 Jacobi 方法求解，分别得到矩阵 R的 K
个特征值 λp 和对应特征向量 φ p ( k )。K个特征向量

φ p ( k )采用 Schmidt 方法进行正交化［18］，同时进行单位

化处理，由此组成一组两两正交的单位基函数，又称为

Zernike 多项式加权系数 ck ( t )的 POD 模态。标准正交
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特征值 λp代表第 p阶模态 φp ( k )所占总能量的百

分比，则前 p阶模态（包含第 p阶模态）占总能量百分比

Pratio为
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设在 t时刻的Zernike多项式系数 ck ( t )在第 p个模态
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涡街流动产生的气动光学效应数值仿真波前数据进行

了模态分析。如图 1 所示，圆柱A的直径D= 0. 14 m，

以圆柱直径 D无量纲化的计算区域为 30 × 20 × 1，其
中流向 30、展向 20、沿圆柱轴向为 1，光学观察窗 B与

圆柱 A的距离 L 2 = 5，光学孔径 Σ= 1. 5，上游边界与

圆柱 A的距离 L 1 = 5，下游与光学观察窗 B的距离

L 3 = 20，展 向 边 界 L 4 = L 5 = 10。 来 流 马 赫 数 M=
0. 4，以圆柱直径 D为参考尺度的雷诺数 Re = 1. 0 ×
106，波长取为 λ= 0. 6328 μm。流场网格量约 29 万，波

前空间离散点数 100 × 100，获取 2 万帧波前数据用于

模态分析，其中帧与帧的间隔时间为 Δt≈ 0. 84 μs。
流场与气动光学效应数值仿真采用与文献［19］相类似

的方法，但为更精细化模拟流场，采用大涡模拟（LES）
的璧面适应局部涡粘（WALE）模型［20］开展圆柱湍流

数值仿真，在上游入口边界和初值边界中加入白噪声

扰动，采用五阶精度加权基本无振荡（WENO）格式［21］

和六阶精度中心差分格式等高精度离散格式，时间推

进同样采用双时间步隐式迭代求解上下对称高斯 -塞

德尔（LU-SGS）方法［22］，每个物理时间步用了 10 步子

迭代，流动气动光学效应引起的波前畸变采用几何光

学的光线追迹方法计算。

图 2 给出了两个时刻的马赫数等值线与云图分

布。流动绕过圆柱时会发生分离形成分离剪切层，上

下两股分离流动在尾迹区混合，由于剪切层的 Kelvin-

Helmholtz (K-H)不稳定波等作用，在尾迹区形成有规

则的卡门涡街大尺度拟序结构。圆柱绕流卡门涡街结

构在圆柱尾迹流动中能量占比最高，其频率对应为尾

迹区流场参数的主频 f，来流速度为V∞，则相应的斯特

劳哈尔数 St (= fD V∞ )一般在 0. 20 左右。

图 3 给出了光学观察窗中心点 B速度分量V随时

间的变化及其功率谱。圆柱尾迹流动卡门涡街进行比

较规则的周期性运动，导致速度分量V变化呈现明显

的周期性，在对 2 万个数据的统计分析中，得到脱落涡

街 的 周 期 是 T≈ 0. 0046 s，对 应 卡 门 涡 街 频 率 f≈
216 Hz，来流速度 V∞ ( =Ma∞ )≈ 133 m/s，圆柱直径

D= 0. 14 m，得到斯特劳哈尔数 St≈ 0. 23。速度分量

V的平均值约为-10 m/s，峰谷 PV 值约为 254 m/s，
均方差（MSE）值为 67 m/s。在图 3（b）的速度分量 V
的功率谱分布中，得到主频 f≈ 217 Hz，与采用周期计

算的卡门涡街主频接近，当低于主频时，功率谱呈现整

体上升趋势，而高于主频时，功率谱呈现整体下降趋

势 ，在 f≈ 1. 5~36. 7 kHz 时 进 入 惯 性 子 区 ，与

Kolmogrov 的-5/3 定律相比，斜率偏大。

图 4 给出了 4 个不同时刻的波前分布，包括原始波

前 、扣 除 倾 斜 相 差 的 波 前 、扣 除 倾 斜 相 差 后 利 用

Zernike 多项式重构的波前，波前重构取多项式阶数

K=217。波前在扣除倾斜相差前后差异并不明显，证

明气动光学效应的波前倾斜相差占比不高。扣除倾斜

相差后，重构前后的波前除局部细节略有差异，整体上

吻合较好，证明本文取 Zernike 多项式阶数 K=217 能

够足以复原波面复杂形状。

图 5 给出了多个时刻 Zernike 多项式加权系数

ck ( t )的散点图及散点图求和取平均值的结果。加权

系数 ck ( t )随阶数增加整体呈现下降趋势，说明各阶相

图 1　计算区域与观察窗

Fig.  1　Calculation area and observation window

图 2　不同时刻的马赫数分布。（a）等值线；（b）云图

Fig.  2　Mach number distributions at different time.  (a) Iso-value lines; (b) cloud chart
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差随阶数增加而减小，低阶大尺度相差占比更大；加权

系数在不同时刻的散点图扩散区域较大，证明波前随

时间变化较大，不同时刻的波前分布差异较大。图 6
是当 K=217 时，只用前 k阶（包含 k阶）重构波前，与波

前拟合度情况，其中 Drms是均方根光程差，单位是波长

λ。Drms值随阶数 k增加而降低，但下降趋势逐渐减缓，

进一步证明波前的低阶相差占比大；当 K=217 时，不

同时刻残差散点图的 Drms 值均低于 0. 006λ，进一步证

明本文所选取的 Zernike 多项式阶数能够很好地复原

波面形状，重构前后的波前差异在可接受范围之内。

基于 2 万帧时间系列波前数据，图 7 给出了稳态波

图 3　B点处的密度变化及功率谱分布。（a）密度变化；（b）功率谱

Fig.  3　Density variation and power spectrum distribution at point B.  (a) Density variation; (b) power spectrum

图 4　不同时刻的波前分布。（a）原始；（b）去倾斜；（c）重构

Fig.  4　Wavefront distributions at different time.  (a) Original; (b) de-tilt; (c) reconstruction

图 5　Zernike 多项式系数

Fig. 5　Zernike polynomial coefficient
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前与波前的第 1 阶模态，稳态波前取时间系列波前数

据的平均值得到。波前第 1 阶模态与稳态波前在空间

的分布极为相似，在量级上也较为接近，二者对应的峰

谷值约为 PV≈ 3. 0λ。本文采用 Z-POD 方法在进行

波前模态的 POD 时，没有扣除稳态相差，因此，理论上

第 1 阶模态应该与稳态波前对应。

图 8 给出了波前第 2~5 阶模态的分布。这 4 阶

模态在流向上呈现出明显的周期性，并且第 2 阶与 3
阶、第 4 阶与 5 阶近似为配对关系。这些结构特征符

合 圆 柱 绕 流 尾 迹 流 动 卡 门 涡 街 在 空 间 上 的 分 布

特征。

图 9 是采用不同阶模态重构的在 4 个不同时刻的

波前，与图 4 的时刻是对应的，给出了用前 10 阶模态、

49 阶模态及其完整的 217 阶模态重构波前的结果。用

前 10 阶模态重构，能够基本复原波面大尺度涡结构轮

廓；用前 49 阶模态（含能在 97% 以上）重构波前，给出

波面更精细结构，并与图 4（c）中的波前分布拟合度逐

渐接近；用完整的 K=217 阶模态重构波前，与图 4（c）
中的波前分布不存在本质差异，甚至在细节上都非常

一致。

图 10 给出了各阶模态对应的特征值及用式（8）计

算的总能量百分比分布。第 1 阶模态近似为稳态相

差，特征值 λ1 ≈ 0. 80，能量占比约 44%，证明波前的稳

态相差占比大。前 10 阶模态能量占比约 88%，前 49
阶模态能量占比在 97% 以上，而 50~217 阶模态能量

占比仅为 3% 左右。从图 9 重构的波前分布可知，虽然

高阶模态能量占比并不高，但对波前精细结构分布有

着直接影响。

图 11 是模态加权系数的变化及功率谱分布，给出

了第 1~5 阶和 K=217 阶模态的加权系数分布情况，

模态加权系数由式（9）计算。模态加权系数随时间发

展的变化呈现出明显的周期性，并随阶数增加呈现整

体下降趋势，第 K=217 阶模态的加权系数接近于零。

功 率 谱 分 布 存 在 明 显 的 尖 峰 频 率 f=220 Hz、f=
450 Hz，根据上文图 3 参考点 B的速度分量V的分析，

这两个尖峰频率近似为圆柱绕流尾迹流动卡门涡街结

构运动的主频和倍频。

4　结         论
针对 POD 难以同时用于高时间分辨率与高采样

帧数随机场的统计分析的问题，本文建立了 Z-POD 方

图 6　波前残差

Fig. 6　Wavefront residual

图 7　稳态波前与第 1 阶模态的比较。（a）稳态波前；（b）第 1 阶模态

Fig.  7　Comparison between steady-state wavefront and 1st mode.  (a) Steady-state wavefront; (b) 1st mode

图 8　波前第 2~5 阶模态分布

Fig.  8　2nd to 5th mode distributions of wavefront
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法，用于时间变化系列气动光学效应波前模态分析。

Z-POD 方法在原有 POD 方法的基础上，引入基于

Zernike 多项式的波前重构环节，由对波前本身改为对

Zernike 多项式加权系数开展 POD，由于基于 Zernike
多项式的波前重构对波前具有降维处理功能，通常用

几百阶多项式就能够复原复杂波面形状，同时对波面

离散点数和采样帧数没有严格限制，因此，Z-POD 方

法的关联矩阵维数显著降低，计算效率显著提高，并且

能够保证波前模态分析具有足够高的时空分辨率。在

圆柱绕流尾迹流动卡门涡街产生的时间系列波前数据

图 9　用不同阶模态重构的波前。（a）10；（b）49；（c）217
Fig.  9　Wavefront reconstruction with different modes.  (a) 10; (b) 49; (c) 217

图 10　各阶模态特征值及能量百分比分布

Fig.  10　 Characteristic values and energy percentage 
distribution of each mode

图 11　模态加权系数的变化及功率谱分布。（a）随时间的变化；

（b）功率谱分布

Fig.  11　Variation and power spectrum distribution of mode 
weighting coefficient.  (a) Variation with time; (b) 

power spectrum distribution
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分析中，Z-POD 方法同样具备用少数阶模态就能够复

原原始波面形状的优点，其中前 1 阶、10 阶和 49 阶模

态能量占比分别在 44%、88% 和 97% 以上，用完整的

K=217 阶模态重构的波前与原始波前不存在本质差

异。Z-POD 方法已经得到国家发明专利授权，由于

Zernike 多项式波前重构对于环形域、正方形域也是适

用的，故该方法也适用于这类区域的波前模态统计分

析，同时还可以推广到二维的图像、流场和信号等的分

析处理。
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Abstract 

Objective　Proper orthogonal decomposition (POD) method has been widely applied to time-dependent field analysis, but 
its direct method and snapshot method both have their inherent problems.  The former makes it difficult to solve 
eigenvalues and eigenvectors of correlation matrices, and the limited sampling number of the latter will affect statistical 
random field analysis.  The direct method needs to solve eigenvalues and eigenvectors of spatial correlation matrices, and 
the correlation matrix dimensions are the spatial discrete points of the field.  When there are more discrete points in the 
space, the matrix dimensions are high, which results in a large amount of computation, consumed time, occupied 
memory, and even difficult solutions.  The snapshot method is to solve temporal correlation matrices.  Generally, by 
sampling about 200 frames, the correlation matrix dimensions and computation amount are significantly reduced, which 
makes the POD method practical and operable.  However, the few sampling frames will affect the statistical analysis of 
random field modes, and the calculated modes will vary with the frame number and interval time between frames.  Thus, 
the Zernike and proper orthogonal decomposition (Z-POD) method based on the Zernike polynomial weighted coefficient is 
established for statistical wavefront mode analysis of aero-optical effects.

Methods　 The Z-POD method which introduces the wavefront reconstruction method based on Zernike polynomials is 
changed from the decomposition of the wavefront itself to that of the weighted coefficients of Zernike polynomials.  For the 
circle domain, given the Zernike polynomial order, weighted coefficients correspond to wavefront distribution one by one, 
and polynomials of several hundred orders are usually enough to recover various complex wavefront shapes.  Since the 
polynomial order is far less than the discrete point number in the wavefront space, the correlation matrix dimensions are 
reduced, with reduced computation amount and significantly improved computation calculation efficiency.  The Z-POD 
method does not lose spatial resolution and does not need to limit the maximum samples.  Therefore, the temporal 
statistical characteristics are not affected and predicted wavefront modes have high spatio-temporal resolution.

Results and Discussions　To verify the effectiveness of the Z-POD method, we employ the large eddy simulation (LES) 
method to simulate flow around a cylinder and calculate the time series aero-optical effect wavefront generated by the 
Karman vortex street structure in the cylinder wake for wavefront modal analysis.  The spatial resolution of the wavefront 
is 100×100, the sampled frame number is 20000, and the order of Zernike polynomials is 217.  First-order mode and 
steady-state wavefront distribution are similar (Fig.  7), second-order and third-order modes, and fourth-order and fifth-

order modes are approximately paired with each other (Fig.  8).  The first ten modes can restore the wavefront shape, the 
first 49 modes contain more than 97% energy, and the wavefront reconstructed with the complete modes has no essential 
differences from the original wavefront (Figs.  9 and 10).  The modal weighted coefficients and their power spectrum 
decrease with increasing order.  The peak frequencies of the power spectrum of weighted coefficients of the first five modes 
are consistent with those of fluctuation velocity at the center point of the optical window, corresponding to the main 
frequency of Karman vortex street, with the Strauhal number of about 0. 22 (Figs.  3 and 11).

Conclusions　As it is difficult for us to employ the POD method for statistical analysis of random fields with high spatial 
resolution and high sampling frames, the Z-POD method is proposed for wavefront modal analysis of time-dependent series 
aero-optical effects.  Based on the original POD method, the Z-POD method introduces wavefront reconstruction based on 
Zernike polynomials and carries out POD of the weighted coefficients of Zernike polynomials instead of the wavefront 
itself.  Since wavefront reconstruction based on Zernike polynomials has the function of dimensionality reduction for 
wavefront, the complex wavefront shape can be usually restored with polynomials of several hundred orders, and there is 
no strict restriction on the number of discrete points and sampling frames of wavefront.  Therefore, the correlation matrix 
dimensions for the Z-POD method are significantly reduced, the computational efficiency is significantly improved, and the 
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wavefront modal analysis can be guaranteed to have a sufficiently high spatio-temporal resolution.  In the time series data 
analysis of wavefront by Karman vortex generated in the wake flow around a cylinder, the Z-POD method also has the 
advantage of restoring the original wavefront shape with a few modes, and the energy ratios of the first order, 10th order, 
and 49th order modes are above 44%, 88%, and 97% respectively.  Additionally, the wavefront reconstructed with the 
whole 217 modes is not substantially different from the original wavefront.  The Z-POD method has been authorized by a 
China National invention patent.  Since the wavefront reconstruction method based on Zernike polynomials is also 
applicable to the ring domain and square domain, it is also suitable for statistical analysis of wavefront modes on such 
domains, and can also be extended to analysis and processing of images, flow fields, and signals on two-dimensional 
fields.

Key words aero-optics; wavefront mode; proper orthogonal decomposition; Zernike polynomial
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