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基于涂覆石墨烯的双椭圆柱和圆柱并行纳米线
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摘要  本文采用多级方法（MPM）对涂覆石墨烯的双椭圆和圆柱并行纳米线波导的基模的有效折射率进行了计算，并采

用有限元法（FEM）对计算结果进行了验证。本文研究了两种计算方法的结果之间的相对误差随 MPM 展开项数的最大

值、工作波长、费米能、椭圆柱形纳米线的半长轴及半短轴、纳米线表面之间的横向间距，以及圆柱形纳米线的相对高度

等变化的规律。通过对照计算结果得到以下规律：随着级数展开项数增大，MPM 的结果越接近 FEM 的结果；随着工作

波长和费米能增大，有效折射率实部和虚部的相对误差均增大；随着圆柱形电介质纳米线的半径和椭圆柱形纳米线的半

长轴增大，有效折射率实部的相对误差增大，而其虚部的相对误差减小；随着椭圆柱形纳米线的半短轴增大，有效折射率

实部的相对误差减小，而其虚部的相对误差增大；随着纳米线表面之间的横向间距和圆柱形纳米线的相对高度增大，有

效折射率实部和虚部的相对误差均减小。这些现象均可以通过场分布得到解释。在本文的计算范围内，相对误差均保

持在 10-3量级。该研究工作为混合型电介质并行纳米线波导的设计、制作和应用提供了理论基础。
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1　引          言
表面等离子波导能够传导突破衍射极限的亚波长

约束的电磁波，其在具有高集成度的光学回路中具有

优异的导波性能［1-4］。然而，在红外和太赫兹波段范围

内，由于贵金属表面激发的表面等离子激元（SPP）具

有显著的欧姆损耗效应［5］，并且缺乏可调节性［6］，急须

采用具有较小欧姆损耗和可调节性的新材料来代替贵

金属材料。石墨烯是一种新型的 2D 材料，是一种适用

于中红外至太赫兹波段范围内的表面等离子波导材

料［7］。与贵金属材料相比，石墨烯具有低损耗、强模式

约束和可调谐性这三大优势［8］。石墨烯和电介质的组

合可构成各类基本结构，如传感器［9］、波导［10-13］、调解

器［14］和滤波器［15］等，这些结构可用于光子学集成电路

和纳米器件［16］。其中基于石墨烯材料的波导结构是近

年来的一个研究热点［17-19］。

2014 年 Liu 等［20］利用有限元法（FEM）研究了石墨

烯楔形和凹槽波导中 SPP 的性质，结果表明，石墨烯

楔形波导可以在太赫兹红外波段有效地支持等离子激

元的传播。2015 年 Zhai 等［21］采用 FEM 对涂覆石墨烯

的双椭圆电介质纳米并行线的传输特性、电磁参数以

及结构参数之间的依赖关系进行了研究，发现波导的

几何尺寸、工作频率以及温度对传输特性都有影响。

2016 年 Zhao 等［22］采用解析法对涂覆双层石墨烯圆柱

形波导的等离激元模式进行了研究，结果发现，模式特

性可以通过改变两个石墨烯层之间的距离、石墨烯的

化学势和层间电介质的介电常数来有效地调节。2017
年 Liu 等［23］采用解析法对涂覆双层石墨烯的单根圆柱

形双层电介质纳米线波导的远程 SPP（LRSPP）进行

了研究，发现采用 LRSPP 基模的波导具有显著的优

势，可以同时实现更大的传播长度和更深的亚波长限

制。2019 年 Cheng 等［24］采用分离变量法（SVM）分析

了涂覆双层石墨烯的共焦椭圆电介质纳米线的模态特

性。发现涂石墨烯的 SPP 模式可以通过改变工作波

长、半长轴之间的距离、石墨烯的费米能级和几何参数

来调节。2022 年 Li 等［25］采用多级方法（MPM）对涂覆

石墨烯的嵌套偏心空心圆柱的椭圆形电介质纳米线波

导所支持的最低阶的 3 个模式的传输特性进行了研

究，结果发现，通过改变波导的结构参数可以调节模式

的传输性能。同年，Li等［26］采用 FEM 对涂覆石墨烯的
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双椭圆柱和圆柱并行纳米线波导所支持的 5 个最低阶

模式的传输特性进行了分析，并指出该波导所支持的

这些模式均由基模和一阶模组成。为了克服数值方法

不能对模式的形成机制给出清晰的物理图像的问题，

本文拟采用 MPM 对文献［26］中的波导结构的基模进

行半解析分析，并与 FEM 的计算结果进行对比。通过

对照两种方法的计算结果，本文对有效折射率实部、虚

部及其相对误差随级数展开项数的最大值、工作波长、

费米能、圆柱形纳米线的半径、椭圆柱形纳米线的半长

轴及半短轴、纳米线表面之间的横向间距，以及圆柱形

纳米线的相对高度等变化的规律进行了分析。该研究

结 果 有 望 在 解 决 石 墨 烯 表 面 等 离 激 元 调 制［14］、导

波［24-25］和耦合［27］等问题上得到应用。

2　结构模型和计算方法

涂覆单层石墨烯的三根并行的混合型电介质纳米

线波导结构的横截面如图 1 所示，它由两根椭圆柱形

电介质纳米线和一根圆柱形电介质纳米线构成，背景

为空气。三根纳米线分别被标记为 0 号、1 号和 2 号纳

米线。以 0 号纳米线的对称中心 o0 为原点，建立直角

坐标系 o0 ‑x0 y0 和椭圆坐标系 o0 ‑ξ0η0；以 1 号纳米线的

对称中心 o1 为原点，建立直角坐标系 o1 ‑x1 y1 和椭圆坐

标系 o1 ‑ξ1η1；以 2 号纳米线的对称中心 o2 为原点，建立

直角坐标系 o2 ‑x2 y2 和极坐标系 o2 ‑ρϕ；以 o0 和 o1 连线

的中点 o为原点，建立直角坐标系 o‑xy。 ξ0、ξ1 和 ρ为
径向坐标变量，η0、η1 和 ϕ为角向坐标变量。假设 a0、b0

和 q0 分别为 0 号纳米线的半长轴、半短轴和焦距；a1、b1

和 q1 分别为 1 号纳米线的半长轴、半短轴和焦距。0 号

和 1 号纳米线边界处的径向坐标分别为 ξ00 和 ξ10。2 号

纳米线的半径为 ρ0。 s为 0 号和 2 号（或者 1 号和 2 号）

纳米线表面之间的横向间距。h为 2 号纳米线的圆心

在 y轴上的高度。横截面内的任意一点在 7 套坐标系

中 的 坐 标 分 别 为 ( x 0，y0 )、( ξ0，η0 )、( x 1，y1 )、( ξ1，η1 )、
( x2，y2 )、( ρ，ϕ ) 和 ( x，y )。 坐 标 之 间 的 关 系 为 ：x0 =
x- c，x1 = x+ c，x2 = x，y0 = y1 = y，y2 = y- h，x0 =
q0 cosh ξ0 cos η0， y0 = q0 sinh ξ0 sin η0， x1 =
q1 cosh ξ1 cos η1，y1 = q1 sinh ξ1 sinη1，x2 = ρ cos ϕ，y2 =
ρ sin ϕ。为了简单起见，本文采用的两根椭圆柱形电

介质纳米线具有相同的半长轴、半短轴和焦距，即 a0=
a1，b0=b1，q0=q1，这也意味着 ξ00=ξ10。

图 1 中电介质纳米线的介电常数为 εd，空气背景

的介电常数为 εair，取 εd=2. 1025，εair=1. 000。电介质

纳米线表面涂覆的石墨烯电导率为 σg，石墨烯的电导

率由带内电导率 σ intra 和带间电导率 σ inter 两部分组成，即

σg = σ intra + σ inter，其表达式可由库珀公式［28］得到：
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式中：e为电子电量；kb 为玻尔兹曼常数；T= 300 K 为

环境温度；ℏ 为约化普朗克常量；ω= 2π f是角频率；

Γ= 2 × 1012 rad/s 是载流子散射率；E f 为石墨烯的费

米 能 。 本 文 讨 论 的 波 导 结 构 的 尺 寸 为 典 型 的 尺

寸［29-31］，并可以通过化学气相沉淀法［32］或者包裹 -切割

法制备［33］。

本文可以采用 MPM 对波导进行计算。假设 0 号

纳米线单独存在时，其内部电场和磁场的 z分量分别

为 Ez01 和 Hz01，外部电场和磁场的 z分量分别为 Ez02

和Hz02，它们的表达式为
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图 1　涂覆石墨烯的三根并行的混合型电介质纳米线波导的横

截面示意图

Fig.  1　 Cross-sectional schematic diagram of three parallel 
hybrid dielectric nanowire waveguides coated with graphene

设 1 号纳米线单独存在时，内部电场和磁场的 z分量分别为 Ez11 和 Hz11，外部电场和磁场的 z分量分别为 Ez12 和

Hz12，它们的表达式为
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设 2 号纳米线单独存在时，内部电场和磁场的 z分量分别为 Ez21 和 Hz21，外部电场和磁场的 z 分量分别为 Ez22 和

Hz22，它们的表达式为
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式中：Am、Bm、Cm、Dm、Em、Fm、Gm、Hm、Pm、Qm、Rm、Sm、
A 'm、B 'm、C 'm、D 'm、E 'm、F 'm、G 'm、H 'm、P 'm、Q 'm、R 'm 和 S 'm 为第

m阶表达式的系数，共 24 组；R ( 1 )
em 为第 m阶第一类径向

Mathieu 偶函数；R ( 1 )
om 为第 m阶第一类径向 Mathieu 奇

函数；R ( 3 )
em 为第 m阶第三类径向 Mathieu 偶函数；R ( 3 )

om为

第 m阶第三类径向 Mathieu 奇函数；S em 为第 m阶角向

Mathieu 偶函数；Som 为第 m阶角向 Mathieu 奇函数［34］；

Im是第一类变型贝塞尔函数；Km是第二类变型贝塞尔

函数；λ1 = β 2 - ω2 εd ε0 μ0 ；λ2 = β 2 - ω2 ε0 μ0 ，其中 β

为传播常数，ε0 为真空介电常数，μ0 为真空磁导率。

假设三根电介质纳米线同时存在时，根据场的叠

加原理，在 0 号椭圆形电介质纳米线内部，z方向的电

场和磁场分布为

E in
z0 = Ez01 + Ez12 + Ez22， （6）

H in
z0 = Hz01 + Hz12 + Hz22。 （7）

在 0 号椭圆形电介质纳米线外部，z方向的电场和磁场

分布为

E out
z0 = Ez02 + Ez12 + Ez22， （8）

H out
z0 = Hz02 + Hz12 + Hz22。 （9）

在 1 号椭圆形电介质纳米线内部，z方向的电场和磁场

分布为

E in
z1 = Ez11 + Ez02 + Ez22， （10）

H in
z1 = Hz11 + Hz02 + Hz22。 （11）

在 1 号椭圆形电介质纳米线外部，z方向的电场和磁场

分布为

E out
z1 = Ez12 + Ez02 + Ez22， （12）

H out
z1 = Hz12 + Hz02 + Hz22。 （13）

在 2 号圆形电介质纳米线内部，z方向的电场和磁场分

布为

E in
z2 = Ez21 + Ez02 + Ez12， （14）

H in
z2 = Hz21 + Hz02 + Hz12。 （15）

在 2 号圆形电介质纳米线外部，z方向的电场和磁场分

布为

E out
z2 = Ez22 + Ez02 + Ez12， （16）

H out
z2 = Hz22 + Hz02 + Hz12。 （17）

将式（3）~（17）代入椭圆坐标系下场的横向分量与纵

向分量的关系式［35］，就可以得到椭圆坐标系下的电场

和磁场的径向和角向分量。将式（3）~（17）代入圆柱

坐标系下场的横向分量与纵向分量的关系式［35］，就可

以得到圆柱坐标系下的电场和磁场的径向和角向分

量。其中所涉及到的导数可以借助标量场的梯度和单

位矢量的点乘积［36-37］得到，例如：

∂φ ( ρ，ϕ )
di∂ξi

= ∇φ ( ρ，ϕ ) ⋅ ξ̂ i =
∂φ ( ρ，ϕ )

∂ρ ρ̂ ⋅ ξ̂ i +

∂φ ( ρ，ϕ )
ρ∂ϕ ϕ̂ ⋅ ξ̂ i， （18）

∂φ ( ρ，ϕ )
di∂ηi

= ∇φ ( ρ，ϕ ) ⋅ η̂ i =
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ρ∂ϕ ϕ̂ ⋅ η̂ i， （19）
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设 1 号纳米线单独存在时，内部电场和磁场的 z分量分别为 Ez11 和 Hz11，外部电场和磁场的 z分量分别为 Ez12 和

Hz12，它们的表达式为
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设 2 号纳米线单独存在时，内部电场和磁场的 z分量分别为 Ez21 和 Hz21，外部电场和磁场的 z 分量分别为 Ez22 和

Hz22，它们的表达式为
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ï

ï

ï

ï

Ez21 = ∑
m= 0

∞

Pm Im ( )λ1 ρ cos (mφ ) + ∑
m= 1

∞

P 'm Im ( )λ1 ρ sin (mφ )

Hz21 = ∑
m= 0

∞

Qm Im ( )λ1 ρ cos (mφ ) + ∑
m= 1

∞

Q 'm Im ( )λ1 ρ sin (mφ )

Ez22 = ∑
m= 0

∞

RmKm ( )λ2 ρ cos (mφ ) + ∑
m= 1

∞

R'mKm ( )λ2 ρ sin (mφ )

Hz22 = ∑
m= 0

∞

SmKm ( )λ2 ρ cos (mφ ) + ∑
m= 1

∞

S'mKm ( )λ2 ρ sin (mφ )

 ， （5）

式中：Am、Bm、Cm、Dm、Em、Fm、Gm、Hm、Pm、Qm、Rm、Sm、
A 'm、B 'm、C 'm、D 'm、E 'm、F 'm、G 'm、H 'm、P 'm、Q 'm、R 'm 和 S 'm 为第

m阶表达式的系数，共 24 组；R ( 1 )
em 为第 m阶第一类径向

Mathieu 偶函数；R ( 1 )
om 为第 m阶第一类径向 Mathieu 奇

函数；R ( 3 )
em 为第 m阶第三类径向 Mathieu 偶函数；R ( 3 )

om为

第 m阶第三类径向 Mathieu 奇函数；S em 为第 m阶角向

Mathieu 偶函数；Som 为第 m阶角向 Mathieu 奇函数［34］；

Im是第一类变型贝塞尔函数；Km是第二类变型贝塞尔

函数；λ1 = β 2 - ω2 εd ε0 μ0 ；λ2 = β 2 - ω2 ε0 μ0 ，其中 β

为传播常数，ε0 为真空介电常数，μ0 为真空磁导率。

假设三根电介质纳米线同时存在时，根据场的叠

加原理，在 0 号椭圆形电介质纳米线内部，z方向的电

场和磁场分布为

E in
z0 = Ez01 + Ez12 + Ez22， （6）

H in
z0 = Hz01 + Hz12 + Hz22。 （7）

在 0 号椭圆形电介质纳米线外部，z方向的电场和磁场

分布为

E out
z0 = Ez02 + Ez12 + Ez22， （8）

H out
z0 = Hz02 + Hz12 + Hz22。 （9）

在 1 号椭圆形电介质纳米线内部，z方向的电场和磁场

分布为

E in
z1 = Ez11 + Ez02 + Ez22， （10）

H in
z1 = Hz11 + Hz02 + Hz22。 （11）

在 1 号椭圆形电介质纳米线外部，z方向的电场和磁场

分布为

E out
z1 = Ez12 + Ez02 + Ez22， （12）

H out
z1 = Hz12 + Hz02 + Hz22。 （13）

在 2 号圆形电介质纳米线内部，z方向的电场和磁场分

布为

E in
z2 = Ez21 + Ez02 + Ez12， （14）

H in
z2 = Hz21 + Hz02 + Hz12。 （15）

在 2 号圆形电介质纳米线外部，z方向的电场和磁场分

布为

E out
z2 = Ez22 + Ez02 + Ez12， （16）

H out
z2 = Hz22 + Hz02 + Hz12。 （17）

将式（3）~（17）代入椭圆坐标系下场的横向分量与纵

向分量的关系式［35］，就可以得到椭圆坐标系下的电场

和磁场的径向和角向分量。将式（3）~（17）代入圆柱

坐标系下场的横向分量与纵向分量的关系式［35］，就可

以得到圆柱坐标系下的电场和磁场的径向和角向分

量。其中所涉及到的导数可以借助标量场的梯度和单

位矢量的点乘积［36-37］得到，例如：

∂φ ( ρ，ϕ )
di∂ξi

= ∇φ ( ρ，ϕ ) ⋅ ξ̂ i =
∂φ ( ρ，ϕ )

∂ρ ρ̂ ⋅ ξ̂ i +

∂φ ( ρ，ϕ )
ρ∂ϕ ϕ̂ ⋅ ξ̂ i， （18）

∂φ ( ρ，ϕ )
di∂ηi

= ∇φ ( ρ，ϕ ) ⋅ η̂ i =
∂φ ( ρ，ϕ )

∂ρ ρ̂ ⋅ η̂ i +

∂φ ( ρ，ϕ )
ρ∂ϕ ϕ̂ ⋅ η̂ i， （19）
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∂φ ( ξi，ηi )
∂ρ = ∇φ ( ξi，ηi ) ⋅ ρ̂= ∂φ ( ξi，ηi )

di∂ξi
ξ̂ i ⋅ ρ̂+

∂φ ( ξi，ηi )
di∂ηi

η̂ i ⋅ ρ̂， （20）

∂φ ( ξi，ηi )
ρ∂ϕ = ∇φ ( ξi，ηi ) ⋅ ϕ̂= ∂φ ( ξi，ηi )

di∂ξi
ξ̂ i ⋅ ϕ̂+

∂φ ( ξi，ηi )
di∂ηi

η̂ i ⋅ ϕ̂， （21）

式中：φ ( ρ，ϕ ) 代表宗量为 ρ和 ϕ 的任意标量函数；

φ ( ξi，ηi )代表宗量为 ξi和 ηi的任意标量函数；i=0，1 分

别对应于椭圆坐标系 o0 ‑ξ0η0 和 o1 ‑ξ1η1；ξ̂ i和 η̂ i为两个

椭圆坐标系中的单位矢量；ρ̂和 ϕ̂为极坐标系中的单

位矢量；di为度规因子。

将石墨烯视为无厚度的导体边界，在椭圆形电介

质纳米线边界处的边值关系为

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

E in
Z | ξ= ξi0 = E out

Z | ξ= ξi0

E in
η | ξ= ξi0 = E out

η | ξ= ξi0

H in
Z | ξ= ξi0 - H out

Z | ξ= ξi0 = σgE in
η | ξ= ξi0

H in
η | ξ= ξi0 - H out

η | ξ= ξi0 = -σgE in
z | ξ= ξi0

， （22）

式中下标 i=0，1，分别对应于 0 号和 1 号纳米线。在圆

形电介质纳米线边界处的边值关系为

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

E in
Z | ρ= ρ0 = E out

Z | ρ= ρ0

E in
ϕ | ρ= ρ0 = E out

ϕ | ρ= ρ0

H in
Z | ρ= ρ0 - H out

Z | ρ= ρ0 = σgE out
ϕ | ρ= ρ0

H in
ϕ | ρ= ρ0 - H out

ϕ | ρ= ρ0 = -σgE out
z | ρ= ρ0

。 （23）

采用逐点匹配方法［34］，利用以上公式将建立一个

线性代数方程组。按照线性代数理论，其系数矩阵的

行列式（24）为零时，才能得到非零解。式（24）就是特

征方程。

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|
|||
|

|

|

|

|

|

||

|

|

|

|

|

|

|

|

|
|||
|

|

|

|

|

|

| am，n ( 0，0 ) am，n ( 0，1 ) ... am，n ( 0，23 )
am，n ( 1，0 ) am，n ( 1，1 ) ... am，n ( )1，23

... ... ... ...

... ... ... ...

... ... ... ...
am，n ( 11，0 ) am，n ( 11，1 ) ... am，n ( )11，23

= 0。（24）

系数矩阵中包含 12 × 24 个子矩阵。在每一个子矩阵

中，m为无穷级数的项次，其最大值为Mmax。n为在每

个边界上的匹配点次，其最大值为 Nmax。受篇幅的限

制，这里只给出 am，n ( 0，0 )子矩阵中矩阵元的表达式：

am，n ( 0，0 )= R ( 1 )
em ( ξ00 )S em ( η0n )。 （25）

为了求解式（24），左侧的矩阵必须为一个方阵，所

以无穷级数的项次 m的最大值 Nmax 必须与匹配点次 n
的最大数值Nmax 成二倍的关系，即Nmax = 2Mmax。通过

数值求解式（24），就可以得到混合型电介质纳米线波

导中模式的场分布、有效折射率实部 Re ( n eff ) 和有效

折射率虚部 Im ( n eff )。
为了验证 MPM 的计算精度，本文还采用 FEM

（Comsol Multiphysics 5. 4TM）对波导进行了计算。在

计算过程中，本文将最大的网格尺寸设置为 λ/50，并
将最小的网格尺寸设置为 λ/3000。设置计算区域的

边界为圆形，半径为 λ，并设置其边界条件为散射边界

条件。通过求解，同样可以得到波导模式的场分布、有

效折射率实部 Re ( n eff )和有效折射率虚部 Im ( n eff )。

3　结果与讨论

图 2 是 在 λ= 9 μm，E f = 0. 5 eV，a0 = a1 =
105 nm，b0 = b1 = 85 nm，ρ0 = 50 nm，s= 20 nm 和 h=
60 nm 的条件下得到的基模电场 z分量和电场强度分

布图。从结果可以看出，基模的电场分量 Ez和电场强

度 |E | 的分布关于 y轴具有对称性。场主要分布在纳

米线的间隙区域和间隙区域的石墨烯表面。

为了研究式（3）~（5）中的无穷级数的项次m的最

大取值Mmax 对计算精度的影响，在 E f = 0. 5 eV，a0 =
a1 = 100 nm，b0 = b1 = 95 nm，ρ0 = 50 nm，s= 20 nm
和 h= 60 nm 的条件下，计算了基模的有效折射率。

图 2　基模的电场 z分量和电场强度分布。（a）归一化的电场 z分量；（b）归一化的电场强度分布

Fig.  2　 Electric field z component and electric field intensity distribution of fundamental mode.  (a) Normalized electric field z 
component; (b) normalized electric field intensity distribution
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图 3 给 出 了 MPM 计 算 的 基 模 的 有 效 折 射 率 实 部

（Re_MPM）和有效折射率虚部（Im_MPM），FEM 计

算的有效折射率实部（Re_FEM）和有效折射率虚部

（Im_FEM）以及 MPM 计算的结果相对于 FEM 计算

的结果的相对误差（relative error）。从图 3 可以看出，

当Mmax 逐渐增大时，有效折射率的实部和虚部的相对

误差均缓慢减少。Mmax 的改变对有效折射率虚部的相

对误差影响更显著。这些结果说明，级数项数的最大

取值Mmax 是影响 MPM 计算精度的因素之一，并且级

数项数的最大取值Mmax 越大，计算精度越高。当Mmax

取 11 时，有效折射率实部的相对误差为 10-3 量级、虚

部的相对误差为 10-4 量级。为了保持较高的精度，在

下文的讨论中，Mmax 均取为 11。

图 4 给出了在 Mmax = 11，E f = 0. 5 eV，a0 = a1 =
100 nm，b0 = b1 = 95 nm，ρ0 = 50 nm，s= 20 nm 和 h=
60 nm 的条件下，波长 λ在 8. 0~10. 0 μm 范围内变化

时，MPM 计算的基模的有效折射率实部、虚部以及相

对于 FEM 计算的结果的相对误差随波长的变化关系。

从图 4 可以看出，随着波长从 8. 0 μm 增加到 10. 0 μm，

有效折射率的实部和虚部都在单调下降，而它们的相

对误差在逐渐增大。为了解释这些现象，图 4（a）中嵌

入了波长为 8. 0 μm 和 10. 0 μm 时的归一化的电场强

度分布图。通过电场图可以看出：随着波长从 8. 0 μm
增加到 10. 0 μm，石墨烯表面的场逐渐减小，场逐渐向

间隙扩散，波导对模式的约束减弱，石墨烯与场的相互

作用减小，这意味着波导的损耗在减少［38-39］，所以有效

折射率的虚部逐步减小。因为纳米线表面的场之间的

耦合逐渐增强，MPM 假设的纳米线同时存在时的场

是它们单独存在时场的线性叠加的前提会有所偏离，

所以 MPM 计算得到的有效折射率的相对误差有所

增大。

图 3　级数展开项数的最大值为 7、8、9、10 和 11 时，MPM 与 FEM 计算结果的对比图。（a）有效折射率实部及其相对误差；（b）有效折

射率虚部及其相对误差

Fig.  3　Comparison chart of results calculated by multipole method (MPM) and finite element method (FEM) when maximum numbers 
of series expansion terms are 7, 8, 9, 10, and 11.  (a) Real part of effective refractive index and its relative error; (b) imag part 

of effective refractive index and its relative error

图 4　波长在 8. 0~10. 0 μm 范围内，MPM 和 FEM 计算结果的对比图。（a）有效折射率实部及其相对误差；（b）有效折射率虚部及其

相对误差

Fig.  4　 Comparison chart between results calculated by MPM and results calculated by FEM within rang of wavelength from 8. 0 to 
10. 0 μm.  (a) Real part of effective refractive index and its relative error; (b) imag part of effective refractive index and its relative error
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图 5 给 出 了 在 Mmax = 11，λ= 9. 0 μm，a0 = a1 =
100 μm，b0 = b1 = 95 nm，ρ0 = 50 nm，s= 20 nm 和 h=
60 nm 的条件下，费米能 E f 在 0. 35~0. 60 eV 范围内，

MPM 计算的基模的有效折射率实部、虚部以及相对

于 FEM 计算结果的实部和虚部的相对误差。从图 5
可以看出，随着费米能从 0. 35 eV 增加到 0. 60 eV，有

效折射率的实部和虚部都在单调下降，而它们的相对

误差在逐渐增大。为了解释这些现象，图 5（a）中嵌入

了费米能为 0. 35 eV 和 0. 60 eV 时的归一化的场强分

布图。通过电场图可以看出：随着费米能从 0. 35 eV
增加到 0. 60 eV，在石墨烯表面上场的强度减弱，场向

间隙扩散，波导对模式的约束减弱，石墨烯与场的相互

作用减小，这意味着波导的损耗在减弱，所以有效折射

率的虚部逐步减小。因为纳米线表面的场之间的耦合

逐渐增强，所以 MPM 计算得到的有效折射率的相对

误差有所增大。

图 6 给 出 了 当 Mmax = 11，λ= 9. 0 μm，E f =
0. 5 eV，a0 = a1 = 100 nm，b0 = b1 = 95 nm，s= 20 nm
和 h= 60 nm 的条件下，圆柱形电介质纳米线半径 ρ0

在 42~58 nm 内变化时，MPM 计算的基模的有效折射

率实部、虚部以及相对于 FEM 计算结果的实部和虚部

的相对误差。从图 6 可以看出，随着圆柱形电介质纳

米线半径 ρ0 从 42 nm 增加到 58 nm，有效折射率的实

部、虚部以及有效折射率虚部的相对误差都在缓慢增

加，而有效折射率实部的相对误差在逐渐减小。为了

解释这些现象，图 6（a）中嵌入了圆柱形电介质纳米线

半径为 42 nm 和 58 nm 时的归一化的场强分布图。通

过电场图可以看出，随着圆柱形电介质纳米线半径从

42 nm 增加到 58 nm，在石墨烯表面的场强有所增强，

石墨烯与场的相互作用增强，波导对模式的束缚增强，

损耗增大，所以有效折射率的虚部逐步增大。因为纳

米线表面的场之间的耦合逐渐增加，所以 MPM 计算

得到的有效折射率实部的相对误差有所减小。

图 5　费米能在 0. 35~0. 60 eV 范围内，MPM 和 FEM 计算结果的对比图。（a）有效折射率实部及其相对误差；（b）有效折射率虚部及

其相对误差

Fig.  5　Comparison chart between results calculated by MPM and results calculated by FEM within rang of Fermi energy from 0. 35 to 
0. 60 eV.  (a) Real part of effective refractive index and its relative error; (b) imag part of effective refractive index and its relative error

图 6　圆柱形纳米线的半径在 42~58 nm 范围内，MPM 和 FEM 计算结果的对比图。（a）有效折射率实部及其相对误差；（b）有效折射

率虚部及其相对误差

Fig.  6　Comparison chart between results calculated by MPM and results calculated by FEM within rang of radius of cylindrical 
nanowire from 42 to 58 nm.  (a) Real part of effective refractive index and its relative error; (b) imag part of effective refractive 

index and its relative error
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图 7 给出了 Mmax = 11，λ= 9. 0 μm，E f = 0. 5 eV，

b0 = b1 = 95 nm，ρ0 = 50 nm，s= 20 nm 和 h= 60 nm
的条件下，椭圆柱形电介质纳米线半长轴 a0 和 a1 的范

围为 96~104 nm 时，MPM 计算的基模的有效折射率

实部、虚部以及相对于 FEM 计算结果的实部和虚部的

相对误差。从图 7 可以看出，随着椭圆柱形电介质纳

米线半长轴 a从 96 nm 增加到 104 nm，有效折射率的

实部、虚部以及有效折射率虚部的相对误差逐渐减少，

而有效折射率实部的相对误差在逐渐增加。为了解释

这些现象，图 7（a）中嵌入了椭圆柱形电介质纳米线半

长轴为 94 nm 和 106 nm 时的归一化的场强分布图。通

过电场图可以看出：随着椭圆柱形电介质纳米线半长

轴从 94 nm 增加到 106 nm，石墨烯表面的场强减弱，间

隙内的场强增强，石墨烯与场的相互作用减弱，波导对

场强的束缚减弱，波导的损耗降低。因为纳米线表面

的场之间的耦合逐渐增强，所以 MPM 计算得到的有

效折射率实部的相对误差有所增大。

图 8 给 出 了 在 Mmax = 11，λ= 9. 0 μm，E f =
0. 5 eV，a0 = a1 = 100 nm，ρ0 = 50 nm，s= 20 nm 和

h= 60 nm 的条件下，椭圆柱形电介质纳米线半短轴 b

的范围为 91~99 nm 时，MPM 计算的基模的有效折射

率实部、虚部以及相对于 FEM 计算结果的实部和虚部

的相对误差。从图 8 可以看出，随着椭圆柱形电介质

纳米线半短轴 b从 91 nm 增加到 99 nm，有效折射率的

实部、虚部以及有效折射率虚部的相对误差都在逐渐

增加，而有效折射率实部的相对误差在逐渐减小。为

了解释这些现象，图 8（a）中嵌入了椭圆柱形电介质纳

米线半短轴为 91 nm 和 99 nm 时的归一化的场强分布

图。通过电场图可以看出，随着椭圆柱形电介质纳米

线半短轴从 91 nm 增加到 99 nm，石墨烯表面的场强增

强，石墨烯与场的相互作用增强，波导对模式的束缚增

强，波导的损耗在增强，所以有效折射率的虚部增加。

因为纳米线表面的场之间的耦合逐渐减小，所以

MPM 计算得到的有效折射率实部的相对误差有所

图 7　椭圆柱形纳米线的半长轴在 96~104 nm 范围内，MPM 和 FEM 计算结果的对比图。（a）有效折射率实部及其相对误差；（b）有

效折射率虚部及其相对误差

Fig.  7　Comparison chart between results calculated by MPM and results calculated by FEM within rang of semi-major axis of elliptical 
cylindrical nanowire from 96 to 104 nm.  (a) Real part of effective refractive index and its relative error; (b) imag part of effective 

refractive index and its relative error

图 8　椭圆柱形纳米线的半短轴在 91~99 nm 范围内，MPM 和 FEM 计算结果的对比图。（a）有效折射率实部及其相对误差；（b）有效

折射率虚部及其相对误差

Fig.  8　Comparison chart between results calculated by MPM and results calculated by FEM within rang of semi-short axis of elliptical 
cylindrical nanowire from 91 to 99 nm.  (a) Real part of effective refractive index and its relative error; (b) imag part of effective 

refractive index and its relative error
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减小。

图 9 给 出 了 在 Mmax = 11，λ= 9. 0 μm，E f =
0. 5 eV， a0 = a1 = 100 nm， b0 = b1 = 95 nm， ρ0 =
50 nm，和 h= 60 nm 的 条 件 下 ，横 向 间 距 s 在

12~28 nm 范围内时，MPM 计算的基模的有效折射率

实部、虚部以及相对于 FEM 计算结果的实部和虚部的

相对误差。从图 9 可以看出，随着纳米线表面之间的

横向间距 s从 12 nm 增加到 28 nm，有效折射率的实部、

虚部以及它们的相对误差都在单调减少。为了解释这

些现象，图 9（a）中嵌入了纳米线表面之间的横向间距

为 12 nm 和 28 nm 时的归一化的场强分布图。通过电

场图可以看出：随着纳米线表面之间的横向间距从

12 nm 增加到 28 nm，石墨烯表面的场强减弱，场的分

布范围逐渐扩大，场与石墨烯的相互作用减弱，波导对

模式的束缚减弱，传输损耗变小，所以有效折射率的虚

部减小。因为纳米线表面的场之间的耦合逐渐减小，

所以 MPM 计算得到的有效折射率的相对误差有所

减小。

图 10 给 出 了 在 Mmax = 11，λ= 9. 0 μm，E f =
0. 5 eV， a0 = a1 = 100 nm， b0 = b1 = 95 nm， ρ0 =
50 nm，和 s= 20 nm 的条件下，圆柱纳米线的圆心在 y
轴上的高度 h在 50~66 nm 范围内时，MPM 计算的基

模的有效折射率实部、虚部以及相对于 FEM 计算结果

的实部和虚部的相对误差。从图 10 可以看出，随着圆

柱纳米线的圆心在 y轴上的高度 h从 50 nm 增加到

66 nm，有效折射率的实部、虚部以及它们的相对误差

都在逐渐减小。为了解释这些现象，图 10（a）中嵌入

了 圆 柱 纳 米 线 的 圆 心 在 y 轴 上 的 高 度 为 50 nm 和

66 nm 时的归一化的场强分布图。通过电场图可以看

出：随着圆柱纳米线的圆心在 y轴上的高度从 50 nm 增

加到 66 nm，石墨烯表面的场强减弱，场的分布范围逐

渐扩大，间隙区域的场强度也有所减弱，石墨烯与电场

的相互作用稍有减弱，波导对模式的束缚减弱，波导的

损耗降低，所以有效折射率的虚部减小。因为纳米线

表面的场之间的耦合逐渐减小，所以 MPM 计算得到

的有效折射率的相对误差有所减小。

图 9　纳米线表面之间的横向间距在 12~28 nm 范围内，MPM 和 FEM 计算结果的对比图。（a）有效折射率实部及其相对误差；（b）有

效折射率虚部及其相对误差

Fig.  9　Comparison chart between results calculated by MPM and results calculated by FEM within rang of transverse spacing between 
nanowire surfaces from 12 to 28 nm.  (a) Real part of effective refractive index and its relative error; (b) imag part of effective 

refractive index and its relative error

图 10　圆柱形纳米线的相对高度在 50~66 nm 范围内，MPM 计算和 FEM 计算结果的对比图。（a）有效折射率实部及其相对误差；

（b）有效折射率虚部及其相对误差

Fig.  10　Comparison chart between results calculated by MPM and results calculated by FEM within rang of relative height of 
cylindrical nanowire from 50 to 66 nm.  (a) Real part of effective refractive index and its relative error; (b) imag part of effective 

refractive index and its relative error

4　结         论
本文运用 MPM 对基于涂覆石墨烯的双椭圆和圆

柱并行纳米线波导所支持的基模进行了半解析分析。

结果表明：当级数展开项数、工作波长、费米能和波导

的结构参数中的任意一项改变时都会对 MPM 的计算

精度产生影响。当Mmax 取值增大时，MPM 与 FEM 计

算的有效折射率的实部和虚部的相对误差减小。当工

作波长从 8. 0 μm 增大到 10. 0 μm、费米能从 0. 35 eV
增大到 0. 60 eV 时，相对误差增大。当圆柱形电介质

纳米线的半径从 42 nm 增加到 58 nm、椭圆柱形纳米线

的半长轴从 96 nm 增加到 104 nm，有效折射率实部的

相对误差增大、有效折射率虚部的相对误差减小。当

椭圆柱形纳米线的半短轴从 91 nm 增加到 99 nm，有效

折射率实部的相对误差减小、有效折射率虚部的相对

误差增大。当纳米线表面之间的横向间距从 12 nm 增

加到 28 nm，以及圆柱形纳米线的相对高度从 50 nm 增

加到 66 nm 时，有效折射率的相对误差均逐渐减少。

这些现象都可以通过场在空间的分布得以解释。因为

本文采用的 MPM 忽略了场的非线性叠加效应，所以

当纳米线表面的场之间的耦合变强时，计算得到的相

对误差就会有所增大。在本文的计算范围内，相对误

差均保持在 10-3量级。本文的研究方法和研究结果有

望在混合型电介质并行纳米线波导的设计和制作中得

到应用。
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4　结         论
本文运用 MPM 对基于涂覆石墨烯的双椭圆和圆

柱并行纳米线波导所支持的基模进行了半解析分析。

结果表明：当级数展开项数、工作波长、费米能和波导

的结构参数中的任意一项改变时都会对 MPM 的计算

精度产生影响。当Mmax 取值增大时，MPM 与 FEM 计

算的有效折射率的实部和虚部的相对误差减小。当工

作波长从 8. 0 μm 增大到 10. 0 μm、费米能从 0. 35 eV
增大到 0. 60 eV 时，相对误差增大。当圆柱形电介质

纳米线的半径从 42 nm 增加到 58 nm、椭圆柱形纳米线

的半长轴从 96 nm 增加到 104 nm，有效折射率实部的

相对误差增大、有效折射率虚部的相对误差减小。当

椭圆柱形纳米线的半短轴从 91 nm 增加到 99 nm，有效

折射率实部的相对误差减小、有效折射率虚部的相对

误差增大。当纳米线表面之间的横向间距从 12 nm 增

加到 28 nm，以及圆柱形纳米线的相对高度从 50 nm 增

加到 66 nm 时，有效折射率的相对误差均逐渐减少。

这些现象都可以通过场在空间的分布得以解释。因为

本文采用的 MPM 忽略了场的非线性叠加效应，所以

当纳米线表面的场之间的耦合变强时，计算得到的相

对误差就会有所增大。在本文的计算范围内，相对误

差均保持在 10-3量级。本文的研究方法和研究结果有

望在混合型电介质并行纳米线波导的设计和制作中得

到应用。
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Abstract 

Objective　 The waveguide structure based on graphene materials has been a research hotspot in recent years.  By 
employing the finite element method (FEM), the characteristics of the five lowest-order modes supported by the waveguide 
based on graphene-coated double elliptical and cylindrical parallel nanowires were reported.  Since a purely numerical 
method is adopted in this study, it is impossible to give a clear physical image of the mode formation mechanism.  To this 
end, we intend to employ the multipole method (MPM) to reanalyze the fundamental mode of the waveguide structure 
discussed before, and give a clear physical image of the mode formation mechanism.  Meanwhile, the MPM correctness is 
verified by comparing the relative error between the results of the two calculation methods with the maximum value of the 
term number expanded by the MPM, the working wavelength, the Fermi energy, the semi-major and semi-minor axes of 
the elliptical cylindrical nanowires, the lateral spacing between the surfaces of the nanowires, and the relative height of the 
cylindrical nanowires.

Methods　We leverage the MPM to calculate the characteristics of modes supported by the waveguide based on graphene-

coated double elliptical and cylindrical parallel nanowires.  First, we assume that the double elliptical cylindrical nanowires 
and the cylindrical nanowire exist alone and that the longitudinal components of the field are expanded into series form in 
their coordinate systems respectively.  Then, according to the field superposition principle, the longitudinal components of 
the field in each region of the combined waveguide are obtained.  Then, the radial and angular components of the field are 
obtained by the relationship between the lateral component and the longitudinal component of the field.  The involved 
derivatives can be obtained via the gradient of the scalar field and the point product of the unit vector.  Then, graphene is 
regarded as a conductor boundary without thickness, and a linear algebraic equation system is established by the boundary 
relationship and point-by-point matching method.  Finally, the effective refractive index and field distribution of modes 
supported by the waveguide can be obtained by solving this system of linear algebraic equations.

Results and Discussions　 Any change in the number of series expansion terms, the operating wavelength, the Fermi 
energy, and the structure parameters of the waveguide will affect the MPM accuracy.  The relative errors of the real and 
imaginary parts of the effective refractive index calculated by the MPM and the FEM decrease as the Mmax values increase 
(Fig.  3).  As the working wavelength increases from 8. 0 to 10. 0 μm and Fermi energy increases from 0. 35 to 0. 60 eV, 
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the relative error rises (Figs.  4 and 5).  When the radius of the cylindrical dielectric nanowire increases from 42 to 58 nm, 
the semi-major axis of the elliptic cylindrical nanowire grows from 96 to 104 nm, with the increased relative error of the 
real part of the effective refractive index and decreased relative error of the imaginary part of the effective refractive index 
(Figs.  6 and 7).  When the short half axis of the elliptic cylindrical nanowire increases from 91 to 99 nm, the relative error 
of the real part of the effective refractive index reduces and the imaginary part of the effective refractive index rises (Fig.  
8).  As the transverse spacing between the nanowire surfaces increases from 12 to 28 nm, and the relative height of the 
cylindrical nanowire rises from 50 to 66 nm, the relative error of the effective refractive index decreases (Figs.  9 and 10).  
These phenomena can be explained by the field distribution in space.  Since the MPM ignores the nonlinear superposition 
effect of the field, the relative error increases under stronger coupling between the fields on the nanowire surface.

Conclusions　 The results show that the larger number of series expansion terms leads to closer results of the MPM to 
those of the FEM, and the increasing working wavelength and Fermi energy bring about rising relative errors of the real 
and imaginary parts of the effective refractive index.  As the radius of cylindrical dielectric nanowires and the major and 
semi-axial axes of elliptical cylindrical nanowires increase, the relative error of the real part of the effective refractive index 
rises, and that of the imaginary part of the effective refractive index decreases.  Under the increasing short semi-axis of 
elliptical cylindrical nanowires, the relative error of the real part of the effective refractive index decreases, and that of the 
imaginary part of the effective refractive index rises.  When the lateral spacing between the nanowire surfaces and the 
relative height of the cylindrical nanowires increases, the relative errors of the real and imaginary parts of the effective 
refractive index decrease.  These phenomena can be explained by the field distribution.  Within our calculation range, the 
relative errors are maintained on the order of 10-3.
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