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摘要  光源建模方法是光学仿真算法的核心之一，决定了仿真结果的精度。然而对任意面型的光源建模难度高，建模方

法很少被公开讨论。本研究系统地介绍曲面光源建模方法。基于均匀性假设，对曲面光源的空间特性、方向特性进行统

计学描述，给出采样光线参数应满足的概率密度函数和采样方法。对两个曲面光源实例进行建模，当采样光线数量在 107

量级时，建模结果在指定接收器上形成的辐照度分布与理论值间最大相对偏差在 1% 之内，建模精度很高。同时，分析了

两种采样方法对曲面光源建模精度和速度的影响，可为曲面光源建模过程提供一定指导。
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1　引         言
科学计算软件协助科研和工程技术人员实现高效

的科学研究和工程设计［1-2］。然而，目前成熟的商用科

学计算软件多由发达国家提供，自主研发科学计算软

件和相应数据库是我国科学工作者的迫切需求。在光

学设计、加工与制造领域亦是如此，当前我国成像与照

明 光 学 设 计 大 多 依 赖 美 国 Ansys 公 司 的 Zemax 和

Synopsys 公司的 CodeV 软件、Lighttools 软件等。光学

设计软件国产化具有重要意义。

蒙特卡罗光学仿真方法可运用在成像效果仿

真［3-4］、图形渲染［5］、散射分析［6-7］、照明设计［8-11］等方向，

在光学和计算机图形学等领域备受关注。蒙特卡罗光

学仿真基于随机光线采样和统计方法可克服光传输积

分表达式难以直接求解的问题。基于蒙特卡罗方法的

光学设计软件通过随机光线采样对光源建模，追迹光

线在空间和光学元件中的传输路径，统计接收器上光

分布实现仿真［8-12］。

蒙特卡罗光学仿真的准确性依赖于光传输过程随

机模型与物理现实接近程度。光源建模是至关重要的

部分，其直接决定仿真结果准确性。除常见的点光源、

平行光源和平面光源外，对曲面光源建模也尤为重要。

延展的灯丝，弯曲的荧光灯管等是生活中常见的曲面

光源。另外，远红外波段光学系统需要考虑光机元件

在常温条件下自发辐射的红外杂散光［13-14］，光机结构

中非透明元件对外辐射发生在表面几 μm 内，辐射特

性仅与表面状态有关，与内部特性无关［15-16］。这些元

件中往往存在诸多复杂曲面，也可视为曲面光源。复

杂曲面光源建模难度较大，当前相关公开学术讨论不

多。曲面光源建模相关统计学原理和方法，如曲面采

样理论，已经非常成熟［17-19］，目前缺少的是针对曲面光

源建模方法较为系统性的讨论。

本文系统地介绍曲面光源蒙特卡罗建模方法。使

用均匀性假设对曲面光源辐射空间特性和方向特性进

行变量分离，给出光源各特性的统计学模型及光线采

样方法，并提出光源建模准确性验证方法。介绍曲面

光源蒙特卡罗建模基本原理和方法，展示对两个曲面

光源的建模结果，并分析不同采样方法对建模精度和

速度的影响。

2　基本原理

本小节系统地介绍曲面光源蒙特卡罗建模方法，

内容分为曲面光源的物理特性、统计学模型、基本采样

方法以及建模结果准确性分析方法。

2. 1　曲面光源的物理特性

光源辐射特性包含空间特性、方向特性、光谱特

性、偏振特性以及相位特性等，本研究只考虑曲面光源

特的空间特性和方向特性。曲面光源辐射特性可使用

辐射亮度 L ( s，d )描述，其中，s表示曲面上的点坐标，d

表示方向。假设曲面光源方向特性在表面上处处相
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同，这足以描述大多数辐射体。如此可对辐射亮度

L ( s，d )进行变量分离，使用多个不同函数分别描述其

空间特性和方向特性。

曲面光源空间特性包括曲面上不同点辐射出射度

及曲面面型。辐射出射度M (u，v)为曲面光源上单位

面积辐射通量，其中，(u，v)为曲面参数。曲面光源最

大特点是其面型各异，曲面是三维空间中的二维几何

体，使用两个参数 (u，v)即可描述曲面上任意点位置。

在光学领域中，可使用 s= f (u，v)表示笛卡儿坐标系

中的曲面［20］，此为曲面参数化表达。曲面上三维点坐

标 s= ( x，y，z)都是关于参数 (u，v)的函数，其具体形

式为

ì
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ï
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ï

x= fx ( )u，v
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z= fz( )u，v

。 （1）

曲面上参数 (u，v)对应点处法向量为
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法向量正负号对应曲面内外侧。曲面上面积微元

dS简称面元［21］：

dS= G 1G 3 - G 2
2 dudv， （3）
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称 A (u，v)= G 1G 3 - G 2
2 为 曲 面 表 面 面 积 权

重，其反映曲面面积在不同参数处的变化率。 z=
f ( x，y) 形 式 曲 面 是 s= f (u，v) 形 式 曲 面 在

x∝ u、y∝ v、z= fz(u，v)时的特例。

曲面光源上任意面元向各方向辐射能量，其以表

面法向量为中心方向，向半空间辐射能量，不向背面辐

射。在面元处以曲面法线方向为 z轴建立局部坐标

系，面元辐射方向特性 I (θ loc，φ loc) 表示面元向方向

(θ loc，φ loc)单位立体角辐射的光通量，其中，θ loc、φ loc 分

别为局部球坐标系下的天顶角和方位角，下标 loc表示

曲 面 局 部 坐 标 系 。 常 见 光 源 包 括 朗 伯 光 源

I (θ loc，φ loc)= I0 cos θ loc、各向同性光源 I (θ loc，φ loc)= I0

等，其中，I0 为光源中心方向辐射强度。

在曲面光源方向特性处处相同的假设下，其辐射

特性为

L= K 0M (u，v) I (θ loc，φ loc)， （5）

式中：K 0 为能量系数；光源辐射通量为Φ 0。且有

∬
Ω loc

∬
S

K 0 M (u，v) I (θ loc，φ loc) dSdΩ loc = Φ 0， （6）

式中：dΩ loc = sin θ loc dθ loc dφ loc，表示立体角微分。对于

方向特性随空间位置变化的曲面光源，可组合多个均

匀曲面光源近似描述。光源其他特性同样可分离变量

单独处理。

2. 2　曲面光源的统计学模型

曲面光源蒙特卡罗建模需将光源物理特性转化为

统计模型，即概率密度函数，并采样随机光线。光线是

高 纬 度 随 机 变 量 ，单 根 光 线 具 有 起 始 点 坐 标 s r =
( x r，y r，z r)、光线方向 d r = ( l r，m r，n r)、能量权重 ω r 等参

数，其中，( l，m，n)表示方向向量。单根光线的参数为

( x r，y r，z r，l r，m r，n r，ω r)，下标 r 表示光线。光线各参数

不完全独立。光线起始点坐标 s r 满足曲面方程，由参

数 u r、v r 采样并计算而得。光线方向 d r 由 θ loc、φ loc 确

定，模为 1。在使用采样光线仿真光学系统中光能量

传输过程时，光线起始点坐标和方向将用于求解光能

量传输路径，光线能量权重将会根据斯内尔定律等调

整以仿真光能量变化。

光线各参数采样过程满足不同概率分布。光线起

始点坐标参数 u r、v r 服从的概率密度函数为 fM (u r，v r)，
其 正 比 于 光 源 辐 射 出 射 度 和 表 面 面 积 权 重 乘 积

M (u，v) ⋅A (u，v)：

 fM (u r，v r)= M ( )u r，v r ⋅A ( )u r，v r

∬
S

M ( )u r，v r dS
=

M ( )u r，v r ⋅A ( )u r，v r

∫∫M ( )u r，v r ⋅A ( )u r，v r du r dv r

。 （7）

若曲面光源各点辐射出射度相等，则参数 u r、v r 服

从的概率密度函数为

fM (u r，v r)= A ( )u r，v r

S0
， （8）

式中：S0 表示曲面光源表面积。该概率密度函数使得

在面积权重较大的参数处采样概率较大，进而使曲面

上采样点分布均匀。使用 fI(θ loc，φ loc)表示光线方向参

数 θ loc、φ loc 满足的概率密度函数，其正比于单位立体角

辐射通量 I (θ loc，φ loc)：
fI(θ loc，φ loc)=

I ( )θ loc，φ loc ⋅ sin θ loc

∬
Ω loc

I ( )θ loc，φ loc dΩ loc

。 （9）

局部坐标系下采样方向为
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l loc = sin θ loc cos φ loc

m loc = sin θ loc sin φ loc

n loc = cos θ loc

。 （10）

光线方向由局部坐标系下采样方向和曲面局部法

向量 ν计算而得：
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（11）
式中：R y表示绕 y轴的旋转矩阵；R z表示绕 z轴的旋转

矩阵；α、β为旋转角度。
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α= arccos ( )nν
 ν

2

β= arg ( )lν + mν ⋅ j
 ν

2

， （12）

式中：ν= ( lν，mν，nν)；j 为虚部单位；arg 为辐角主值；

 ⋅
2
表示向量二范数。

据上述概率密度函数采样而得的光线参数能量权

重 ω r = 1，且辐射出射度恒定时曲面上采样点分布均

匀，称此采样方法为等权重均匀采样。此外，还可引入

额外权重，简化采样过程，称为参数空间均匀采样。该

方法在曲面的参数空间均匀采样，引入辐射出射度权

重 ωM (u r，v r)∝M (u r，v r) ⋅A (u r，v r)；对立体角均匀采

样，引入强度权重 ωI(θ loc，φ loc)∝ I (θ loc，φ loc)。如此，光

线能量权重 ω r 正比于 ωM ⋅ωI，不再为常数。该方法可

避免按照目标概率分布采样计算过程中积分和插值运

算，降低采样过程复杂性提升程序计算速度。

采样单根光线需生成 [0，1]上均匀分布的随机数

ξ1、ξ2、ξ3、ξ4，其中，ξ1、ξ2 用于计算光线起始点坐标，

ξ3、ξ4 用于计算光线方向。采样多根光线获得光线簇，

光线簇由矩阵 ( x r，y r，z r，l r，m r，n r，ω r)表示，采样光线

数量越大建模结果越准确。采样完成后，将光线能量

权重根据辐射通量进行变换，使光线能量权重之和为

辐射通量：

ω ′r = Φ 0 ⋅ω r

 ω r 1

， （13）

式中：ω r 为初步计算的光线能量权重；ω ′r 为变换后光

线能量权重； ⋅
1
表示向量一范数。至此便完成曲面

光源的蒙特卡罗建模。

由上述建模方法生成的光线数据具有一定通用

性，光线簇矩阵能准确地描述光线几何与能量信息。

将光线数据按照指定数据格式写入文件，可导入常见

光学设计软件中使用。

2. 3　基本采样方法

由计算机易获取 [0，1]上均匀分布的随机数，此小

节介绍如何使用逆变换采样法［22］采样任意概率分布。

对于连续随机变量的一维概率密度函数 f，其累积

分布为 F，则 F-1 作用于 [0，1]上的均匀随机数即可获

得服从于 f分布的随机数，此方法称为逆变换采样法。

对 于 二 维 分 布 f (u，v)，先 根 据 边 缘 分 布 f (u)=

∫ f (u，v) dv对参数 u逆变换采样，进而根据采样结果

和条件概率对参数 v进行逆变换采样：

|f ( )v
u
= f ( )u，v

f ( )u 。 （14）

据此对最大天顶角为 θ0 的立体角均匀采样可

使用：
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θ loc = arccos [ ]1 - ( )1 - cos θ0 ξ3

φ loc = 2πξ4
。 （15）

对各向同性光源光线方向采样也可使用式（15），

对朗伯光源光线方向采样使用［6］：

ì
í
î
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θ loc = 1
2 arccos [ ]1 - ( )1 - cos 2θ0 ξ3

φ loc = 2πξ4

。 （16）

采样过程使用数值积分和插值方法解决概率密度

函数表达式中曲面积分无法被有限基本初等函数表达

的问题。首先，使用均匀网格划分参数空间 (u，v)，计
算格点处概率密度函数值。使用复化梯形公式［23］求解

累积概率密度函数：

∫
a

b

f ( x) dx≈ Δ
2
é

ë
ê
êê
ê f (a)+ f (b)+ 2 ∑

i= 1

k- 1

f ( )xk ù
û
úúúú。（17）

式中：[ a，b]为积分区间，被分成 k等份；区间等分点为

xk = a+ iΔ ( i= 0，1，⋯，k)，记 Δ= b- a
k

，i 为 索 引 。

求解反函数以及条件概率时使用插值方法计算函

数值。

计算机只能产生伪随机数和准随机数，使用伪随

机数容易出现采样点聚集的问题。准随机数，如 Sobol
序列，是一种低差异性序列，能保证采样点在取值区间

内分布均匀，可用于提升蒙特卡罗方法仿真精度［9］。

伪随机数和准随机数的选择对光源建模的精度有较大

影响，将在后文中讨论。

2. 4　建模结果准确性分析

为验证曲面光源蒙特卡罗建模方法准确性，使用

采样光线仿真曲面光源在指定接收器上形成的辐照度

分布，比较其与理论值之间差距，衡量建模结果精度。

首先推导曲面光源在接收器上某点形成的辐照

度。坐标原点上点光源在垂直 z轴平面接收器上形成

的理论辐照度分布 E t( x t，y t)为
E t( x t，y t)= I ⋅H t

( )x2
t + y 2

t + H 2
t

3/2 ， （18）

式中：H t 为接收器距点光源垂直距离；( x t，y t)分别为

接收器上点在 x和 y方向上距点光源水平距离；I为点

光源向接收器上点 ( x t，y t)方向上辐射强度。
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向量 ν计算而得：

( )l r

m r
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= R zR y( )l loc

m loc

n loc

=

æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷

cos β -sin β 0
sin β cos β 0

0 0 1
( )cos α 0 sin α

0 1 0
-sin α 0 cos α ( )l loc

m loc

n loc

，

（11）
式中：R y表示绕 y轴的旋转矩阵；R z表示绕 z轴的旋转

矩阵；α、β为旋转角度。
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α= arccos ( )nν
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β= arg ( )lν + mν ⋅ j
 ν
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， （12）

式中：ν= ( lν，mν，nν)；j 为虚部单位；arg 为辐角主值；

 ⋅
2
表示向量二范数。

据上述概率密度函数采样而得的光线参数能量权

重 ω r = 1，且辐射出射度恒定时曲面上采样点分布均

匀，称此采样方法为等权重均匀采样。此外，还可引入

额外权重，简化采样过程，称为参数空间均匀采样。该

方法在曲面的参数空间均匀采样，引入辐射出射度权

重 ωM (u r，v r)∝M (u r，v r) ⋅A (u r，v r)；对立体角均匀采

样，引入强度权重 ωI(θ loc，φ loc)∝ I (θ loc，φ loc)。如此，光

线能量权重 ω r 正比于 ωM ⋅ωI，不再为常数。该方法可

避免按照目标概率分布采样计算过程中积分和插值运

算，降低采样过程复杂性提升程序计算速度。

采样单根光线需生成 [0，1]上均匀分布的随机数

ξ1、ξ2、ξ3、ξ4，其中，ξ1、ξ2 用于计算光线起始点坐标，

ξ3、ξ4 用于计算光线方向。采样多根光线获得光线簇，

光线簇由矩阵 ( x r，y r，z r，l r，m r，n r，ω r)表示，采样光线

数量越大建模结果越准确。采样完成后，将光线能量

权重根据辐射通量进行变换，使光线能量权重之和为

辐射通量：

ω ′r = Φ 0 ⋅ω r

 ω r 1

， （13）

式中：ω r 为初步计算的光线能量权重；ω ′r 为变换后光

线能量权重； ⋅
1
表示向量一范数。至此便完成曲面

光源的蒙特卡罗建模。

由上述建模方法生成的光线数据具有一定通用

性，光线簇矩阵能准确地描述光线几何与能量信息。

将光线数据按照指定数据格式写入文件，可导入常见

光学设计软件中使用。

2. 3　基本采样方法

由计算机易获取 [0，1]上均匀分布的随机数，此小

节介绍如何使用逆变换采样法［22］采样任意概率分布。

对于连续随机变量的一维概率密度函数 f，其累积

分布为 F，则 F-1 作用于 [0，1]上的均匀随机数即可获

得服从于 f分布的随机数，此方法称为逆变换采样法。

对 于 二 维 分 布 f (u，v)，先 根 据 边 缘 分 布 f (u)=

∫ f (u，v) dv对参数 u逆变换采样，进而根据采样结果

和条件概率对参数 v进行逆变换采样：

|f ( )v
u
= f ( )u，v

f ( )u 。 （14）

据此对最大天顶角为 θ0 的立体角均匀采样可

使用：

ì
í
î

ïï
ïï

θ loc = arccos [ ]1 - ( )1 - cos θ0 ξ3

φ loc = 2πξ4
。 （15）

对各向同性光源光线方向采样也可使用式（15），

对朗伯光源光线方向采样使用［6］：

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

θ loc = 1
2 arccos [ ]1 - ( )1 - cos 2θ0 ξ3

φ loc = 2πξ4

。 （16）

采样过程使用数值积分和插值方法解决概率密度

函数表达式中曲面积分无法被有限基本初等函数表达

的问题。首先，使用均匀网格划分参数空间 (u，v)，计
算格点处概率密度函数值。使用复化梯形公式［23］求解

累积概率密度函数：

∫
a

b

f ( x) dx≈ Δ
2
é

ë
ê
êê
ê f (a)+ f (b)+ 2 ∑

i= 1

k- 1

f ( )xk ù
û
úúúú。（17）

式中：[ a，b]为积分区间，被分成 k等份；区间等分点为

xk = a+ iΔ ( i= 0，1，⋯，k)，记 Δ= b- a
k

，i 为 索 引 。

求解反函数以及条件概率时使用插值方法计算函

数值。

计算机只能产生伪随机数和准随机数，使用伪随

机数容易出现采样点聚集的问题。准随机数，如 Sobol
序列，是一种低差异性序列，能保证采样点在取值区间

内分布均匀，可用于提升蒙特卡罗方法仿真精度［9］。

伪随机数和准随机数的选择对光源建模的精度有较大

影响，将在后文中讨论。

2. 4　建模结果准确性分析

为验证曲面光源蒙特卡罗建模方法准确性，使用

采样光线仿真曲面光源在指定接收器上形成的辐照度

分布，比较其与理论值之间差距，衡量建模结果精度。

首先推导曲面光源在接收器上某点形成的辐照

度。坐标原点上点光源在垂直 z轴平面接收器上形成

的理论辐照度分布 E t( x t，y t)为
E t( x t，y t)= I ⋅H t

( )x2
t + y 2

t + H 2
t

3/2 ， （18）

式中：H t 为接收器距点光源垂直距离；( x t，y t)分别为

接收器上点在 x和 y方向上距点光源水平距离；I为点

光源向接收器上点 ( x t，y t)方向上辐射强度。
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对于曲面光源，如图 1 所示，接收器位置 z= h t，欲

求曲面光源在接收器上点 ( x，y)形成的辐照度。光源

上点 (u，v)处面积微元为 dS，将其视为点光源，其与接

收器上点的位置相对关系为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

H t = h t - z ( )u，v

x t = x- x ( )u，v

y t = y- y ( )u，v

。 （19）

若曲面光源为朗伯光源，并且其表面积为 S0，可得其辐

射 亮 度 为 L= Φ 0
πS0

，则 面 元 辐 射 强 度 为 I=

L cos θ loc dS。其中，θ loc 为表面局部坐标系中天顶角，由

辐射方向与曲面法向量 ν的夹角计算：

θ loc = arccos
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ( )xt，yt，Ht ⋅ ν

 ( )xt，yt，Ht
2
⋅ ν

2

ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
。 （20）

将式（19）和式（20）代入式（18）并沿曲面积分即可

求得曲面光源在接收器上某点的辐照度：

E t( x，y)=∬
S

H tL cos θ loc

( )x2
t + y 2

t + H 2
t

3/2 dS。 （21）

求解接收器上某一区域内平均辐照度可计算该区

域内一系列点上的辐照度值，并由数值积分计算平均

辐照度 E int，下标 int 表示根据数值积分得到的理论值

结果。将蒙特卡罗方法仿真结果 E与理论值 E int 比较，

可衡量蒙特卡罗方法建模结果的准确性，称为相对

误差：

eE = E- E int

E int
× 100%。 （22）

3　结果与分析

选取两个曲面光源，展示曲面光源蒙特卡罗建模

结果，分析建模准确性。其中，第 1 个曲面光源使用

XY多项式描述，第 2 个曲面光源使用非均匀有理 B 样

条（NURBS）曲面描述。最后，比较等权重均匀采样

和参数空间均匀采样两种方法的建模精度和速度，并

比较使用伪随机数和准随机数得到的建模结果。

例中，曲面光源中心置于坐标原点，曲面向 z轴正

方向发光。光源表面辐射出射度M处处相等，且为朗

伯光源，曲面上每个点都以法向量为中心向 2π 半空间

辐射能量，光源总的辐射通量 Φ 0 = 1 W。平面接收器

中心放置于点 (0，0，50) nm 处，接收器垂直于 z轴。接

收器长宽均为 100 mm，被划分为 11 × 11 个网格。计

算理论辐照度值时，采样曲面上 1000 × 1000 网格点

计算数值积分。每个接收器网格内采样 11 × 11 个点

计算平均辐照度。

3. 1　XY多项式曲面光源

第 1 个曲面光源使用 XY多项式表达［20］：

z=
c ( )x2 + y 2

1 + 1 - ( )1 + k c2( )x2 + y 2
+ ∑

i= 1
ci xλ yμ，（23）

ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

η=
ê

ë

ê
êê
ê
ê
ê ú

û

ú
úú
ú-1 + 1 + 8i

2

μ= i-
η ( )η+ 1

2
λ= η- μ

， （24）

式中：ë û⋅ 表示向下取整；该 XY多项式曲面的曲率 c、二
次曲面系数 k以及高次项系数 ci如表 1 所示。曲面在

xOy面上投影为矩形，长宽均为 20 mm。曲面面型如

图 2 所示。

XY多项式曲面光源建模过程中各参数采样结果

如图 3 所示，图中采样点数均为 1024。图 3（a）~（c）为

等权重均匀采样结果。图 3（a）为曲面表面均匀采样

结果，图 3（b）为朗伯分布方向采样结果，在天顶角大

的区域具有更高的采样概率，图 3（c）为采样光线，光

线长度表示能量权重，其光线能量权重处处相等。图

3（d）~（f）为参数空间均匀采样结果。图 3（d）中曲面

表面采样并不均匀，采样点权重不同，由于该曲面面积

图 1　曲面光源在接收器上辐射的辐照度理论值计算示意图

Fig.  1　Schematic diagram of calculating the theoretical value of 
irradiance on the receiver radiated by the surface light source

表 1　曲面光源的 XY多项式表面参数

Table 1　Parameters of the XY-polynomial surface of the surface light source
Polynomial term

c

k

c1 x
c2 y

Parameter value
0. 0100

-0. 0800
-0. 1000
-0. 1000

Polynomial term
c3 x2

c4 xy

c5 y2

c6 x3

Parameter value
0. 0050

-0. 0100
0. 0040
0. 0010

Polynomial term
c7 x2 y

c8 xy2

c9 y 3

Parameter value
0. 0013

-0. 0008
-0. 0011

权重 A变化率不大，采样点权重比较接近。图 3（e）中

采样方向在 2π 立体角内均匀分布，天顶角较大处权重

较小。图 3（e）中采样光线的长度不同，表示各采样光

线能量权重不同。曲面光源在接收器上形成的理论辐

照度分布如图 4 所示，该计算结果具有很高的空间分

辨率。采样光线数量为 224 (≈ 1. 6 × 107 )时，XY多项

式曲面光源蒙特卡罗建模的误差分析如图 5 所示，两

种建模方法结果误差绝对值小于 1. 0%，建模精度较

高。且等权重均匀采样比参数空间均匀采样精度略

高。上述采样过程均使用 Sobol准随机数。

3. 2　NURBS曲面光源建模

第 2 个曲面光源使用 NURBS 曲面表达，其表达

式［24］为

s (u，v)= ∑
i= 0

∑
i′= 0
Ni，p (u) Ni′，q(v)Q i，i′， （25）

式中：曲面参数 u、v的范围为 [0，1]；Q i，i′为曲面控制点

网格，i、i′分别为索引；p、q为阶数；N为 NURBS 基函

数。该曲面光源使用 3 阶 NURBS 曲面表达，具有 C 2

连续性，其经过式（26）所示曲面上的 21 × 21 个点，其

中，R 0 = 7、R 1 = 6，这些点由参数 u torus、v torus 在取值范

围内均匀划分而得，u torus ∈ é
ë
êêêê

π
3 ，

2π
3
ù
û
úúúú、v torus ∈ é

ë
êêêê

π
3 ，

5π
3
ù
û
úúúú。

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

x= ( )R 0 + R 1 cos u torus cos v torus

y= ( )R 0 + R 1 cos u torus sin v torus

z= R 0 ( )2 ⋅ sin u torus - 3
。 （26）

该曲面为环面一部分，下标 torus 表示环面。光源

表 面 形 状 如 图 6 所 示 。 NURBS 曲 面 由 Python 的

geomdl 库构建［25］，预先计算参数空间上 1000 × 1000
个等距点，使用线性插值计算曲面上的点坐标和偏

导数。

对 NURBS 曲面光源各光线参数的采样结果如图

7 所示，图中采样点数为 1024。图 7 中各参数的意义与

图 3 相同。图 7（a）~（c）为等权重均匀采样结果。图 7

图 2　XY多项式曲面

Fig.  2　XY-polynomial surface

图 3　XY多项式曲面光源采样结果。（a）（b）（c）等权重均匀采样的采样点、采样方向和采样光线；（d）（e）（f）参数空间均匀采样的采

样点、采样方向和采样光线及其权重

Fig.  3　 Sampling results for the XY-polynomial surface light source.  (a) (b) (c) Sampled points, directions, and rays of uniform 
sampling with equal weights; (d) (e) (f) sampled points, directions, and rays of uniform sampling in parameter space with weights
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权重 A变化率不大，采样点权重比较接近。图 3（e）中

采样方向在 2π 立体角内均匀分布，天顶角较大处权重

较小。图 3（e）中采样光线的长度不同，表示各采样光

线能量权重不同。曲面光源在接收器上形成的理论辐

照度分布如图 4 所示，该计算结果具有很高的空间分

辨率。采样光线数量为 224 (≈ 1. 6 × 107 )时，XY多项

式曲面光源蒙特卡罗建模的误差分析如图 5 所示，两

种建模方法结果误差绝对值小于 1. 0%，建模精度较

高。且等权重均匀采样比参数空间均匀采样精度略

高。上述采样过程均使用 Sobol准随机数。

3. 2　NURBS曲面光源建模

第 2 个曲面光源使用 NURBS 曲面表达，其表达

式［24］为

s (u，v)= ∑
i= 0

∑
i′= 0
Ni，p (u) Ni′，q(v)Q i，i′， （25）

式中：曲面参数 u、v的范围为 [0，1]；Q i，i′为曲面控制点

网格，i、i′分别为索引；p、q为阶数；N为 NURBS 基函

数。该曲面光源使用 3 阶 NURBS 曲面表达，具有 C 2

连续性，其经过式（26）所示曲面上的 21 × 21 个点，其

中，R 0 = 7、R 1 = 6，这些点由参数 u torus、v torus 在取值范

围内均匀划分而得，u torus ∈ é
ë
êêêê

π
3 ，

2π
3
ù
û
úúúú、v torus ∈ é

ë
êêêê

π
3 ，

5π
3
ù
û
úúúú。

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

x= ( )R 0 + R 1 cos u torus cos v torus

y= ( )R 0 + R 1 cos u torus sin v torus

z= R 0 ( )2 ⋅ sin u torus - 3
。 （26）

该曲面为环面一部分，下标 torus 表示环面。光源

表 面 形 状 如 图 6 所 示 。 NURBS 曲 面 由 Python 的

geomdl 库构建［25］，预先计算参数空间上 1000 × 1000
个等距点，使用线性插值计算曲面上的点坐标和偏

导数。

对 NURBS 曲面光源各光线参数的采样结果如图

7 所示，图中采样点数为 1024。图 7 中各参数的意义与

图 3 相同。图 7（a）~（c）为等权重均匀采样结果。图 7

图 2　XY多项式曲面

Fig.  2　XY-polynomial surface

图 3　XY多项式曲面光源采样结果。（a）（b）（c）等权重均匀采样的采样点、采样方向和采样光线；（d）（e）（f）参数空间均匀采样的采

样点、采样方向和采样光线及其权重

Fig.  3　 Sampling results for the XY-polynomial surface light source.  (a) (b) (c) Sampled points, directions, and rays of uniform 
sampling with equal weights; (d) (e) (f) sampled points, directions, and rays of uniform sampling in parameter space with weights
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（d）~（f）为参数空间均匀采样结果。图 7（d）中曲面靠

近中心部分采样点数较多，因此权重较小。NURBS
曲面光源在接收器上形成的理论辐照度分布如图 8 所

示。采样光线数量为 224 (≈ 1. 6 × 107 )时，NURBS 曲

面光源蒙特卡罗建模误差分析如图 9 所示，两种建模

方法结果误差最大绝对值小于 1. 0%，建模精度较高。

且等权重均匀采样比参数空间均匀采样精度略高。上

述采样过程均使用 Sobol准随机数。

针对 NURBS 曲面光源建模实例，分析等权重均

匀采样和参数空间均匀采样在不同采样光线数时的建

模误差和建模时间，如图 10 所示。此处建模误差为

11 × 11 个接收器网格上误差绝对值的均值。由图 10
（a）可知,随光线数量增加，曲面光源建模平均误差逐

渐减小。此例中，采样光线数量相同时，等权重均匀采

样建模精度略高。且相比于伪随机数，使用准随机数

能提高建模精度。不同光线数量下两种采样方法所需

的时间如图 10（b）所示。计算速度受到不同随机数的

影响较小，为避免曲线重合降低图像可读性，图 10（b）
中只比较使用伪随机数的建模时间。由图 10（b）可

知，建模时间随采样光线数量增加而增加，参数空间均

图 4　XY多项式曲面光源在接收器上形成的理论辐照度分布。（a）3D 图；（b）2D 图

Fig.  4　Theoretical irradiance distribution on the receiver formed by the XY-polynomial surface light source.  (a) 3D; (b) 2D

图 5　XY多项式曲面光源蒙特卡罗建模误差分析。（a）曲面光源在接收器上形成的辐照度分布理论值；（b）（c）等权重均匀采样方法

仿真的辐照度分布及其误差；（d）（e）参数空间均匀采样方法仿真的辐照度分布及其误差

Fig.  5　Error analysis of Monte Carlo modeling results for XY-polynomial surface light source.  (a) Theoretical value of irradiance 
distribution on the receiver formed by surface light source; (b) (c) irradiance distribution on the receiver simulated by uniform 
sampling with equals weights and its error; (d) (e) irradiance distribution on the receiver simulated by uniform sampling in 

parameter space and its error
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匀采样方法的建模速度远快于等权重均匀采样方法，

因为等权重均匀采样使用逆变换采样，其中存在计算

量较大的数值积分和插值计算。在实际建模过程中，

可根据具体问题在计算精度和速度间权衡，选择不同

建模方法。由图 10（b）可知，若欲使建模精度接近 1%
且尽可能快速建模，可采用准随机数，使用参数空间均

匀采样方法采样约 100 万条光线。相比于等权重均匀

采样，参数空间均匀采样实现相同精度虽需更多光线，

但建模时间小于 2 s。本研究采用 i9-12900k CPU 和

Nvidia RTX 3090 GPU 于 Windows 10 平台上分析建

模方法的速度。编程语言为 Python，主要使用的科学

计算库为 SciPy［26］和 CuPy［27］等。

图 6　NURBS 曲面及其经过的网格点

Fig.  6　 NURBS surface and the grid points the surface pass 
through

图 7　NURBS 曲面光源采样结果。（a）（b）（c）等权重均匀采样的采样点、采样方向和采样光线；（d）（e）（f）参数空间均匀采样的采样

点、采样方向和采样光线及其权重

Fig.  7　Sampling results for the NURBS surface light source.  (a) (b) (c) Sampled points, directions, and rays of uniform sampling with 
equal weights; (d) (e) (f) sampled points, directions, and rays of uniform sampling in parameter space with weights

图 8　NURBS 曲面光源在接收器上形成的理论辐照度分布。（a）3D 图；（b）2D 图

Fig.  8　Theoretical irradiance distribution on the receiver formed by the NURBS surface light source.  (a) 3D; (b) 2D
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4　结        论
系统性地介绍了曲面光源蒙特卡罗建模理论和方

法。基于均匀性假设，对不同辐射特性进行变量分离，

指出光线采样过程中各参数应满足的概率密度函数。

给出等权重均匀采样和参数空间均匀采样两种光线采

样方法。针对两个曲面光源建模，当采样光线数量为

224 (≈ 1. 6 × 107 )时，建模结果在指定接收器上形成的

辐照度分布的误差在 1% 之内，建模精度很高。探究

不同采样方法以及不同随机数对建模精度和速度的影

图 9　NURBS 曲面光源蒙特卡罗建模误差分析。（a）曲面光源在接收器上形成的辐照度分布理论值；（b）（c）等权重均匀采样方法仿

真的接收器辐照度分布及其误差；（d）（e）参数空间均匀采样方法仿真的接收器辐照度分布及其误差

Fig.  9　Error analysis of Monte Carlo modeling results for NURBS surface light source.  (a) Theoretical value of irradiance distribution 
on the receiver formed by surface light source; (b) (c) irradiance distribution on the receiver simulated by uniform sampling with 
equal weights and its error; (d) (e) irradiance distribution on the receiver simulated by uniform sampling in parameter space and 

its error

图 10　不同曲面光源建模方法的误差和所需时间比较。（a）不同建模方法的误差随光线数量变化情况；（b）不同建模方法所需的时

间随光线数量变化情况

Fig.  10　Comparison of error and time consumption of different modeling methods for surface light sources.  (a) The error of different 
modeling methods varying with the number of rays; (b) the time consumption of different modeling methods varying with the 

number of rays

响，可为曲面光源建模提供指导。

科学研究与工程实践中存在一些体光源，这种光

源一般是透明的，光源内部辐射出的光会经过光源自

身向外传输，如气体光源、红外透镜等。对这种类型体

光源准确建模还需进一步探究。首先，体光源边界一

般由单个闭合表面或者多个表面组合描述。描述体光

源采样光线起始坐标点满足的概率密度函数较为复

杂。其次，体光源起始点坐标采样是一个三维问题，如

何提升三维概率密度函数的采样效率也值得探究。最

后，需要定量描述体光源内部辐射光向外传输过程中

发生的能量衰减，这会影响建模准确性。在后续研究

过程中，将探究复杂体光源建模方法丰富光源建模理

论和方法。
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Abstract 

Objective　 Monte Carlo simulations are widely applied in the fields such as imaging evaluations, graphical rendering, 
scattering analysis, and illumination design.  Light source modeling, which directly determines the accuracy of the 
simulation results, is crucial in Monte Carlo simulation.  However, light source modeling, especially surface light source 
modeling, is difficult and rarely discussed publicly.  Surface light sources including extended filaments and curved 
fluorescent tubes are still commonly employed in general and special lighting.  Additionally, the external radiation of the 
non-transparent components of the mechanical structure can also be considered as surface light sources in stray light 
analysis of far-infrared optical systems.  We provide a Monte Carlo modeling method for surface light sources.  In this 
method, we introduce a statistical model of the surface light source and two ray sampling strategies.  Results show that the 
proposed modeling method has high precision.  The influence of different sampling strategies and different random numbers 
on the modeling accuracy and speed is also discussed to guide balancing the modeling accuracy and speed.

Methods　 Based on the homogeneity assumption, we analyze the spatial and orientational properties of the surface light 
source separately.  We clarify the stochastic ray parameters including the starting point coordinates, direction vectors, 
energy weights, and their physical implications in the Monte Carlo modeling.  Based on the radiation properties of the 
source, the desired probability density functions for different parameters of the ray are derived.  In addition, we describe 
how to sample the parameters following an arbitrary two-dimensional probability density function based on inverse 
transform sampling.  We introduce two ray sampling strategies of uniform sampling with equal weights and uniform 
sampling in parameter space.  The former strategy samples the rays strictly according to the probability density functions, 
with equal energy weights.  The latter strategy assigns the corresponding weights to the rays and ensures that the weights 
are proportional to the desired probability density functions, which can considerably improve the computational speed by 
avoiding numerical integration and interpolation operations.  The proposed method can model light sources with arbitrary 
surfaces, with strong versatility.  To verify the accuracy of the modeling results, the integral formula of the irradiance 
distribution formed by the surface light source on the receiver is derived as the theoretical illuminance distribution (Fig.  1).  
The accuracy of the modeling method is measured by comparing the relative deviation of the simulated irradiance 
distribution of the sampled rays from the theoretical value.

Results and Discussions　Monte Carlo modeling results and precision analysis are implemented for two different surface 
light sources, which are expressed by XY-polynomial (Fig.  2) and non-uniform rational B-spline (NURBS) (Fig.  6) 
respectively.  The sampled starting points, ray directions, and rays (Figs.  3 and 7) are provided respectively to show the 
differences between the two sampling strategies.  The calculated theoretical irradiance distributions formed by the two 
surface light sources at the specified receiver have an extremely high spatial resolution, which can be regarded as 
continuous (Figs.  4 and 8).  The maximum relative deviation between the simulated value and the theoretical value is 
within 1% for 224 (≈ 1. 6 × 107 ) sampling rays, demonstrating a high modeling accuracy (Figs.  5 and 9).  The uniform 
sampling strategy with equal weights leads to slightly higher modeling accuracy than that of uniform sampling in parameter 
space.  For the NURBS surface light source, we analyze the differences in modeling accuracy and speed between the two 
sampling strategies under different numbers of rays and the influence of different random numbers on modeling accuracy 
(Fig.  10).  This shows that the average modeling error gradually decreases while the modeling time increases with the 
rising number of rays.  In contrast to pseudorandom numbers, the utilization of quasi-random numbers can improve the 
modeling accuracy.  The strategy of uniform sampling in parameter space is faster than that of uniform sampling with equal 
weights since the latter employs the computationally expensive inverse transform sampling.

Conclusions　 We propose a Monte Carlo modeling method for surface light sources.  Based on the homogeneity 
assumption, the spatial and orientational radiation characteristics are analyzed separately.  Probability density functions and 
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sampling strategies are presented for different parameters of the rays, and a way to verify the accuracy of the modeling 
results is also proposed.  For the two modeling examples of surface light sources, the maximum relative deviation of the 
simulated irradiance distribution from the theoretical value at the specified receiver is less than 1% when the number of 
sampled rays is at the order of 107, demonstrating high modeling accuracy.  In addition, the effect of different sampling 
strategies on modeling accuracy and speed is analyzed under different numbers of rays.  The uniform sampling strategy with 
equal weights leads to higher modeling accuracy.  In contrast, the uniform sampling strategy in parameter space is 
considerably faster.  Comparisons through different random numbers show that quasi-random numbers can improve 
modeling accuracy.

Key words optical simulation; Monte Carlo; light source modeling; surface light source; uniform sampling
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