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基于光线偏折的复杂流动密度重建方法
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摘要 由穿过扰动流场的光线偏折角测值重建流场密度,对深入认识复杂流动现象具有重要的意义。在由风洞视频

测量方法得到穿过扰动流场光线偏折角的基础上,开展了复杂流动密度重建方法的研究。根据密度与折射率、光线

偏折角的关系,运用变分法推导了带有先验信息的密度偏微分方程;通过人工神经网络对测量数据进行建模,有效抑

制了由局部峰值丢失带来的误差放大问题。数值仿真和风洞实验结果表明,本文方法所得的密度重建结果明显优于直

接求偏导数方法,尤其是在峰值处,本法方法在量值上具有更高的精准度,为复杂流动结构的定量分析提供了新途径。
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Abstract The
 

reconstruction
 

of
 

flow
 

field
 

density
 

from
 

the
 

measured
 

value
 

of
 

light
 

deflection
 

angle
 

passing
 

through
 

the
 

disturbed
 

flow
 

field 
 

it
 

is
 

great
 

significance
 

for
 

the
 

in-depth
 

understanding
 

of
 

complex
 

flow
 

phenomena 
 

Based
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method
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flow
 

density
 

is
 

studied 
 

According
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index 
 

and
 

light
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angle 
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partial
 

differential
 

equation
 

of
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with
 

prior
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is
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by
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method 
 

The
 

artificial
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network
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model
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measured
 

data 
 

and
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error
 

magnification
 

caused
 

by
 

the
 

loss
 

of
 

local
 

peak
 

value
 

is
 

effectively
 

suppressed 
 

The
 

results
 

of
 

numerical
 

simulation
 

and
 

wind
 

tunnel
 

experiments
 

show
 

that
 

the
 

density
 

reconstruction
 

result
 

of
 

this
 

method
 

is
 

obviously
 

better
 

than
 

that
 

of
 

the
 

direct
 

partial
 

derivative
 

method 
 

especially
 

at
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peak 
 

this
 

method
 

has
 

higher
 

accuracy
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of
 

value 
 

which
 

provides
 

a
 

new
 

way
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quantitative
 

analysis
 

of
 

complex
 

flow
 

structure 
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1 引  言

空腔结构在提高飞行器隐身性能、降低气动阻

力方面作用显著[1],而广泛应用于各类飞行器会带

来复杂流动问题,如空腔绕流会出现流动分离与再

附、剪切层不稳定、波/涡/剪切层相互干扰等,上述

问题会导致空腔内压力脉动剧烈、噪声环境恶劣,不

仅影响飞行品质,严重时还将危及飞行安全[1-2]。对

空腔复杂流动进行显示或观测有助于认识复杂流动

现象,为研究流动控制方法、探索物理机制提供依

据,也是解决先进飞行器设计工程实际问题的重要

手段[3]。

纹影技术、阴影技术作为传统流动显示技术[4]

在空腔复杂流动显示中得到了广泛应用,为流动机
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理模型的研究提供了观测依据[5-6],但难以提供定量

结果。基于示踪物的流动显示方法,如激光诱导荧

光(LIF)技术[7]、粒子图像测速(PIV)技术[8-9]、粒子

轨迹测速技术[10-11]等也相继被应用到流动显示研究

中,并在研究过程中发现了一些有趣的空腔流动现

象。但对于大风洞,示踪物难以在短时间内均匀地

播撒在待测区域内,尤其在遇到激波、强剪切层、大
尺度涡等高速复杂流动结构时,示踪物很难实现完

全的流动跟随[8,12]。
背景纹影(BOS)

 

技术融合了纹影技术和PIV
技术,通过测量光线穿过扰动流场的偏折位移来获

取扰动流场结构,具有光路简单、可定量化的优

点[13-17]。但由于在振动环境中使用图像相关法计算

偏折位移,其测量结果包含了相机、背景板的相对位

置变化所引起的振动误差。在激波、剪切层等流场

变化剧烈区域,由于背景图像畸变严重,图像相关法

可能得不到准确结果。
为了克服BOS技术在复杂流动显示方面存在

的不足,文献[18-19]将风洞视频测量方法与BOS
光路结合,以均匀排列的圆形标记点为背景,利用成

熟的摄影测量技术与数字图像技术,可以高精度地

测得在有无扰动流场时光线从标记点出发到摄影中

心的偏折角,定量显示空腔高速流动所产生的波/
涡/剪切层的位置、强弱及相互作用关系,为复杂流

动定量显示提供了新思路,但还未将偏折角的测量

结果与反映流场状态信息的密度、速度或压强等基

本参数进行关联,故不便于开展实验结果分析,为此

难以与其他技术手段所得的结果进行对比[20]。虽

然有学者在BOS技术测得偏折位移的基础上,通过

求解偏微分方程来获得流场密度的定量结果[15-17],
但未考虑偏折位移离散测量结果的峰值丢失情况及

测量误差,而且求解过程中可能会出现误差放大现

象,导致求解结果失真。
为此,本文在文献[19]的基础上,针对光线偏折

的离散测量结果,开展了复杂流动密度重建方法的

研究。从光线传输理论出发,根据密度与折射率、光
线偏折角的关系,推导了关于密度的偏微分方程;通
过神经网络[21-24]建模,避免了在偏导数运算过程中

局部峰值丢失所带来的误差放大问题。

2 基本原理

2.1 密度梯度与光线偏折角的关系

将从背景板上标记点发出的光线经摄影中心穿

过扰动流场后的偏折角测量值记为ε̂x 和ε̂y
[18],根

据光线传输理论,BOS光路所得的光线偏折角为扰

动流场折射率梯度沿光线传输路径z 的积分,表达

式为

ε̂i=
1
n0∫

ZD+L/2

ZD-L/2

∂n
∂idz

, (1)

式中:i=x,y;n0 和n 分别为在有无扰动流场时空

气的折射率;ZD 为背景板到扰动流场中心平面的距

离;L 为光轴方向扰动流场的宽度。
对于空 气 介 质,密 度ρ 与 折 射 率n 之 间 的

Gladstone-Dale关系可表示为

n=1+KGDρ, (2)
式中:KGD 为Gladstone-Dale常数。

假设沿光线传输路径的折射率梯度保持不

变[25],将式(2)代入式(1)即可得到扰动流场在光线

传输路径上的密度梯度,将其在x 方向和y 方向的

测值分别记为p̂ 和q̂,表达式为

p̂=
1+KGDρ0
ΔZDKGD

ε̂x

q̂=
1+KGDρ0
ΔZDKGD

ε̂y

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

, (3)

式中:ρ0 为未受扰动的空气密度。

2.2 密度重建方程

将待求解区域D 上的密度分布函数记为ρ(x,

y),以其为自变量建立目标泛函,表达式为

Jmin(ρ)=∬
D

∂ρ
∂x-p̂  

2

+
∂ρ
∂y-q̂  

2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dxdy+

λ2∬
D

(ρ-ρ'0)2dxdy, (4)

式中:ρ'0为待求解区域的密度分布先验值;λ 为正则

化参数,其取值由 Hansen等[26]提出的L曲线法确

定。式(4)等号右端:第一项为待重建密度ρ(x,y)
的梯度与式(3)间接测量值的误差平方和的积分;第
二项为正则化项,用于引导求解结果倾向于先验

知识。
运用变分原理可将式(4)的泛函极值问题转化

为微分方程求解问题,即当式(4)取极小值时,ρ(x,

y)应满足偏微分方程,即

∂2ρ
∂x2+

∂2ρ
∂y2=

∂p̂
∂x+

∂q̂
∂y+λ2(ρ-ρ'0)。 (5)

  式(5)为Poisson方程,结合边界条件采用有限

差分方法或有限元方法来获取数值解。

2.3 神经网络建模

受到查询窗口大小或标记点尺寸限制,BOS技
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术与视频测量方法均仅能得到密度梯度的有限离散

测值:一方面该测值不可避免地包含了测量误差,同
时存在局部峰值丢失的问题,如果直接进行偏导数

运算可能会出现误差放大的情况;另一方面,数值求

解方法的网格坐标难以与测量标记点完全重合。
为了提高式(5)数值解的精准度,使用神经网

络对式(3)的结果进行建模。神经网络的拓扑结

构如图1所示,包含输入层、隐含层与输出层三个

层次,其中输入层是输入标记点对应待测区域的

坐标,输出层是输出密度梯度测值,隐含层为单

层。从数据集分出70%的数据作为训练集,用于

估计模型参数;分出15%的数据作为验证集,用于

初步评估模型效果,并确定隐含层的神经元数量;
剩余15%的数据作为测试集,用于评估模型的最

终泛化能力。
以期望输出值和模型实际输出值的均方误差为

目标函数,使用Levenberg-Marquardy优化算法来

图1 神经网络的拓扑结构

Fig 
 

1 Topological
 

structure
 

of
 

neural
 

network

求解神经网络模型,再根据输出误差来调整相应

的权值和阈值参数,直到达到最大训练次数或测

试集的均方误差满足收敛条件,从而得到输入与

输出之间的非线性映射关系。对于任意给定位置

(x0,y0),使用理查德外推公式来计算偏导数,表
达式为

∂p̂
∂x (x0,y0)

≈
4[P(x0+0.5h,y0)-P(x0-0.5h,y0)]

3h -
P(x0+h,y0)-P(x0-h,y0)

6h

∂q̂
∂y (x0,y0)

≈
4[Q(x0,y0+0.5h)-Q(x0,y0-0.5h)]

3h -
Q(x0,y0+h)-Q(x0,y0-h)

6h

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

, (6)

式中:∂p̂
∂x (x0,y0)

和∂q̂
∂y (x0,y0)

分别为密度梯度测值p̂

和q̂在(x0,y0)处的偏导数;h 为微分步长;P(x,

y)和Q(x,y)为以(x,y)为输入,神经网络模型的

输出。

2.4 先验值估计

根据有限差分思想,采用正方形网格来离散待

求解区域,并建立关于密度先验值矩阵ρ0 的目标函

数,即

Emin(ρ0)=
Dx

Dy

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 vec(ρ0)-

vec(p̂)

vec(q̂)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

2

2

,(7)

式中:vec(ρ0)、vec(p̂)和vec(q̂)分别为将矩阵ρ0、p̂

和q̂ 中的每列元素依次排列而成的列向量;Dx 和

Dy 分别为x 方向和y 方向的有限差分矩阵,其每行

元素由三点中心导数或单边导数公式确定。将式

(7)的最小二乘解作为式(4)的先验值。

3 仿真分析

为了验证基于神经网络的离散梯度数据建模方

法的有效性,本文进行了仿真,步骤如下:

1)
 

根据已知的待重建密度函数来产生梯度分

布场并叠加高斯白噪声;

2)
 

分 别 使 用 本 文 的 神 经 网 络 建 模 方 法

(NNMM)和直接求偏 导 数 (DCPD)方 法 来 估 计

Poisson方程等号右端的有源项;

3)
 

根据有源项的估计值,使用有限差分方法求

解式(5)。
仿真选用图2的函数分布,其定义域Ds={(x,

y)-1≤x≤10,-1≤y≤10},具有光滑多峰的特

点。该函数由Harker等[27]提出,多用于由梯度数据

重建三维面形算法的精准度评估和性能测试。
将Ds 等间距划分成正方形网格,根据待重建

密度函数的解析表达式来计算网格点处的梯度值,
并添加高斯白噪声,其量值为极差的5%。分别使

用NNMM和DCPD方 法 来 估 计Poisson方 程 等 号
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图2 待重建密度函数的分布示意图

Fig 
 

2 Distribution
 

diagram
 

of
 

density
function

 

to
 

be
 

reconstructed

右端的有源项在网格点处的取值,再使用有限差分

方法来求解方程。在使用有限差分法迭代求解时,
边界值按第一类边值条件来确定,先验值和初始值

均为0。当迭代误差满足收敛条件或达到最大迭代

次数时,终止迭代。
图3给出了由NNMM和DCPD方法估计的有

源项与理论值的残差直方图,实线是由残差拟合的

正态分布曲线,图中横坐标表示残差取值,纵坐标表

示残差在取值区间内出现的次数。从图3可以看

出:NNMM所得的残差主要集中分布于(-1,1),
残差绝对值的平均值为0.2275;DCPD方法所得的

残差则分布于(-10,10),残差绝对值的平均值为

3.0592,其是本文方法的10倍还多。

图3 不同方法估计的有源项与理论值的残差直方图。(a)
 

NNMM;(b)
 

DCPD方法

Fig 
 

3 Residual
 

histograms
 

of
 

theoretical
 

values
 

and
 

active
 

terms
 

estimated
 

by
 

different
 

methods 

 a 
 

NNMM 
 

 b 
 

DCPD
 

method
 

  图4给出了在y 坐标值为8时,由两种方法估

计的有源项与理论值随x 坐标变化的曲线。从图4
可以看出,DCPD方法所得的有源项围绕理论值的

波动幅度较大,而且出现了误差被放大的现象,而

NNMM的估计结果与理论值吻合较好,变化趋势

也基本一致,与理论值在量值上的偏差比DCPD方

法小很多。综上说明,通过神经网络的学习训练可

以较好地识别出密度梯度间接测值与位置之间的非

线性特征。
根据上述两种方法得到的有源项,使用五点中

心差分公式对式(5)进行求解,图5给出了两种方法

所得的结果与理论值的残差分布图。从图5可以看

出,NNMM所得的结果与理论值的残差约在(0,

0.3)以内,而DCPD方法在(-5,3)以内。
图6给出了在y=8时,两种方法所得的结果

与理论值的残差随x 坐标变化的曲线。从图6可

以看出:DCPD方法的结果与理论值偏差很大,出现

图4 有源项估计值与理论值随x 坐标变化的曲线

Fig 
 

4 Curve
 

of
 

estimated
 

and
 

theoretical
 

values
of

 

active
 

terms
 

varying
 

with
 

x
 

coordinates

了严重失真,这正是由有源项的估计值在该坐标值

处出现较大偏差导致的;NNMM 所得的结果与理

论值吻合较好,虽然在量值上有差异,但其峰值特

征、变化规律一致。
对于图2的多峰函数,NNMM 所得的结果明

显优于DCPD方法,与理论值的残差在量值上比

DCPD方法小一个数量级。
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图5 密度重建结果与理论值的残差分布图。(a)
 

NNMM;(b)
 

DCPD方法

Fig 
 

5 Residual
 

distribution
 

of
 

density
 

reconstruction
 

results
 

and
 

theoretical
 

values 
 

 a 
 

NNMM 
 

 b 
 

DCPD
 

method

图6 重建结果的变化曲线。(a)残差随x 坐标变化的曲线;(b)残差的变化曲线

Fig 
 

6 Variation
 

curve
 

of
 

reconstruction
 

result 
 

 a 
 

Variation
 

curve
 

of
 

residual
 

with
 

x
 

coordinate 

 b 
 

variation
 

curve
 

of
 

residual

4 风洞实验结果与讨论

在CARDC 的 FL-21 风 洞 (试 验 段 尺 寸 为

0.6
 

m×0.6
 

m)搭建了基于BOS的视频测量光路,
如图7所示。将摄影中心到背景板的距离记为ZB,
背景板上均匀分布了行列间隔相等、直径为3

 

mm
的白 色 圆 形 标 记 点,相 邻 标 记 点 的 圆 心 间 隔 为

6
 

mm,背景板尺寸为1.2
 

m×1.2
 

m,底色为黑色。
相机分辨率为5120

 

pixel×5120
 

pixel,像元尺寸为

4.5
 

μm,镜头焦距为35
 

mm,曝光时间为1
 

μs。

图7 视频测量光路

Fig 
 

7 Video
 

measurement
 

optical
 

path

实验模型如图8所示,测量区域为阴影部分,空

腔的长深比为6,宽为90
 

mm,两侧均安装厚度为

5
 

mm的光学玻璃,实验马赫数为1.5。

图8 实验模型与测量区域

Fig 
 

8 Experimental
 

model
 

and
 

measurement
 

area

在无风的状态下,使用相机记录一幅背景图像,
将其称为参考图像。风洞启动,流场稳定后再次拍

摄叠加模型绕流的背景图像,使用视频测量方法[19]

来解算在有无扰动流场时,从背景板圆形标记点出

发经过摄影中心的光线偏折角,测量结果如图9所

示。从图9可以看出该空腔模型绕流的激波、剪切

层等流动结构,以及位置与强弱关系。为了将偏折

角测量结果与流场密度关联起来,以便更加直观地

分析实验结果,同时与其他技术手段进行比较,使用

NNMM对测量区域密度进行重建。
首先通过神经网络对由偏折角测量结果计算出
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图9 偏折角的测量结果

Fig 
 

9 Measurement
 

result
 

of
 

deflection
 

angle

来的密度梯度值进行建模,可以识别出密度梯度间

接测值与标记点坐标值间的非线性特征关系;接着

使用正方形网格剖分测量区域,使用最小二乘法估

计密度先验值;然后利用式(6)计算有源项的偏导

数;最后使用有限差分方法获取式(5)密度方程的数

值解。
图10给出了该空腔模型绕流密度的重建结果

与自由来流密度ρ⁫ 的比值,其中自由来流密度按等

熵的关系获取。从图10可以看出:该空腔模型绕流

属于开式流动类型[28-29],自由来流在腔体前缘开

始分离而形成剪切层并与空腔后壁碰撞,致使空腔

后壁附近的密度值增大;在空腔前缘上方清晰可见

斜激波,其倾斜角为42.1°,而马赫数为1.5所对应

的来流马赫角为41.8°,这与空腔前缘激波倾斜角

约等于来流马赫角的规律一致。在空腔内部,由于

流动连通,所以密度分布较为均匀。在此基础上,可
结合气体动力学相关理论开展绕流密度与压强、速
度等基本流动参数对应关系的研究。

图10 NNMM的密度重建结果

Fig 
 

10 Density
 

reconstruction
 

result
 

of
 

NNMM

为了验证NNMM所得的结果,分别使用DCPD、
有限元方法(FEM)对式(5)进行数值求解,所得结果

如图11和图12所示。图13给出了三种方法所得的

结果在纵坐标为-10
 

mm和35
 

mm处的曲线。

图11 DCPD方法的密度重建结果。(a)结果;(b)结果与NNMM所得结果的偏差

Fig 
 

11 Density
 

reconstruction
 

result
 

of
 

DCPD
 

method 
 

 a 
 

Result 
 

 b 
 

deviation
 

of
 

result
 

from
 

NNMM
 

results

图12 FEM的密度重建结果。(a)结果;(b)结果与NNMM所得结果的偏差

Fig 
 

12 Density
 

reconstruction
 

result
 

by
 

FEM 
 

 a 
 

Result 
 

 b 
 

deviation
 

of
 

result
 

from
 

NNMM
 

results
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图13 密度重建结果在不同y 值下的曲线比较。(a)
 

y=35
 

mm;(b)
 

y=-10
 

mm
Fig 

 

13 Curve
 

comparison
 

of
 

density
 

reconstruction
 

results
 

under
 

different
 

y
 

values 
 

 a 
 

y=35
 

mm 
 

 b 
 

y=-10
 

mm

  从图11~13可以看出:三种方法的流动结构基

本一致,NNMM 所得的结果与FEM 吻合更好,量
值差异更小;在密度分布峰值处,DCPD 方 法 与

NNMM和FEM的偏差较大,这是由于直接对离散

测值进行偏导数运算会导致有源项包含较大误差,
同时也说明了通过神经网络对有限离散测值进行建

模,能够有效抑制因局部峰值丢失带来的误差放大

问题。

5 结  论

本文在视频测量方法得到光线偏折角的基础

上,开展了复杂流动密度重建方法的研究。数值仿

真和风洞实验结果表明,本文方法能够定量重建复

杂的流动密度分布,重建结果明显优于直接求偏导

数方法,尤其是在密度分布峰值处的量值具有更高

的精准度。
本文方法为高速空腔复杂流动的定量分析提供

了新的途径和手段,应用前景广阔。下一步可结合

气体动力学的相关理论,研究复杂流动中压强、速度

等基本参数与密度的对应关系。
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