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静电聚焦同心球系统的成像电子光学
C章:多电极同心球系统的电子光学
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摘要 鉴于两电极静电聚焦同心球系统成像的定焦性质,当该系统的几何尺寸相对关系给定后,像面位置与放大

率也就随之确定,改变系统的电参量引起的像面位置和放大率的变动是极其微小的。研究在由光阴极与栅状阳极

组成的两电极同心球系统中插入任意多个栅极后,该系统的电子光学成像特性及其横向像差的变化规律。再次证

实了在多电极静电聚焦同心球系统中,成像电子光学系统的二级近轴横向色差即
 

Recknagel-Apцимович公式依然

成立。着重讨论了三电极静电聚焦同心球系统的电子光学成像特性。
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1 引  言

对两电极静电聚焦同心球系统的电子光学性质

进一步进行考察,不难发现,其成像面的位置决定于

系统的结构参量。如果电极系统制造得不精确,或
者在装配时不能保持给定的几何尺寸及相对关系,
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阴极物面的像便不能很好地聚焦在给定的成像平面

上,而且也无法改善聚焦质量。也就是说,当两电极

同心球系统的几何尺寸相对关系给定后,像面位置

与放大率也就随之确定。改变系统的电参量对于像

面位置和放大率的影响是极其微小的。若在两电极

同心球系统中插入一个中间栅极,此栅极不仅能够

控制电子流(如在高速摄影中作为电子快门),而且

还起着调焦电极的作用。当改变中间栅极的电位

时,可以得到最佳的聚焦。本文将两电极静电聚焦

同心球成像电子光学的研究推广到更普遍的情

况———多电极静电聚焦同心球系统成像电子光学。

2 参量意义与符号规则

如图1所示,在球面阴极C和栅状球面阳极A
所组成的两电极静电聚焦同心球系统中插入j个具

有共同球心的曲率半径为Rsj
、电位为Φsjc

的栅状

球面电极Sj(j=1,2,…,m),形成多电极静电聚焦

同心球系统。

图1 多电极静电聚焦同心球系统(m=2)

Fig 
 

1 Electrostatic
 

focusing
 

concentric
 

spherical
 

system
 

composed
 

of
 

multi-electrodes
 

 m=2 

  兹规定参量意义与符号规则如下:

1)
 

几何参量。Rc 为阴极面半径,Ra 为阳极半

径,Rsj
为第j 个中间栅极Sj 的半径,R*

i 为与εz1

相对应的理想像面位置I*处的曲率半径,上标*代

表满足近轴条件的情况,以上各线段值均自曲率中

心O 算起,自左向右为正,反之为负;Δz 为纵向像

差,自像面位置I*算起,自左向右为正,反之为负;

Δr为横向像差,像面位于I*处,由φ=0°的轴线算

起,自下向上为正,反之为负。

2)
 

角度。γ0 为电子轨迹在第一中间栅极S1 上

的角度坐标,γj 为电子轨迹在两个相邻电极Sj 与

Sj+1 之间的角度坐标,ζj 为中间栅极Sj 上轨迹落

点处的切线与过该点矢径之间的夹角,τ 为逸出电

子在栅状阳极 A上落点处的切线与过该点矢径之

间的夹角,αi为初始条件为(ε0,α0)的电子轨迹在成

像位置I*
α 处与φ=0°轴线的夹角(ε0 为以初速度

v0 自阴极C射出的电子所对应的初电位,α0 为电

子初角度),以上角度一律以锐角计算。这里,αi,γ0

以轴线为轴,γj,ζj 和τ 以过点Bj 和D 的矢径为

轴,逆时针为正,反之为负。

3)
 

电参量:Φac 为栅状阳极A相对于阴极C的

电位,Φsjc
为第j个中间栅极Sj 相对于阴极C的电

位,Φsj+1sj
为第j+1个中间栅极Sj+1 相对于第j

个中间栅极Sj 的电位,ε0 为以初速度v0 自阴极C
射出的电子所对应的初电位,εj 为由第j 个中间栅

极Sj 以速度vj 射出的电子所对应的电位,εj=ε0+
Φsjc

。

4)
 

辅助参量:n=
Rc

Ra
,yj=

Rc

Rsj

,xj,j+1=
Rsj

Rsj+1

,

r2j+1,j=
Φsj+1c

Φsjc
,r2m+1,1=

Φsm+1c

Φs1c
=

Φac

Φs1c
,r2j,1=

Φsjc

Φs1c
,

r21,1=1,j=1,2,…,
 

m。

3 多电极静电聚焦同心球系统的电子

轨迹交轴位置及其斜率的精确表达式

多电极同心球系统的电子追迹计算将按以下的

次序进行。
首先考察阴极C和第一中间栅极S1 的系统(简

称C-S1 系统)。假设自阴极面原点z0 发出初角度

为α0、初速度为v0 的电子,则在此系统内的电子轨

迹可以很容易被确定,如A章所述。于是可求得逸

出电子在栅极S1 的落点B1 的位置以及相应的角
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度ζ1 和γ0。
其次研究S1-S2 系统。很明显,如果假定栅网

电极是透明的,当电子通过时,其速度和斜率都不发

生变化。这样就可以将第一中间栅极S1 看作阴极

C,而对于从B1 点发出的角度为ζ1、速度为v1 的电

子,很容易用类似C-S1 系统的处理方法确定B2 点

的位置以及相应的角度ζ2 和γ1。
以此类推,不难求得Sm-A系统中电子到达阳

极A上的D 点的位置以及角度τ和γm。若假定栅

状阳极后面为无场空间,便可以求得以自阴极面z0
点发出的初角度为α0、初速度为v0 的电子经过m
个中间电极和阳极后与φ=0°轴线的交点Iα 的位置

及其斜率。
对于多电极静电聚焦同心球系统,自光阴极逸

出的电子经过系统后,其轨迹的最终交轴点Iα 处的

曲率半径Riα0
和斜率tan

 

αi可以分别表示为

Riα0 =Ra
sin

 

τ
sin

 

αi
=Ratan

 

τ cos
 

τ

sin γ0+∑
m

j=1
γj  +τ  

=

Ratan
 

τsinγ0cos∑
m

j=1
γj  +cos

 

γ0sin∑
m

j=1
γj  +tan

 

τcos
 

γ0cos∑
m

j=1
γj  -sin

 

γ0sin∑
m

j=1
γj      -1,(1)

tan
 

αi=tan ∑
m

j=0
γj  +τ  =

tan
 

γ0+tan∑
m

j=1
γj  +tan

 

τ1-tan
 

γ0tan∑
m

j=1
γj    

1-tanγ0tan∑
m

j=1
γj  -tan

 

τtan
 

γ0+tan∑
m

j=1
γj    

。 (2)

  (1)、(2)式中各个参量的具体计算过程如下。
对于C-S1 系统,按照 A章推导的(35)~(37)

式,令n→y1,τ→ζ,γ1→γ0,Φac→Φs1c
,便有

sin
 

γ0=-
(y1-1)(c0+d0)

b1d0+b0c0
sin

 

α0, (3)

cos
 

γ0=
b1c0+b0d0

b1d0+b0c0
, (4)

tan
 

ζ1=
y1

b1
sin

 

α0, (5)

其中

b0=cos
 

α0

b1=1+
Φs1c

ε0
-y2

1sin2α0  
1/2

c0=1-2y1(y1-1)
ε0
Φs1c
sin2α0

d0=1-2(y1-1)
ε0
Φs1c
sin2α0

















。 (6)

  类似地,对于由第j和第j+1中间电极构成的

两电极系统,则进行如下参量变换:α0→ζj,y1→
xj,j+1,ε0→εj,γ0→γj,ζ1→ζj+1,Φsjc→Φsj+1sj

。
下面逐个确定γj 和ζj+1 值。为此,先确定

S1-S2 系统的tan
 

ζ2,sin
 

γ1 和cos
 

γ1。对于tan
 

ζ2,
根据(5)式,有

tan
 

ζ2=
x1,2sin

 

ζ1

1+
Φs2s1

ε1
-x2

1,2sin2ζ1  
1/2
, (7)

式 中:sin
 

ζ1 =
y1sin

 

α0

1+
Φs1c

ε0  
1/2;x1,2 =

y2

y1
;

Φs2s1

ε1
=
Φs2c-Φs1c

ε0+Φs1c
=

Φs2c

ε0
-
Φs1c

ε0

1+
Φs1c

ε0

。

将以上各式代入(7)式,则tan
 

ζ2 具有下列简

明形式:

tan
 

ζ2=
y2sin

 

α0

1+
Φs2c

ε0
-y2

2sin2α0  
1/2=

y2

b2
sin

 

α0。

(8)

  同样地,求sin
 

γ1、cos
 

γ1 值时,需对(3)、(4)式
中各量进行下列替换:
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y1 →x1,2=
y2

y1
,

 

sin
 

α0 →sin
 

ζ1=
y1sin

 

α0

1+
Φs1c

ε0  
1/2

b0=cos
 

α0 →cos
 

ζ1=
b1

1+
Φs1c

ε0  
1/2
,

 

b1 → 1+
Φs2s1

ε1
-x2

1,2sin2ζ1  
1/2

=
b2

1+
Φs1c

ε0  
1/2

c0 →1-2x1,2(x1,2-1)
ε1
Φs2s1

sin2ζ1=1-2y2(y2-y1)
1

r22,1-r21,1
ε0
Φs1c
sin2α0=c1

d0 →1-2(x1,2-1)
ε1
Φs2s1

sin2ζ1=1-2y1(y2-y1)
1

r22,1-r21,1
ε0
Φs1c
sin2α0=d1






















, (9)

于是,sin
 

γ1、cos
 

γ1 有类似(3)、(4)式的形式:

sin
 

γ1=-
(y2-y1)(c1+d1)

b2d1+b1c1
sin

 

α0, (10)

cos
 

γ1=
b2c1+b1d1

b2d1+b1c1
, (11)

式中:

b2=1+
Φs2c

ε0
-y2

2sin2α0  
1/2

;

c1=1-
2y2(y2-y1)
r22,1-r21,1

ε0
Φs1c
sin2α0;

d1=1-
2y1(y2-y1)
r22,1-r21,1

ε0
Φs1c
sin2α0。

  由此可见,对于tan
 

ζj+1、cos
 

γj 和sin
 

γj,显然

可以类推成如下的表达式:

tan
 

ζj+1=
yj+1

bj+1
sin

 

α0, (12)

sin
 

γj =-
(yj+1-yj)(cj +dj)

bj+1dj +bjcj
sin

 

α0,(13)

cos
 

γj =
bj+1cj +bjdj

bj+1dj +bjcj

, (14)

式中:

bj =1+
Φsjc

ε0
-y2

jsin2α0  
1/2

;

cj =1-
2yj+1(yj+1-yj)

r2j+1,1-r2j,1
ε0
Φs1c
sin2α0;

dj =1-
2yj(yj+1-yj)
r2j+1,1-r2j,1

ε0
Φs1c
sin2α0。

  当j=m,由(12)式可得

tan
 

τ=tan
 

ζm+1=
n

bm+1
sin

 

α0。 (15)

  (2)式中的tan
 

γ0 和tan
 

γj 的值则可由(3)、
(4)式以及(13)、(14)式求得

tan
 

γ0=-
(y1-1)(c0+d0)

b1c0+b0d0
sin

 

α0, (16)

tan
 

γj =-
(yj+1-yj)(cj +dj)

bj+1cj +bjdj
sin

 

α0。(17)

  将以上导得的表达式代入(1)、(2)式,便可得到

多电极同心球系统中以初条件参量(ε0,α0)逸出的

电子轨迹交轴位置Riα0
及其斜率tan

 

αi的精确表达

式。由(1)、(2)式可见,Riα0
和tan

 

αi取决于几何参

量Rc、Rj、Ra,电参量 Φsjc
、Φac,以及初条件参量

(ε0,α0)。如果给定以上参量,便能确定 Riα0
与

tan
 

αi的精确值。

4 多电极静电聚焦同心球系统的电子

轨迹交轴位置及其斜率的近似表示式

根据(1)、(2)式中的Riα0
和tan

 

αi 的精确表示

式,很难看出各参量之间的相互关系。为此,将这两

个表达式展开,略去较1小得多的
εr

Φsjc
  

3/2

等高阶乘

幂项(εr 为电子径向初电位),经过复杂的运算和整

理,便可得到多电极静电聚焦同心球系统下电子轨迹

的交轴位置Riα0
及其斜率tan

 

αi的近似表达式[1-3]:

Riα0 =-RanA 1+2rm+1,1(y1-1)A
εz

Φs1c
+[AC+4A2r2m+1,1(y1-1)2]

εz

Φs1c
+ 

A[C-2Brm+1,1(y1-1)]
εr

Φs1c , (18)
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tan
 

αi=-
1

Arm+1,1

εr

Φs1c
1-2rm+1,1(y1-1)A

εz

Φs1c
+DA

εz

Φs1c
+(D+E)A

εr

Φs1c





 




 。 (19)

  (18)、(19)式足以阐明同心球系统的电子光学成像性质,可用于推导电子光学横向像差。(18)、(19)式
中的符号A,B,C,D,E 的表示如下:

1)
 

两电极静电聚焦同心球系统(m=0)
令y1=n,r1,1=1,Φs1c=Φac,则有

A=
1

n-2
, B=n-2, C=2(n-1), D=

3n-2
2

, E=
n2(n-2)

2
。 (20)

  将(20)式代入(18)、(19)式,便得到A章中(42)、(43)式的结果。其成像特性与横向像差已在B章叙述过。

2)
 

三电极静电聚焦同心球系统(m=1)
若在两电极同心球系统中插入一个中间栅极,其半径为Rs,电位为Φs1c

,便形成三电极同心球系统。令

y1=y=
Rc

Rs
,y2=n=

Rc

Ra
,r2,1=r=

Φac

Φs1c
  

1/2

,则有

A=
r+1

r(n-2)+2r2(y-1)-n
, (21)

B=
2(y-1)n-r(y-2)2

2r +
2(n-y)2[n-2r(y-1)]+(n-y)(n2+ry2)

2r(r+1)2(y-1)
-

(n-y)3

(y-1)(r+1)3
-
n2[(n-1)+r(y-1)]
2r2(r+1)(y-1)

+
2(n-y)[n-r(y-1)]

r(r+1)
, (22)

C=-r(y-1)+
n-y
r+1-

(n-1)+r(y-1)
r(r+1)

, (23)

D=r(y-1)+
n-y
r+1+

n
2r2
, (24)

E=r(y-1)(3y2-4y)-4n(y-1)2-
n3

2r2
+
2n2[r(y-1)+(n-1)]

r(r+1) +
2r(n-y)3

(r+1)3
+

(n-y)(n2+ry2)+4(n-y)2[2r(y-1)-n]
(r+1)2

。 (25)

  (21)式中A 的表示式曾被Linden和Snell[4]导
出过。但他们研究的仅是三电极同心球系统的零级

近似成像,故他们的文章中,上述B、C、D、E 的表

示式都没有给出。

3)
 

多电极同心球系统(m≥2)

由(18)、(19)式可见,在近轴条件下,与εr

Φs1c
相

关的较为复杂的B 和E 可以略去,于是,系数A,

C,D[4]可以分别表述为

A=
1

rm+1,1 2(y1-1)+∑
m

j=1

2(yj+1-yj)
rj+1,1+rj,1

-
n

rm+1,1





 






,

(26)

C=-rm+1,1(y1-1)+

rm+1,1∑
m

j=1

yj+1-yj

rj+1,1rj,1(rj+1,1+rj,1)
-

nA+1
2Ar2m+1,1

, (27)

D=rm+1,1(y1-1)+
n

2r2m+1,1
-

rm+1,1∑
m

j=1

yj+1-yj

rj+1,1rj,1(rj+1,1+rj,1)
。 (28)

  系数B,E 的表示式可参阅文献[2,4]。由此,
可以研究具有任意多个中间栅极的多电极静电聚焦

同心球系统的理想成像与像差。

5 多电极静电聚焦同心球系统的电子

光学成像与横向像差

5.1 理想成像

考虑阴极透镜的近轴条件,可略去(18)、(19)式
中大括号内含有εr/Φs1c

的项,且令轴向初电位

εz=εz1
,则可得到自阴极面上物点z0 以某一轴向

初电位εz1
逸出的近轴电子轨迹到达的理想成像位

置与曲率中心O 的距离R*
i 为
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R*
i =-RanA 1+2rm+1,1(y1-1)A

εz1

Φs1c
+ AC+4A2r2m+1,1(y1-1)2  

εz1

Φs1c  , (29)

而轨迹在I*
0 处的斜率tan

 

α*
i 为

tan
 

α*
i =-

1
Arm+1,1

εr

Φs1c
1-2rm+1,1(y1-1)A

εz1

Φs1c
+DA

εz1

Φs1c






 



 。 (30)

  (29)式表明,由阴极面上原点z0 以相同的轴向

初电位εz1
射出的电子束,在经过同心球系统并穿

过透明的栅状阳极后会聚于同一点
 

(A>0,实像情

况)或者好像是从阴极后面某一点发出(A<0,虚像

情况)。很明显,只有εz1
相同的近轴电子束才能理

想聚焦;当εz1
改变时,理想成像的位置亦随之发生

改变。
由于系统的球对称性,与εz1

相应的电子束自

阴极球面上的弧段射出,其成像亦为曲率半径为

R*
i 的弧段。此时,线放大率M 可表示为

M =-A 1+2rm+1,1(y1-1)A
εz1

Φs1c
+[AC+4A2r2m+1,1(y1-1)2]

εz1

Φs1c  。 (31)

  显然,系统形成的是倒立的实像或正立的虚像,
取决于A 值。由(26)式 A 的表示式可以看出,A
仅是结构参量和电参量的函数。故对于多电极静电

聚焦同心球系统,线放大率M 不仅取决于系统的几

何参量,而且与电参量有关,而初条件参量的影响则

是高阶小的。
若令εz1=0

 

V,即逸出电子切于阴极面射出,此

时极限像面的位置R*
it 以及相应的放大率 Mt 分

别为

R*
it =-RanA

Mt=-A 。 (32)

  (32)式乃是多电极同心球静电聚焦系统的零级

近似式,由此可以看出系数A 明显的物理意义。
线放大率M 和角放大率Γ 的乘积为

MΓ=
εz1

rm+1,1 Φs1c
1+A(C+D)

εz1

Φs1c





 




 ,

(33)
基于

A(C+D)=-
1

2r2m+1,1

, (34)

可证明Lagrange-Helmholtz关系式依然成立:

MΓ=
εz1

Φac
1+

εz1

2Φac  = εz1

Φac+εz1

。 (35)

  因此,不论对于两电极同心球系统,还是通过在

阴极和栅状阳极之间插入多个中间电极所组成的多

电极同心球系统,尽管其电位分布发生了变化,

Lagrange-Helmholtz关系式始终成立。

5.2 三电极静电聚焦同心球系统的成像特性

5.1节已给出三电极同心球系统电子光学特性

的表示式,由(21)式不难看出:

1)
 

使像面位置位移、放大率的模增大的途径

为:(a)提高Φsc 或降低Φac,使r2 下降;(b)将中间

电极S靠近阴极C,使y 下降;(c)将阳极A靠近阴

极C,使n 下降。

2)
 

像面位置与放大率值取决于电极系统的相

对位置和电压比,故系统放大K 倍或缩小为原来的

1/K,像面位置亦相应放大K 倍或缩小为原来的1/

K,而放大率不变;当电压比不变时,像面位置与放

大率基本不变。

3)
 

当系统成实像的条件A>0时,可以得到

n>y>1+
n-r(n-2)

2r2
。 (36)

  在两电极情况下,当n=2时,系统是发散的,
但当插入中间栅极时,

 

y 满足

2>y>1+
1
r2
, r2 >1, (37)

便能形成实像,且r2 越大,中间栅极位置越靠近阴

极。这说明,在两电极系统中加一个中间电极且加

上一个较阳极电位低的电位,有可能使系统更为

紧凑。
令r2<1,即Φac<Φsc。此时,若n=2,则无论

如何配置中间电极,(36)式不复成立,只有当n>2,
(36)式才有可能成立。现假定n=3,则有

3>y>1+
3-r
2r2

, (38)
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由此 可 得 r2 >
9
16

时 才 能 形 成 实 像。例 如:令

r2=
16
25
,则3>y>2.71。

一般来说,中间电极电位比阳极高,将使系统纵

向尺寸增大,以满足给定的像面位置和放大率的要

求。从物理意义上来说,并非一定要Φac>Φsc,电子

才能会聚;当Φac>Φsc 时,只要电子在C-S系统内

获得了足够的会聚,就可以抵消S-A系统内的发

散。这样,电子仍然会聚,形成实像。

4)
 

三电极系统中电压比与结构参数满足:

r2=
n-1
y-1

,
 

A=
1

n=2
。 (39)

  这表明,当在两电极同心球系统的等位面上放

置一个中间栅极,其Φsc 值即为等位面的电位值,且
电极的形状与等位面形状一致,则系统的特性保持

不变。通常,三电极系统的设计往往是在两电极系

统的等位面处放置一个形状与等位面形状相同的中

间栅极,调节此中间栅极的电位值即可适当改变成

像面的位置和放大率。

5.3 多电极同心球系统的纵向和横向像差

对于多电极同心球系统,B章关于两电极同心

球系统的纵向像差与横向像差的定义是完全适用

的。其纵向像差Δz以B章(11)式表示,其中

Δz*
2 =

-
2M2

Ec

C+4Arm+1,1(y1-1)2

2(y1-1)
(εz -εz1

)-






4Arm+1,1(y1-1)εz1 εz - εz1   ,(40)
δz2=

2M2

Ec

-C+2B(y1-1)rm+1,1

2(y1-1)
εr





 




 ,(41)

式中:Ec 为阴极面处的电场强度。
横向像差Δr以B章(16)式表示,其中

Δr*
3 =

2M
Ec Φac

εr
C

2(y1-1)
(εz -εz1

)


 


 ,

(42)

δr3=-
2M

Ec Φac

εr
2Brm+1,1(y1-1)-C

2(y1-1)
εr





 




 。

(43)

  这里各参量的意义同B章。Ec 可表示为

Ec=
Φs1c

Rc(y1-1)
。 (44)

  在本系列文章中,纵向和横向像差用阶次分类

以区别于细束电子光学通常所用的三级和高级像

差。这是因为,在阴极透镜中,从阴极面发出的电子

除有电子初能量的差别外,还具有不同的逸出角,且
轨迹的斜率可能趋于无穷,加上理想像面位置与所

取的轴向初电位εz1
有关,用细束电子光学通常的

表示法划分纵向和横向像差已不可能,在这里,纵向

像差按照ε0/Φac  j/2 的阶次分类,横向像差则按照

ε0/Φac  (j+1)/2 的阶次分类。
对多电极与两电极同心球静电聚焦系统的横向

像差表示式进行数值分析,可得到如下结论:

1)
 

对于同心球型电子光学系统,轴上点的横向

像差Δr可视为近轴横向色差Δr*(即由轴向初能

εz1
与εz 不同的两条近轴轨迹所形成的像差)与几

何横向球差δr(即由同样的初条件参量的实际轨迹

与近轴轨迹所形成的像差)的合成,如图1所示。其

中,B章(17)式表示的二级近轴横向色差Δr*
2

 即R-
A公式成立对于系统的成像质量起着主要的、决定

的作用。它较(42)式的三级近轴横向色差Δr*
3 与

(43)式的三级几何横向球差δr3 要大一个数量级。
故更高级次的像差可完全忽略不计。这个结论对于

任何轴对称的静电电子光学成像系统也是成立的。

2)
 

从具体的系统(两电极与多电极同心球系

统)中证实了阴极透镜的二级近轴横向色差公式,即
R-A公式普遍成立。B章(17)式表明,阴极透镜的

近轴横向色差Δr*
2 在二级近似下仅与电子逸出的

初电位、初角度、阴极面上的场强,以及系统的性放

大率有关,而与电极结构和轴上电位分布无关。

3)
 

由横向像差公式可以看出,三级几何横向球

差δr3 实际上是通常电子光学中所谓三级几何球差

的主要项,它与 εr

Φac  
3

成比例。这样,通过三级

近轴横向色差 Δr*
3 将通常的二级近轴横向色差

Δr*
2 与三级几何横向球差δr3 联系起来。

6 结束语

将两电极静电聚焦同心球系统成像电子光学的

研究推广到更普遍的情况———多电极静电聚焦同心

球系统成像电子光学。研究表明,无论对于两电极

还是多电极静电聚焦同心球系统,其轴上点横向像

差系由近轴横向色差与几何横向球差所组成,这证

实了对于静电聚焦电子光学系统,其二级近轴横向

色差公式即R-A公式普遍成立的结论。本文对于

研究成像电子光学中实际的三电极调焦系统与四电

极变倍系统的设计具有理论指导意义。
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